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Differentiation  Yon  Functionen  einer  reellen 

Yarlabeln  Grosse. 

t  !•    Zi«l6  d«r  Differential-  nnd  Xntegralreohiiimsr. 

Der  Gegensatz,  in  welchem  die  drei  Operationen  des  Ad- 
direns,  Subtrahirens  und  Multiplicirens  zur  Operation  des  Divi- 
direns  stehen,  äussert  sich  von  den  Elementen  an  stets  auf 
neue  Weise  und  beherrscht  das  gesammte  Gebiet  der  Analysis. 
In  der  im  ersten  Bande  des  vorliegenden  Buches  gegebenen 
Darstellung  ist  nahe  dem  Anfange  darauf  aufmerksam  gemacht 
worden,  dass  die  Ausführung  der  drei  ersten  Grundoperationen 
mit  beliebigen  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen  unbe- 
dingt zulässig  sei  und  immer  nur  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  einschliesslich  der  Null  erzeuge,  dass  dagegen  die  Thei- 
lung  der  Einheit  durch  einen  bestinmiten  ganzen  Divisor  nur 
geschehen  könne,  sobald  erlaubt  ist,  die  Einheit  gleich  einer 
durch  den  Divisor  bezeichneten  Anzahl  von  einander  gleichen 
neuen  Einheiten  zu  setzen.  Indem  man  annimmt,  dass  die  Ein- 
heit in  jede  beliebige  Anzahl  von  gleichen  Theilen  theilbar  sei, 
kommt  zu  dem  Inbegriff  aller  ganzen  Zahlen  der  Inbegriff  aller 
rationalen  Brüche  hinzu.  Da  die  Differenz  jnvischen  zwei  ganzen 
Zahlen^  welche  einander  nicht  gleich  sind,  gleich  einer  von  der 
Null  verschiedenen  ganzen  Zahl  ist,  so  muss  der  numerische 
Werth  der  Differenz  mindestens  gleich  der  Einheit  sein.  Da- 
gegen kann  die  Differenz  zwischen  zwei  rationalen  Brüchen,  die 
nicht  zusammen  fallen,  jedem '  rationalen  Bruche  gleich  werden 
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und  deshalb  auch  numerisch  unter  jeden  gegebenen  aliquoten 
Theil  der  Einheit  herabsinken.  Auf  diesen  Umstand  stützt  sich 
die  Definition  einer  irrationalen  Grösse  als  Grenzwerth  einer 
durch  ein  gewisses  Gesetz  bestimmten  Folge  von  Brüchen. 
Demnach  bildet  die  unbeschränkte  Tbeilbarkeit  der  Einheit 
eine  wesentliche  Voraussetzung,  um  zuerst  von  den  ganzen 
Zahlen  zu  den  rationalen  Brüchen,  dann  von  den  letztern  zu 
den  irrationalen  Grössen  überzugehen  und  die  (irundoperationen 
der  Rechnung  auf  alle  reellen  bestimmten  Grössen  auszudehnen. 

Es  wurde  so  eben  eine  Eigenschaft  der  Differenz  von  zwei 
ganzen  Zahlen  und  der  Differenz  von  zwei  rationalen  Brüchen 
erwähnt.  Die  Differenz  von  zwei  reellen  bestimmten  Grössen  ist 
entweder  der  Null  oder  einer  bestimmten  positiven  oder  einer 
bestimmten  negativen  Grösse  gleich,  und  kann  jeden  beliebigen 
Werth  annehmen.  Wenn  nun  vorausgesetzt  wird,  dass  eine 
Grösse,  mit  der  eine  vorgeschriebene  Folge  von  Rechnungsope- 
rationen  ausgeführt  werden  soll,  nacheinander  verschiedene 
bestimmte  Werthe  erhalte,  die  mit  Berücksichtigung  des  Vor- 
zeichens oder  im  algebraischen  Sinne  innerhalb  gewisser  Gren- 
zen liegen,  oder  dass  die  Grösse  innerhalb  des  betreffenden 
Intervalls  veränderlich  sei,  so  darf  man  sich  denken,  dass  stets 
ein  Werth  derselben  aus  dem  zunächst  vorhergehenden  ent- 
stehe, indem  zu  dem  letztern  die  entsprechende  Differenz  der 
beiden  Werthe  hinzuaddirt  wird.  Je  nachdem  der  folgende 
Werth  grösser  oder  kleiner  als  der  unmittelbar  vorhergehende 
oder  demselben  gleich  ist,  findet  bei  jener  Vorstellung  für  den 
vorhergehenden  Werth  ein  Wachsen  oder  Abnehmen  oder  Gleich- 
bleiben statt,  und  fällt  die  bezeichnete  Differenz,  welche  gemäss 
dem  allgemeinen  Begriffe  der  Addition  immer  das  Increment 
oder  die  Zunahme  des  ursprünglichen  Werthes  genannt  wird, 
positiv  oder  negativ  oder  verschwindend  aus.  Sobald  nun  der 
veränderlichen  Grösse  jeder  innerhalb  des  bezüglichen  Intervalls 
liegende  rationale  oder  irrationale  Werth  ertheilt,  und  deshalb 
der  numerische  Betrug  der  vorkommenden  einzelnen  Zunahmen 
so  klein  genommen  werden  darf  als  man  nur  will,  heisst  die 
veränderliche  Grösse  eine  innerhalb  des  gegebetien  Intervalls  stetig 
veränderliclie  Grösse. 

Das   Resultat    der   flir   eine  veränderliche   Grösse   vorge- 
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schriebenen  Folge  von  Kechnungsoperationen,  welches  bei  ver- 
schiedenen Werthen  dieser  Grösse  ebenfalls  verschiedene  Werthc 
erhalten  kann,  hängt  somit  von  den  erstgenannten  Werthen  ab 
und  wird  eine  Function  der  veränderlichen  Grösse  genannt. 
Den  Begriff  einer  Function  lehrt  der  erste  Band  dieses  Buches 
stufenweise  kennen.  Indem  ich  die  bezüglichen  Stellen  anführe, 
werde  ich,  wie  im  Folgenden  durchgehends,  vor  die  Zahl  des 
Paragraphen  des  ersten  Bandes  das  Zeichen  I  setzen.  Die  Defi- 
nition einer  algebraischen  rationalen  ganzen  und  einer  alge- 
braischen rationalen  gebrochenen  Function  findet  sieh  I,  §  22, 
die  erste  Erwähnung  der  trigonometrischen  Functionen  Sinus 
und  Cosinus  I,  §  30,  die  allgemeine  Definition  einer  Function 
einer  veränderlichen  Grösse  und  die  Definition  der  Exponen- 
tialfunction  I,  §  100  und  101,  die  Definition  des  Logarith- 
mus I,  §  102,  die  Erörterung  der  trigonometrischen  Functionen 
Sinus,  Cosinus,  Tangens  und  Cotangens  I,  §  103,  der  inversen 
trigonometrischen  Functionen  I,  §  104.  Bei  allen  hervorgeho- 
benen besonderen  Functionen  kommt  es  darauf  an,  sobald  der 
veränderlichen  Grösse  nach  einander  verschiedene,  innerhalb  eines 
gewissen  Intervalls  befindliche  Worthe  beigelegt  werden,  die  Diffe- 
rem  der  zugeordneten  Wertite  der  Function  zu  betrachten.  Insbe- 
sondere wurde  untersucht,  ob  für  eine  numerisch  beliebig  verklei- 
nerte Differenz  der  Werthe  der  veränderlichen  Grösse  die  Differenz 
der  zugeordneten  Werthe  der  Function  ebenfalls  numerisch  be- 
liebig klein  werde.  Die  aufgeworfene  Frage  lässt  sich  allge- 
mein so  ausdrücken,  ob  einer  stetigen  Aenderung  der  variabeln 
Grösse  eine  stetige  Aendet'ung  der  Function  entspreche,  und  führt 
zu  der  I,  §  108  gegebenen  Definition  einer  stetigen  Function  einer 
variabeln  Grösse,  welche  folgendermassen  lautet:  Wenn  eine 
Function  f(x\  welche  für  alle  der  Bedingung  a<.x<^h  genügen- 
den Werthe  von  x  gegeben  ist,  die  Eigenschaft  Jiot,  dass  bei  je 
8wei  innerhalb  dieses  Intervalls  befindliclien  Werthen  x  und  x  +  h 
die  Differenz  der  zugehörigen  Werthe  der  Function  f{x'\-h) — f{x) 
für  einen  gegen  die  Null  abnehmenden  Werth  der  Grösse  h  selbst 
gegen  die  Null  abnimmt,  so  wird  f(x)  eine  stetige  Function  der 
Variable  x  genannt. 

Wir  sind  hiermit  bei  dem  Kreise  von  Begriffen  angelangt, 
in  dem  sich  Differential-  und  Integralrechnung  entwickelt  haben. 
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Die  Aufgabe  der  Differential'  und  Integralrechnung  besteht  darin, 
die  Beziehungen  von  Grössen,  die  stetig  veränderlich  sind,  eu  er- 
forschen, Differential-  und  Integralrechnung  unterscheiden  sich 
durch  die  besondere  Art  der  zu  lösenden  Probleme  wie  durch 
den  Gharacter  der  hierbei  zu  überwindenden  Schwierigkeiten 
und  ergänzen  einander;  sie  werden  unter  dem  gemeinsamen 
Namen  der  Infinitesimalrechnung  zusammengefasst.  Die  Infinitesi- 
malrechnung ruht  auf  dem  allgemeinen  Boden  der  Grössenlehre 
und  bedarf  keiner  aus  anderen  Gebieten  entlehnten  Principien. 
Doch  haben  Newton  und  Leibnüe,  die  Entdecker  der  Infinitesi- 
malrechnung, indem  sie  dieselbe  auf  andere  Gebiete  anwandten, 
neue  Quellen  der  Einsicht  erschlossen,  und  der  Bereich  der  An- 
wendungen der  Infinitesimalrechnung  ist  im  Fortschritte  der 
Zeit  beständig  gewachsen. 

Da  die  Infinitesimalrechnung  mit  den  stetig  veränderlichen 
Grössen  operirt,  und  da  bei  der  stetigen  Veränderung  von  Grös- 
sen die  unbeschränkte  Theilbarkeit  der  Einheit  vorausgesetzt 
wird,  80  eignen  sich  solche  Gegenstände  zur  Anwendung  der 
Infinitesimalrechnung,  welche  nach  Einheiten,  die  eine  unbe- 
schränkte Theilung  zulassen,  bestimmt  werden  können.  Derlei 
Gegenstände  liefert  uns  unsere  Anschauung  vom  Räume  und  von 
der  Zeit.  Es  verursacht  Niemandem  eine  Schwierigkeit  zu 
denken,  dass  eine  gewisse  begrenzte  gerade  Linie  in  eine 
beliebige  Anzahl  einander  gleicher  Theile,  und  dass  ein  ge- 
wisser Zeitraum  in  eine  beliebige  Anzahl  einander  gleicher 
Theile  getheilt  sei.  Indem  wir  eine  gewisse  Linie  als  Einheit 
der  Länge,  einen  gewissen  Zeitraum  als  Einheit  der  Zeit  auf- 
fassen, erhalten  wir  ein  Mittel,  um  jede  gegebene  gerade  Linie 
durch  die  erstere  Einheit  und  jeden  gegebenen  Zeitraum  durch 
die  letztere  Einheit  zu  messen.  Auch  können  wir  uns  die  Thei- 
lung eines  begrenzten  Stückes  einer  ebenen  Fläche  in  beliebig 
viele  gleiche  Theile  und  die  Theilung  eines  begrenzten  Raumes 
in  beliebig  viele  gleiche  Theile  vorstellen,  und  daraus  die  Mes- 
sung aller  Flächen  durch  eine  Flächeneinheit  und  aller  Räume 
durch  eine  Raumeinbeit  ableiten.  Aus  dem  Umstände,  dass  wir 
darauf  angewiesen  sind,  die  Einheit  der  Zeit,  der  Länge,  der 
Fläche  und  des  Raumes  als  Einheiten  aufzufassen,  die  unbe- 
schränkt theilbar  sind,  entspringt  die  Möglichkeit,  auf  die  Gegen- 
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stände,  welche  nach  den  erwähnten  Einheiten  gemessen  werden, 
die  Infinitesimalrechnung  anzuwenden. 

So  eröffnen  sich  der  Anwendung  zwei  grosse  Gebiete.  Nach 
dem  Princip,  auf  welches  Descartes  die  analytische  Geometrie 
gegründet  hat,  und  das  I,  §  42  und  I,  §  85  mitgetheilt  ist,  wird 
der  Ort  jedes  beliebigen  Punktes  in  einer  Ebene  und  der  Ort 
jedes  beliebigen  Punktes  im  Räume  durch  die  Messung  der 
Länge  von  geraden  Linien  bestimmt,  deren  Anzahl  für  die  Ebene 
gleich  zwei,  für  den  Raum  gleich  drei  ist,  und  die  in  beiden 
Fällen  die  Coordinaten  der  betreffenden  Punkte  heissen.  Ver- 
möge der  vollständigen  Definition  eines  jeden  im  Räume  be- 
findlichen Gebildes  ergiebt  sich,  wie  hier  vorgreifend  bemerkt 
wird,  eine  gesetzmässige  Beziehung  zwischen  den  Coordinaten 
der  Punkte,  welche  dem  Gebilde  angehören.  Die  Anwendung 
der  Infinitesimalrechnung  auf  die  Coordinaten  der  Punkte  der 
räumlichen  Gebilde  ist  daher  nichts  anderes  als  die  Anwendung 
der  Infinitesimalrechnung  auf  die  Lehre  von  den  räumlichen  Ge- 
bilden oder  auf  die  gesammte  Geometrie,  Hiermit  wird  das  erste 
der  beiden  angeführten  Gebiete  bezeichnet.  In  demselben  kommt 
der  Begriff  der  Zeit  als  solcher  nicht  vor.  Sobald  man  aber  den 
letzteren  zu  den  auf  den  Raum  bezüglichen  Begriffen  hinzu- 
fügt und  die  Bewegungen  untersucht,  welche  von  Gebilden,  die 
sich  im  Baume  befinden,  während  des  Verlaufes  der  Zeit  ausge- 
führt werden,  so  betritt  man  das  zweite  jener  beiden  Gebiete 
der  Anwendung,  das  Gebiet  der  Mechanik.  Mit  den  grossartigen 
Erfolgen,  welche  durch  die  Anwendungen  der  Infinitesimalrech- 
nung auf  Mechanik  für  das  Begreifen  des  Gesetzmässigen  in 
der  Natur  errungen  sind,  ist  der  Gedanke  lebendig  und  mächtig 
geworden,  dass  die  Erklärung  der  Naturerscheinungen  durchaus 
in  der  ZnrUckfÜhrung  auf  einfache  gesetzmässige  Bewegungs- 
vorgänge zu  suchen  sei.  Gegenwärtig  genügt  es,  auf  den  hohen 
Werth  jener  Anwendung  hinzudeuten. 

Nachdem  wir  versucht  haben,  an  der  Hand  des  Begriffes 
der  Stetigkeit  zu  erklären,  auf  welche  Objecte  die  Infinitesimal- 
rechnung angewendet  werden  könne,  liegt  uns  jetzt  ob,  die 
Grundbegriffe  der  Infinitesimalrechnung  auseinander  zu  setzen. 
Hierzu  ist  es  erforderlich,  den  Begriff  der  Beziehung  ewisclien 
stetig  veränderlichen   Grössen,   oder,  was   gleichbedeutend   ist, 
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den  Begriff  der  Abhängigkeit  stetig  veränderlicher  Grössen  von 
andern  stetig  veränderlichen  Grössen  sorgfältig  zu  untersuchen. 
Die  Abhängigkeit  einer  stetig  veränderlichen  Grösse  von  einer 
andern  stetigen  unabhängig  veränderlichen  Grösse  fällt  mit  deni 
Begriff  einer  stetigen  Function  einer  veränderlichen  Grösse  zu- 
sammen. Die  vorhin  wiederholte  Definition  desselben  wird  den 
Ausgangspunkt  bilden.  Es  gewährt  jedoch  eine  wesentliche 
Erleichterung  flir  das  Verständniss,  wenn  der  Begriff  der  Func- 
tion einer  veränderlichen  Grösse  durch  die  Anwendung,  welche 
er  auf  dem  Gebiete  der  Geometrie  gefunden  hat,  erläutert  wird, 
bevor  die  rein  analytischen  Grundbegriffe  der  Infinitesimal- 
rechnung an  die  erwähnte  Definition  angeknüpft  werden.  Aus 
dieser  Ursache  mögen  einige  geometrische  Betrachtungen  einge- 
schaltet werden,  welche,  mit  dem  Plane  dieses  Buches  über- 
einstimmend, nur  die  im  ersten  Bande  vorgetragenen  Elemente 
der  analytischen  Geometrie  als  bekannt  voraussetzen. 

f  2.    ZurttokfUhmiiff  der  analytisohen  Begtimmnng  einet 
geometrlf  ohen  Ortet  In  der  Ebene  anf  die  Bettimmang  einer 

Function  einer  ver&nderlichen  Orötte. 

Die  in  einer  Ebene  enthaltenen  Gebilde,  welche  I,  §  42 
zur  Sprache  kamen,  sind  der  Punkt,  die  gerade  Linie  und 
die  Kreislinie.  Wir  haben  uns  jetzt  mit  dem  allgemeinen  Be- 
griff einer  iu  der  Ebene  befindlichen  Linie  zu  beschäftigen. 
Gesetzt  es  sei  für  einen  Punkt  der  Ebene  eine  Forderung  ge- 
geben, welche  durch  die  sämmtlichcn  Punkte  einer  gewissen 
Linie  befriedigt  wird,  so  heisst  dieselbe  der  geometrische  Ort 
der  die  Forderung  erfüllenden  Punkte.  Demnach  ist  der  geo- 
metrische Ort  derjenigen  Punkte  der  Ebene,  welche  die  Forde- 
rung befriedigen,  von  einem  festen  Punkte  der  Ebene  um  eine 
gegebene  Strecke  abzustehen,  eine  gewisse  Kreislinie.  Um  eine 
Linie  als  geometrischen  Ort  zu  definiren,  muss  eine  Eigenschaft, 
welche  allen  Punkten  der  Linie  und  nur  den  Punkten  dersel- 
ben zukommt,  benutzt  werden;  kennt  man  verschiedene  Eigen- 
schaften von  dieser  Beschaffenheit,  dann  lässt  sich  aus  jeder 
derselben  eine  Definition  der  betreffenden  Linie  deduciren.  Es 
wird  nunmehr   angenommen,  dass  die   Punkte  der  Ebene  auf 
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ein  System  von  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  bezogen 
seien;  während  jede  als  geometrischer  Ort  definirte  Linie  unbe- 
grenzt viele  Punkte  enthält,  gehört  zu  jedem  ihrer  Punkte  ein 
ganz  bestimmtes  Paar  von  Coordinaten  x  und  y,  und  es  kommt 
darauf  an,  die  Eigenschaft  anzugeben,  durch  welche  die  Coor- 
dinaten dieser  sämmtlichen  Punkte  ausgezeichnet  sind.  Wir 
beginnen  mit  der  Besprechung  von  einigen  einfachen  Beispielen. 
Die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  eines  l>eliebigen 
Punktes  91  der  Ebene  bezeichnen  die  Lage  desselben  in  Bezug 
auf  die  zu  einander  senkrechten  Coordinatenaxen;  wie  in  I,  §  42 
wird  die  ^Axe  als  horizontal 
und  deren  linke  Seite  als  positiv, 
die  y  Axe  als  vertikal  und  deren 
obere  Seite  als  positiv  betrachtet, 
und  es  seien  $,  O  respective 
die  Fusspunkte  der  von  91  auf 
die  erste  und  zweite  Coordina- 
tenaxe  herabgelassenen  Lothe. 
Ein  beliebiger  aber  fester  Punkt 
91  habe  die  Coordinaten  l  und  m, 
die  Fusspunkte  der  von  91  auf 
die  Axen  gefällten  Lothe  mögen 
beziehungsweise  S  und  3K  hcis- 
sen.  Das  Loth  91  Wl  ist  dann  zu 


f 


(Figur  1) 

der  x  Axe,  das  Loth  91 Ü  zu  der  y  Axe  parallel,  jedes  der  beiden 
Lothe  werde  von  9i  aus  nach  beiden  Seiten  unbegrenzt  verlän- 
gert, dann  ergiebt  sich  leicht  aus  der  Kenntniss  der  Coordi- 
naten der  Punkte  9i  und  9i  die  Bestimmung  für  die  relative 
Lage  des  Punktes  9i  in  Bezug  auf  die  bezeichneten,  durch  den 
Punkt  91  laufenden,  gegen  einander  senkrechten  geraden  Linien. 
Es  möge  die  Parallele  zu  der  x  Axe  durch  das  Loth  9i  ^  in 
dem  Punkte  ©,  die  Parallele  zu  der  y  Axe  durch  das  Loth  9iQ 
in  dem  Punkte  X  geschnitten  werden.  Die  obenstehende  Figur  1 
ist  für  den  Fall  gezeichnet,  dass  a:,  y,  Z,  m  positive  Grössen  sind; 
daher  werden  die  Strecken  O  ^,  DD,  D S,  D ÜR  durch  die 
Grössen  x,  y,  Z,  m  gemessen.  Die  Coordinatendiflferenz  a:—Z  bildet 
stets,  abgesehen  von  dem  Vorzeichen,  das  Mass  der  Strecke  2  $ 
oder  91©,  die  Coordinatendifferenz  y—m  in  gleicher  Weise  das 
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Mass  der  Strecke  3SIO  oder  91 X.  Bei  den  getroffenen  Annahmen 
liegt  der  Punkt  $  links  oder  rechts  von  dem  Punkte  S  oder  in 
dem  Punkte  £,  je  nachdem  die  Grösse  x  —  l  positiv  oder  ne- 
gativ oder  gleich  Null  ist;  ebenso  liegt  der  Punkt  O  ober- 
halb oder  unterhalb  von  dem  Punkte  9R  oder  im  Punkte  3R, 
je  nachdem  die  Grösse  y  —  m  positiv  oder  negativ  oder  gleich 
Null  ist.  Da  femer  der  Punkt  @  zu  dem  Punkte  9i  dieselbe 
relative  Lage,  wie  der  Punkt  $  zu  dem  Punkte  S  hat,  und  der 
Punkt  %  zu  dem  Punkte  91  dieselbe  relative  Lage  wie  der  Punkt 
O  zu  dem  Punkte  9R,-  und  da  auf  diese  Weise  zu  der  positiven 
Seite  der  x  Axe  eine  bestimmte  Seite  ihrer  Parallele  gehört,  die 
positiv  genannt  werden  soll,  und  ebenso  zu  der  positiven  Seite 
der  y  Axe  eine  bestimmte  Seite  ihrer  Parallele  gehört,  die  gleich- 
falls positiv  genannt  werden  möge,  so  drttcken  die  Coordinaten- 
differenzen  x — l  und  y—m  bei  der  getroffenen  Verfügung  in 
genau  derselben  Weise  die  Lage  des  Punktes  81  in  Bezug  auf 
die  durch  9i  gezogenen  Parallelen  der  Ooordinatenaxen  aus, 
wie  die  Coordinaten  x  und  y  die  Lage  des  Punktes  9i  in  Be- 
zug auf  die  Ooordinatenaxen  selbst  determiniren.  Es  werden 
daher  x—l  und  y — m  die  relativen  Coordinaten  des  Punktes 
{x,  y)  in  Bezug  auf  den  Funkt  (2,  m)  genannt 

Zieht  man  von  dem  Punkte  9i  nach  dem  Punkte  8t  eine 
gerade  Linie,  so  dienen  zur  Bestimmung  ihrer  Länge  s  und  des 
Winkels  qn,  den  die  Linie  91 9i  mit  der  positiven  Seite  der  durch 
den  Punkt  gehenden  Parallele  zur  x  Axe  bildet,  und  der  bei  einer 
von  links  nach  rechts  gerichteten  Drehung  für  positiv  gilt,  solche 
auf  das  rechtwinklige  Dreieck® 91 81  bezügliche  Ueberlegungen, 
wie  sie  I,  pag.  140  u.  ff.  angestellt  sind,  und  bringen  die  Gleichun- 
gen hervor 

(1)  5»  =  (a:-Z)»  +  (y-m)», 

/o\  x  —  l      ,  y  —  m 

(2)  cosqn^ ,  ^mq>  =  - • 

s  s 

Es  sei  das  erste  Beispiel  einer  als  geometrischer  Ort  zu 
definirenden  Linie  eine  beliebige  gerade  Linie  ^  die  durch  den 
Punkt  91  läuft  Jeder  Punkt  der  Linie  und  nur  ein  solcher 
hat  die  Eigenschaft,  dass  seine  Verbindungslinie  mit  dem  Punkte 
91,  die  nothwendig  in  die  gegebene  Linie  hineinfällt,  gegen  eine 
durch  den  Punkt  9i  gesogene  feste  Gerade,   welche  die  positive 
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Seite  der  ParaUde  jsu  der  xAxe  sein  tnag^  immer  denselben 
Wirikel  a  bildet.  Die  gegebene 
gerade  Linie  ist  deshalb  der  geo- 
metrische Ort  der  Punkte,  welche 
jene  Eigenschaft  besitaen»  Der 
Pankt  fR  mit  den  GoordinateD  x 
nnd  y  bedeute  irgend  einen 
Punkt  der  eben  definirten  Linie, 
nnd  diese  sei  in  der  Figur  2 
dargestellt.  Alsdann  ist  es  ver- 
möge der  Definition  nothwendig 
nnd  hinreichend,  dass  bei  dem 
für  den  Punkt  91  construirten 
Dreiecke  ©9191  der  vorhin  mit 
dem  Buchstaben  q>  notirte  Win- 
kel immer  gleich  dem  gegebenen  Winkel  a  sei,  oder  dass  wegen 
der  Gleichungen  (2)  für  die  CoordinatendiflFerenzen  y—m  und 
x  —  l  die  Proportion  bestehe 

(3)  y-^m:  x  —  l  =  sin  a:  cos  a, 

Sie  hat  denselben  Inhalt  wie  die  Gleichung 

(4)  cosa(y — m)  —  s'ma(x — l)  =  0. 

Zwischen  den  Coordinaten  x  und  y  eitles  jeden  Punktes  der 
definirten  geraden  Linie  gilt  daher  die  Gleichung  .(4),  deren  linke 
Seite  in  Bezug  auf  jede  der  beiden  Coordinaten  vom  ersten  Grade 
ist,  und  welche  die  Gleichung  jener  geraden  Linie  genannt  wird. 
Vermittelst  dieser  Gleichung  wird  die  eine  Coordinate  ah  Function 
der  anderen  Coof-dinate  bestimmt.  Wofern  der  Cosinus  des  Win- 
kels a  nicht  gleich  Null  ist,  ergiebt  sich  fUr  die  Coordinate  y 
der  folgende  Ausdruck,  der  eine  rationale  ganze  Function  des 
ersten  Grades  der  Coordinate  x  ist, 


(5) 


,      BID  O    ,  ,, 

cos  a 


Wenn  cosa  =  0,  mithin  sina  =  l  oder  —1  ist,  so  ver- 
schwindet die  Coordinate  y  aus  der  Gleichung  (4)  und  die 
Coordinate  x  nimmt  den  unveränderlichen  Werth  l  an;  dieser 
Fall  tritt  ein,  sobald  die  betreffende  gerade  Linie  mit  der 
X  Axe  einen  rechten  Winkel  macht,  mithin  zu  der  y  Axe  pa- 
rallel ist.  Man  kann  der  Coordinate  x  in  der  rationalen  ganzen 
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Function  w  H {x — l)   alle   möglichen  reellen  Werthe  von 

cos «  ° 

einem  noch  so  grossen  negativen  bis  zu  einem  noch  so  grossen 
positiven  Werth  beilegen,  wobei  die  Function,  welche  den  ent- 
sprechenden Werth  der  Coordinate  y  angiebt,  stets  vollkommen 
bestimmt  ist.  Die  Grösse  der  Coordinate  x  bezeichnet  die  Lage, 
welche  der  Fusspunkt  ?ß  auf  der  x  Axe  einnimmt.  Sobald  in 
dem  Punkte  ^^J  ein  Loth  errichtet  und  auf  demselben  von  $ 
aus  nach  oben  oder  unten  die  Länge  abgeschnitten  wird,  welche 
durch  den  in  (5)  angegebenen  positiven  oder  negativen  Werth 
der  Coordinate  y  vorgeschrieben  ist,  so  erhält  man  als  End- 
punkt den  Punkt  SR  der  definirten  geraden  Linie.  Wegen  der 
bei  (5)  obwaltenden  Voraussetzung,  dass  cos  «  nicht  gleich  Null 
oder  dass  die  in  Rede  stehende  Linie  der  y  Axe  nicht  parallel 
sei,  muss  offenbar  jedes  in  einem  Punkte  ?ß  der  x  Axe  errich- 
tete Loth  die  gerade  Linie  in  einem  und  nur  einem  Punkte 
treflFen,  welcher  eben  der  zugehörige  Punkt  8i  ist.  So  ent- 
sprechen einander  die  geometrische  Anschauung  und  deren  ana- 
lytische Darstellung. 

Ein  zweites  Beispiel  möge  die  oben  erwähnte  Definition 
einer  Kreislinie  liefern  (Figur  3).  Die  Kreislinie,  deren  Gen- 
trutn  in  dem  Punkte  31  liegt  und  deren  Radius  gleich  der  Grösse 
Q  ist,  ist  der  geometrische  Ort  der  Punkte  9i,  für  welche  der  Ab- 
stand SSI  8?  defi  unveränderlichen  Werth  q  hat.  Diese  Definition 
erzeugt  verm()ge  des  für  das  Quadrat  des  Abstandes  91 8?  oder 
s  aufgestellten  Ausdruckes  (1)  die  zwischen  den  Coordinaten  x 
und  y  des  Punktes  SR  geltende  Gleichung 
(6)  {x-iy  +  {y-my=Q\ 

die  Gleichung  des  definirten  Kreises.  Um  aus  derselben  die  Ab- 
hängigkeit der  einen  Coordinate  von  der  anderen  abzuleiten, 
bedarf  es  der  Auflösung  einer  reinen  quadratischen  Gleichung. 
Für  die  Coordinate  y  erscheint   dadurch  der  doppelte  Ausdruck 

^yx  iyi=^—fQ^~^{^—iy 

\y^=m+]^Q*—{x  —  l)\ 
wo  das  Wurzelzeichen   den  zu   bestimmenden   positiven  Werth 
andeuten  soll.    Man  bemerkt  sogleich,  dass  hier  die  Grösse  x 
nur  solche  Werthe  erhalten  darf,  bei  denen  die  unter  dem  Wur- 
zelzeichen befindliche  Grösse  nicht  negativ  wird.    Damit  dies 
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der  Fall  sei,  muss  die  positive  Grösse  (a;  — Z)'  nicht  grösser  als 
ß*,  mithin  x  —  l  zwischen  den  Grenzen  — ^  und  4-^  enthalten 
sein;  es  bestehen  deshalb  für  die  Grösse  x  die  Ungleich- 
heiten 

(8)  l  —  Q^O0<l  +  Q. 

Zu  jedem  innerhalb  dieser  Grenzen  liegenden  Werthe  von 
z  gehört  ein  bestimmter  Werth  y^  und  ein  bestimmter  Werth  y„ 

deren  Differenz  y^ — y,=2/^*— (j?  — Z)*  nur  dann  verschwindet, 
wenn  ^entweder  gleich  dem  klein- 
sten Werthe  l — Q  oder  gleich  dem 
grössten  Werthe  1+q  genommen 
wird.  Die  hervorgehobenen  ana- 
lytischen Thatsachen  sind  der 
Ausdruck  von  bekannten  Eigen- 
schaften der  Kreislinie.  Wenn 
man  auf  der  x  Axe  in  einem  be- 
liebigen Punkte  ein  Loth  con- 
struirt,  so  wird  dasselbe  die 
Kreislinie  entweder  gar  nicht, 
oder  in  zwei  verschiedenen 
Punkten,  oder  in  einem  einzi- 
gen Punkte  treffen,  und  berührt 


'. ml.^^ 


fiwy^ 


a 


(Figur  3) 

sie  in  dem  letzten  Falle.  Die  Berührung  findet  für  die  beiden 
Fusspunkte  ?ß     und  $^   und  zwar  in  denjenigen  Punkten  Wt 

(3) 

und  9t  statt,  in  welchen  die  Kreislinie  von  einer  durch  das 
Ceutrum  3fl  zu  der  a;  Axe  gezogenen  Parallele  geschnitten  wird. 
In   denselben   nimmt   die   Coordinate  x  respective   die   beiden 

Werthe  x    =1 — q  und  x^  =1+q  an,   während  sowohl  für  den 

Punkt  dt  ^  wie  auch  für  den  Punkt  SR^^^  die  Coordinate  y  nur 
den  einen  Werth  m  erhält.  Ein  Werth  von  Xj  der  den  Bedin- 
gungen (8)  genügt,  bezeichnet  einen  Fusspunkt  ?ß,  der  zwischen 

den  beiden  Fusspunkten  ^  und  $^^^  liegt.  Die  in  einem  solchen 
Punkte  ?ß  zu  der  x  Axe  errichtete  Senkrechte  schneidet  den 
Kreis  in  zwei  von  einander  verschiedenen  Punkten  SRj  und  W,, 
welchen  die  vorhin  mit  y,  und  y^  bezeichneten  Werthe  der 
Coordinate  y  zugehören.  Ein  Werth  der  Coordinate  x,  welcher 
die  Bedingungen  (8)  nicht  erfüllt,  giebt  jedoch  einen  Fasspunkt 
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?ß  an,  der  sich  ausserhalb  der  Strecke  ?ß^^^  $  '^  befindet,  so  dass 
eine  durch  denselben  zu  der  x  Axe  errichtete  Senkrechte  den 
Kreis  niemals  erreichen  kann. 

Um  zu  der  geraden  Linie  und  der  Kreislinie  eine  andere 
Gattung  von  ehenen  krummen  Linien  oder  ebenen  Curven  hinzu- 
zufügen, untersuchen  wir  den  geometrischen  Ort  derjenigen  Punkte 
JR,  hei  denen  ihr  Abstand  von  einem  festen  Punkte  SR  jm  ihrem 
Abstände  von  einer  festen  geraden  lAnie^  der  mit  y=fi  bezeichneten 
Parallele  zur  xAxe,  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  X\\  steht. 
Der  Ausdruck  des  Abstandes  SR  8?  oder  5  in  (1)  wurde  schon  mehr- 
fach benutzt,  der  Abstand  des  Punktes  SR  von  der  bezeichneten 
Parallele  zur  x  Axe  ist  gleich  dem  absoluten  Werthe  der 
CoordinatendiflFerenz  y — fi.  Nach  der  aufgestellten  Forderung 
müssen  die  Quadrate  der  bezeichneten  Abstände  das  Verhältniss 
X^ :  1  haben.  Indem  wir  die  Ausdrücke  der  beiden  Quadrate  in 
die  Proportion  einsetzen,  entsteht  die  Gleichung  der  definirten 
ebenen  Ourve 

(9)  (^_;)«+(y_ni)«=A'(y~/ir. 

Die  Curve  führt  den  allgemeinen  Namen  eines  Kegelschnittes. 
Ihre  besondere  Beschaffenheit  richtet  sich  nach  der  Grösse  der 
Constante  l ;  je  nachdem  l  kleiner  als  die  Einheit,  gleich  der- 
selben oder  grösser  als  die  Einheit  ist,  wird  die  Linie  eine 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel.  Wir  beschränken  uns  hier  auf 
die  Discussion  des  Falles  der  Parabel.  Bei  der  betreffenden 
Voraussetzung  1  =  1  hebt  sich  das  auf  beiden  Seiten  der  Glei- 
chung (9)  auftretende  Quadrat  der  Coordinate  y  fort,  so  dass 

(9)  in  die  Gleichung 

(10)  (a?— 0«  +  m«~iU«  — 2(m-/0y=0 

übergeht.  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  der  Punkt  SR  nicht  in  die 
feste  Gerade  y=^i  hineinfalle,  mithin  die  Differenz  m  —  ^i  nicht 
gleich  Null  sei,  und  wir  erhalten,  indem  die  Gleichung  (10)  durch 
die  Grösse  2(iit  — /O  dividirt  wird,  da  m*—jii*=(m—ft){m  +  fi) 
ist,  die  Coordinate  y  als  rationale  ganze  Function  des  zweiten 
Grades  von  der  Coordinate  x, 

(11)  y_  __  +  „__. 
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Die  Zeichnung  (4)  ist  flir  einen 
positiven  Werth  der  Differenz 
m — fi  ansgeftthrt;  der  Punkt  91, 
dessen  Goordinaten  l  und  m  sind, 
liegt  darum  oberhalb  der  festen 
geraden  Linie  y=fi,  die  durch 
den  Punkt  Wt'  der  Figur  zu  der 
X  Axe  parallel  gezogen  ist  und 
von  der  Linie  91  fi  in  dem  Punkte 
Sf  geschnitten  wird.  Weil  die 
auf  der  rechten  Seite  von  (11) 
befindliche  Function  die  Summe 

von  der  constanten  Grösse  —  ^  ^ 


und  dem   mit  dem   constanten  Factor 


2(m— iu) 

Quadrat  (x  —  l)*  ist,  femer  (x—T)*  für  den  Werth  x=l  ver- 
schwindet, dagegen  ftlr  jeden  anderen  Werth  von  x  positiv 
bleibt,  so  bewirkt  die  Voraussetzung  des  positiven  Werthes  der 
Differenz  m— ^,  dass  die  Goordinate  yfWTx=l  ihren  kleinsten 

Werth  erhält,  nämlich  *^-^— •    Der  tiefste  Punkt  der  Parabel 

ist  demnach  der  den  Goordinaten  x^l^  y  =  — -^—  entsprechende 

Scheitelpunkt  9io ,  in  welchem  sie  von  der  Linie  9t  S  getroffen 
wird  und  der  in  der  Mitte  zwischen   den  Punkten  91  und  91' 

liegt.    Für  je  zwei  Werthe  x^^^=l  4-  f  und  x^  =1—^  nimmt  die 

Ordinate  y  denselben  Werth       «-^  +  «7  r 

^  2  2(m— ^) 


an,  der  um  so 


grösser  ausfällt,  je  grösser  der  Betrag  von  |  gewählt  ist.    Zu 
je  zwei  correspondirenden  Werthen  x^^   und  x      gehören  zwei 


(1) 


it(«) 


auf  der  x  Axe  befindliche  Fusspunkte  $  und  $  ,  die  von 
dem  Punkte  2  rechts  und  links  die  gleiche  Entfernung  haben. 
Aus  dem  angegebenen  Grunde  entsprechen  denselben  je  zwei 

Punkte  der  Parabel  Ä^^  und  9i^*\  die  von  der  x  Axe  gleich  weit 
entfernt  sind   und  sich  über  dieselbe  um  so  mehr  erheben,  je 

weiter  der  Punkt  ^^^^  und  der  Punkt  ?ß^^^  von  dem  Punkte  S 
abstehen.  Hieraus  folgt  die  in  der  Zeichnung  angedeutete  Ge- 
stalt der  Parabel. 
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In  jedem  der  erörterten  Beispiele  hat  sich  flir  die  Coor- 
dinate  y  ein  Ausdruck  durch  die  Coordinate  x  ergeben,  bei  dem 
die  Eigenschaft  der  Stetigkeit  nachweisbar  ist.  Zugleich  geht 
die  Forderung,  welche  ein  Punkt  der  Ebene,  um  einem  gewissen 
geometrischen  Orte  anzugehören,  erfäUen  muss,  vermöge  des 
Umstandes,  dass  der  betreifende  Punkt  durch  seine  beiden 
Coordinaten  bestimmt  wird,  in  eine  Gleichung  über,  durch  deren 
Auflösung  die  eine  Coordinate  als  eine  stetige  Function  der 
anderen  erscheint.  Wenn  man  die  Abhängigkeit,  in  welche  auf 
diese  Weise  die  eine  Coordinate  y  von  der  anderen  x  geräth, 
mittelst  der  Charakteristik  f{x)  andeutet,  so  wird  das  Gesetz,  dem 
die  Punkte  der  betreffenden  Linie  folgen,  durch  die  Gleichung 

(12)  y=f{x) 

dargestellt.  Die  analytische  Bestimmung  eines  geometrischen 
Ortes  in  der  Ebene  für  den  Punkt  (x,  y)  läuft  also  auf  die  Auf- 
suchung derjenigen  Function  der  Coordinate  x  hinaus,  welcher 
die  Coordinate  y  gleich  zu  setzen  ist.  Sobald  die  betreifende 
Function  gefunden  ist,  bietet  die  zugehörige  Gleichung  (12)  ein 
Werkzeug,  um  die  Beschaffenheit  der  in  Rede  stehenden  Linie 
durch  die  Methoden  der  Analysis  zu  studiren. 

§  3.    Oeometrlflohe  Beutiuiff  einer  fltetiffen  Fonotion  einer 
▼er&nderliohen  Oröne.    Begtimmnng  der  Lage  einer 

S^hne  einer  ebenen  Cnrve. 

Die  Art  und  Weise,  wie  aus  der  geometrischen  Definition 
einer  ebenen  Curve  das  Gesetz  abzuleiten  sei,  nach  welchem 
die  eine  Coordinate  y  eines  Punktes  der  Curve  von  der  anderen 
Coordinate  x  abhängt,  braucht  hier  nicht  weiter  verfolgt  zu 
werden.  Wir  nehmen  an,  dass  diese  Abhängigkeit  in  dem 
einzelnen  Falle  bekannt  sei  und  durch  eine  Function  f(x)  aus- 
gedrückt werde,  welche  die  in  §  1  wiederholte  Definition  der 
Stetigkeit  erfüllt.  Indem  die  Betrachtung  diese  Ausdehnung  be- 
kommt, ergiebt  sich  zugleich,  dass  jede  beliebige  stetige  Func- 
tion einer  veränderlichen  Grösse  x  geometrisch  in  der  Weise 
gedeutet  werden  kann,  dass  man  die  Gleichung  y^=f{x)  bildet 
und  X,  y  als  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Ebene  auffasst. 


8S. 


Geometrische  Deutung  einer  stetigen  Function. 


16 


In  jener  Definition  wird  die  Function  f{x)  für  alle  Werthe  von  x 
betrachtet,  welche  der  Bedingung  a'^x<.h  genügen.  Hiernach 
darf  der  Fusspankt  $  des  von  dem  Punkte  {x,  y)  oder  91  auf 
die  X  Axe  gefällten  Lothes  die  Stelle  jedes  Punktes  einnehmen, 
der  zwischen  den  Punkten  x^=a  und  x^=.h  liegt.  Es  mögen 
nun  der  veränderlichen  Grösse  x  zwei  bestimmte  Werthe  bei- 
gelegt werden,  von  denen  der  eine  wieder  a:,  der  andere 

(1)  a:i  =  rr4-A 
heisse,  und  zu  denen  respective 

J± 1  ^  die  Fusspunkte  ^  und  $,  ge- 
hören. Die  Länge  und  Lage 
derLothe^ßJR  =  0D  und?ß,{R,= 
OD,  wird  dann  durch  die  zu- 
geordneten Grössen 

(2)  y=f{xly,=f(x  +  h) 
bezeichnet.  Der  Schnittpunkt  der 
unbegrenzten  Linien  JRD  und 
3^1  ^i  werde  ©^,  derjenige  der 
unbegrenzten  Linien  9{$  und 
SRj  D,  werde  I,  genannt.  Dann 
entsprechen  in  der  zugehörigen 
Figur  5  die  Punkte  SR,  ©,,  I,,  91, 
genau  den  Punkten  %  ©,  Z,  JR 
der  Figur  1    im  vorigen  §,    so 

'  *^"*^    ^  dass  die  Coordinatena:,  y,  rCj,^, 

beziehungsweise  an  die  Stelle  der  Coordinaten  l,  w,  x,  y  treten. 
Mithin  giebt  das  Increment  der  Grösse  x  oder  die  Differenz  der 
Werthe  der  unabhängigen  Variable  x^  —  rr  =  Ä  den  Abstand  und 
die  relative  Lage  der  Punkte  $  und$,,  das  Increment  der  Grösse 
y  oder  die  Differenz  der  zugeordneten  Werthe  der  Function 
y^^y:=zf{x-\-h)  —  f(x)  dctt  Abstand  und  die  relative  Lage  der 
Punkte  @j  und  9i,  an.  Die  erwähnte  Definition  der  Stetigkeit  der 
Function  fix)  schreibt  vor,  dass  für  je  zwei  Werthe  x  und  x-^h  die 
Differenz  der  zugehörigen  Werthe  der  Function  f(x  +  h)  —f{x), 
sobald  der  Werth  der  Grösse  h  gegen  die  Null  abnimmt,  selbst 
gegen  die  Null  abnehmen  soll.  Es  muss  sich  also  für  eine  be- 
ständige Verkleinerung  des  Abstandes  $  ?ß,  der  Abstand  ©,  SR, 
ebenfalls   der   Null    nähern.     Die   beiden   Punkte   SR  und   91 1 
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bilden  daher  die  gegenüberliegenden  Ecken  eines  Rechteckes 
9t  @i  9ti  Xi,  dessen  zusammenstossende  Seiten  9i@j  und  ©^  9t^ 
die  Eigenschaft  haben,  dass  mit  der  Abnahme  der  Seite  91  ©^ 
gegen  die  Null  auch  die  andere  Seite  @i  9t ^  gegen  die  Null 
abnimmt.  Die  Stetigkeit  der  Function  f{x)  hat  also  die  Folge, 
dass  je  zwei  Punkte  9t  und  fR^,  deren  Coordinatenpaare  x,  y 
und  x^j  y^  die  Gleichung  y  =  f{x)  erfllllen,  bei  einer  beständigen 
Annäherung  der  Fusspunkte  $  und  $j,  selbst  einander  so  nahe 
kommen  als  man  nur  will.  Da  aber  eine  Linie  eine  durch  ein 
Gesetz  bestimmte  Folge  von  unbegrenzt  vielen  Punkten  ist, 
unter  denen  für  jeden  einzelnen  Punkt  ein  Nachbarpunkt  ange- 
geben werden  kann,  der  von  dem  erstem  um  beliebig  wenig 
absteht,  so  wird  durch  die  mit  der  stetigen  Function  f{x)  ge- 
bildete Gleichung  y  =  f{x)  in  der  That  eine  Linie  dargestellt. 
Man  bezeichnet  die  characteristische  Eigenschaft  einer  Linie 
durch  den  Ausdruck,  dass  sie  eine  stetige  Folge  von  Punkten 
sei.  Somit  ist  der  Zusammenhang  nachgewiesen,  der  zwischen 
der  Stetigkeit  einer  solchen  Folge  von  Punkten  und  der  Stetig- 
keit einer  Function  einer  Variable  besteht. 

Wenn  man  zwei  Punkte  9t  und  9t,  der  durch  die  Gleichung 
y=sif(x)  dargestellten  Curve  vermittelst  einer  geraden  Linie 
verbindet,  so  heisst  die  letztere,  insofern  9t  und  9t,  ihre 
Endpunkte  bezeichnen,  eine  Sehne  der  Curve,  dagegen  insofern 
die  Curve  von  der  unbegrenzt  verlängerten  Linie  geschnit- 
ten wird,  eine  Secante  der  Curve.  Die  Lage  der  Linie  9t  91, 
hängt  allein  von  dem  Winkel  tp  ab,  den  sie  mit  der  positiven 
Seite  der  durch  den  Punkt  9t  gezogenen  Parallele  zur  x  Axe 
bildet  Man  kann  daher  die  Frage  nach  der  Lage  jener  Sehne 
leicht  beantworten,  indem  man  aus  der  Gleichung  der  Curve 
die  Bestimmung  der  trigonometrischen  Tangente  des  Winkels  q> 
ableitet  Mit  Hülfe  der  Formeln  (2)  des  vorigen  §  ergiebt  sich 
aus  der  Betrachtung  des  Dreiecks  9t@,  9t,  der  Ausdruck 

Die  trigonometrische  Tangente  desWinkets^  welchen  die  durch 
die  Punkte  (x,y)  und{x^,y^)  gelegte  Sehne  mit  der  positiven  Seite 
einer  Parallele  zur  x  Axe  machtj  ist  gleich  dem  Quotienten^  der 
durch    Division    der    Differenz   der   WertJie    der  Variable  x  in 
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die  Differenz  der    zugeordneten  Werihe   der  Function  y^=.f{x) 
enisteht. 

Der  Ausdruck  (3)  möge  für  die  Gleichung  (11)  des  vorigen 
§  aufgestellt  werden,  welche  sich  auf  die  Parabel  bezieht. 
Hier  ist 

/•/'  ^  —  _??j!7Ü  j.    (^~"^^* 


(4) 


/•(^  +  Ä)=-?^'^-+<^"*-'-'^' 


2(fn-iit)     ' 
folglich 

(5)        /^(;,+Ä)-A:r)=^2(;j^3^-f^-j^P 

Man  hat  aber 

(6)  (x  +  h—iy  —  (x—iy  =  2h{x—l)+h% 

weshalb  bei  der  Bildung   des  Quotienten   ^^ ^ ""  /  W   ^jj^ 

Division   mit  der   Grösse  h  algebraisch  bewerkstelligt  werden 

kann.    Sie  ftlhrt  zu  der  Gleichung 

/^x  f{a:  +  h)  —  f{x)  __  a-'l     ^  h ^ 


h  m — /M        2(1» — fi) 

Die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  (jp, 
den  die  Sehne  der  Parabel  9191,  mit  der  Parallele  zur  x  Axe 
macht,  wird  daher  durch  den  Ausdruck 


m — fi        2{m — fj) 
bezeichnet. 

§  4.  B— ttnunnng  d«r  Xiage  der  geraden  liinie,  duroh  welohe 
eine  ebene  Onrve  in  einem  gegebenen  Punkte  bertthrt  wird. 

Um  eine  allgemeine  Definition  von  der  Bertthrung  zwischen 
einer  ebenen  Curve  und  einer  geraden  Linie  zu  erhalten,  denke 
man  sich  zwei  Punkte  JR  und  8?^  der  gegebenen  Curve  durch 
eine  Sehne  verbunden  und  diese  über  den  Punkt  JR^  hinaus  bis 
zu  dem  unbestimmten  Punkte  U  verlängert.  Es  werde,  während 
der  eine  Punkt  8?  fest  bleibt,  der  andere  Punkt  JR^  dem  Punkte 
8?  auf  der  Curve  fortwährend  genähert.  Dadurch  wird  die  Lage 
der  Secante  8?  Stj  U  in  solcher  Weise  geändert,  dass  sich  die 
Secante  alhnählig  um  den  Endpunkt  fR  herumdreht. 

Wenn  sich  nun  die  Lage  der  Secante  8t8t,U  bei  fortwäh- 

Lipaohits,  AiuJyaU  n.  2 
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rend  abnehmender  Sehne  StSl^  einer  bestimmten  Lage  91 S  ah 
Gh-enze  nähert,  so  wird  die  Curve  durch  die  gerade  Linie  81 8S 
berührt.  Die  gerade  Linie  9flS3  heisst  die  Tangente  der  Curve  in 
dem  Punkte  9t. 

Aus  der  aufgestellten  Definition  folgt  die  Bestimmung  der 
Tangeute  in  einem  Punkte  91  eines  Kreises  vermittelst  der  Be- 
merkung, dass  die  Sehne  91 9{^  mit  dem  von  9t  aus  nach  dem 
Gentrum  des  Kreises  gezogenen  Radius  einen  spitzen  Winkel 
bildet,  der  um  so  grösser  wird,  je  näher  der  Punkt  fü^  dem 
Punkte  9i  kommt,  und  der  sich  einem  rechten  Winkel  als  Grenze 
nähert.  Die  in  dem  Punkt  91  senkrecht  gegen  den  Kreisradius 
gezogene  gerade  Linie  berührt  also  den  Kreis  in  dem  Punkte  9t. 

Die  Bestimmung  der  Lage  der  berührenden  Linie  für  einen 
Punkt  einer  ebenen  Curve,  deren  Gleichung 

(1)  •  y=f(x) 

in  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  gegeben  ist,  bildet 
eine  Grundaufgabe  der  analytischen  Geometrie.  Ihre  Lösung 
lässt  sich  aus  der  Darstellung  ableiten,  welche  im  vorigen  § 
für  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  q)  gefunden 
wurde,  den  die  Sehne  9t9ti  mit  der  positiven  Seite  der  Paral- 
lele zu  der  x  Axe  bildet,  und  die  in  den  dortigen  Bezeichnungen 
so  lautet 

(2)  tgy  =  ^-*-*\-^<"). 

Im  vorigen  §  ist  gezeigt  worden,  dass,  wenn  man  die  Grösse 
h  gegen  die  Null  abnehmen  lässt,  der  Fusspunkt  ^ß»  dem  Fuss- 
punkte  $  und  in  Folge  dessen  der  Punkt  9t ,  dem  Punkte  91 
der  Curve  sich  immer  mehr  nähert.    Mithin  muss  in  dem  Quo- 

tienten  ^ — —  —  die  Grösse  h  numerisch  ohne  Ende  ab- 

n 

nehmen,  falls  der  Winkel  tp  den  Neigungswinkel  einer  Secante 
9t9tiU  darstellt,  die  durch  den  festen  Punkt  9t  und  einen 
demselben  auf  der  Curve  beständig  genäherten  Punkt  9ti  hin- 
durchgeht. Die  Voraussetzung,  auf  der  die  Definition  einer  die 
Curve  in  dem  Punkte  9t  berührenden  geraden  Linie  beruht, 
dass  die  Lage  der  Linie  9t  9t,  U  sich  einer  Lage  9t 93  als  Grenze 
nähere,  hat  den  Inhalt,  dass  der  Winkel  q)  oder,  was  gleich- 
zeitig geschieht,  die  trigonometrische  Tangeute  des  Winkels  (p 
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sich   einem   festen   Grenzwerthe   nähere.     Weil   nun   nach   (2) 
die   trigonometrische  Tangente  von  (p  gleich  dem  Quotienten 

— ^^ Ij^ — - — -  ist,  so  hat  die  Voraussetzung,  dass  die  erstere  sich 

einem  Grenzwerth  nähere,  zur  Fplge,  dass  sich   der  Quotient 

^ ^-^  bei  einem  gegen  die  Null  abnehmenden  h  einem 

festen  Grenzwerthe  nähert   In  gleicher  Weise  ist  der  umgekehrte 

Schluss  gerechtfertigt,  dass,  wofern  der  Quotient  — — — --- 

für  ein  gegen  die  Null  abnehmendes  h  gegen  einen  bestimm- 
ten Grenzwerth  convergirt,  die  trigonometrische  Tangente  von 
€p  gegen  denselben  bestimmten  Grenzwerth  convergire,  und 
dass  alsdann  die  betreffende  Curve  in  dem  Punkte  (a;,  y)  durch 
diejenige  gerade  Linie  bertlhrt  werde,  für  welche  die  trigo- 
nometrische Tangente  des  Neigungswinkels  zu  der  x  Axe  jenem 
Grenzwerthe  gleich  ist.  Die  analytische  Bestimmung  der  geraden 
Linie^  durch  welche  die  gegebene  Curve  in  einem  Fufikte  (x,  y) 
berührt  wird,  hängt  daher  von  der  Aufgabe  ab,  eu  untersuchen, 

ob  der  mit  der  Function  f{x)  gebildete  Quotient  — {^ — ^^^ 

n 

für   eine  numerisch  gegen  die  Null   abnehmende  Crrösse  h  sich 

einem  festen  Grenzwerthe  nähere,   und,   wenn  dies  der  Fall  isty 

den  Grenzwerth  lim .  — —   -— -  darzustellen.   Für  die  tri- 

h 

gonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  lo,  welchen  die  ge- 
suchte berührende  Linie  mit  der  positiven  Seite  einer  Parallele  zur 
X  Axe  bildet,  gilt  dann  die  Gleichung 

(3)  tga,  =  lim.-^^^4^^M. 

h 

Bei  dem  im  vorigen  §  behandelten  Beispiel  der  Parabel, 
auf  welche  sich  die  auf  der  nächsten  Seite  stehende  Figur  6 
bezieht,  kann  der  aufzusuchende  Grenzwerth  leicht  angegeben 
werden.   Dort  war 


/'w=^t^-+-o^r:7'C 


f4)  /  2  2(m— /O 

^    fix  +  h) --  fix)  _    x-l     .    ___h_ 


+     7.-,- 


w— /<         2(m  — ^) 
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Sobald  sich  die  Grösse  h  von  der  positiven  oder  der  negativen 

Seite  her  der  Null  nähert,  so 
convergirt,  da  die  Gonstante 
m  —  jn  nach  der  getroffenen  Vor- 
aussetzung einen  von  der  Null 
verschiedenen  Werth  haben  muss, 

der  Werth  -r-, r^  gegen  die 

2(fn — fi) 

Null,  mithin  das  zu  untersuchende 

Aggregat  gegen  den  von  h  un- 

X — l 
abhängigen  Bestandtheil 

als  Grenzwerth.  Es  entsteht  da- 
her das  Resultat 


(Figur  6) 


er 


(5) 


lim . 


fia!  +  h)  —  f{x)         x—l 

■ ■ 

h  m  —  fi 

Demgemäss  erhält  die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungs- 
winkels 0)  zwischen  der  an  die  Parabel  gezogenen  berührenden 
Linie  und  der  positiven  Seite  der  Parallele  zur  x  Axe  den 
Ausdruck 

(6)  ^^  =  ;F^- 

Es  hat  sich  gezeigt,  dass  in  der  vorliegenden  Anwendung 


der  Quotient 


für  ein  positives  und  ein  nega- 


tives abnehmendes  h  gegen  denselben  Grenzwerth  convergirt 
Was  das  Vorzeichen  der  Grösse  h  anlangt,  so  leuchtet  überhaupt 
ein,  dass,  wofern  die  Function  f{x)  für  das  Intervall  a<x^b 
gegeben  ist,  die  Grösse  h  bei  dem  extremen  Werthe  x=a  nur 
positiv,  bei  dem  extremen  Werthe  x=^b  nur  negativ,  dagegen 
bei  jedem  zwischen  a  und  b  liegenden  Werthe  sowohl  positiv 
als  negativ  genommen  werden  darf.  Unter  den  ersten  beiden 
Voraussetzungen  ist  der  zugeordnete  Punkt  {x,  y)  oder  9t  ein 
Endpunkt  der  gegebenen  Curve;  unter  der  letzten  Voraussetzung 
liegt  der  Punkt  innerhalb  der  Curve,  und  kann  mit  einem 
Punkte  Sil  der  Curve  verbunden  werden,  der  sich  auf  der 
einen  oder  auf  der  anderen  Seite  von  91  befindet;  die  beiden 
Annahmen    entsprechen    den    zwei   verschiedenen    Vorzeichen 
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der  Grösse  ä.  Ist  die  mit  einem  positiven  h  gebildete  Secante 
9fl9{,  U  in  die  Tangente  9t  %  übergegangen,  und  durchlänft 
ein  Punkt,  von  91  nach  95  fortschreitend,  diese  Tangente,  so 
nimmt  dabei  seine  Coordinate  x  zu.  Ist  die  mit  einem  ne- 
gativen Ä  gebildete  Secante  9i8ijU  in  die  Tangente  91 8J  tiber- 
gegangen, und  durchläuft  ein  Punkt,  von  91  nach  88  fortschrei- 
tend, diese  Tangente,  so  nimmt  dabei  seine  Coordinate  x  ab. 
Mithin  würde  die  Curve,   wenn   der  Fall  eintreten  sollte,  dass 

sich  der  Quotient  ^-^ ~ — ^^^   für   ein   positives   h   einem 

anderen  Grenzwerthe  näherte  als  für  ein  negatives  ä,  in  dem 
bezüglichen  Punkte  zwei  verschiedene  berührende  Linien  haben. 
Ein  solcher  Fall  kann  vorkommen,  darf  aber  als  Ausnahmefall 
angesehen  werden.  Sobald  der  zu  einem  positiven  h  und  einem 
negativen  h  gehörende  Grenzwerth  derselbe  ist,  bilden  die  beiden 
entsprechenden  berührenden  Linien  eine  einzige  von  9i  aus  nach 
zwei  Seiten  ausgedehnte  gerade  Linie,  und  dieser  Fall  stellt 
die  Regel  dar. 

Für  die  Einsicht  in  den  Verlauf  der  durch  die  Gleichung 

(1)  repräsentirten  Curve  ist  es  wesentlich  zu  unterscheiden,  an 

fix  +  h) f{x) 

welchen  Stellen  der  Grenzwerth  des  Quotienten  — '- —^, 

n 

der  gleich  tgc{>  ist,  einen  positiven  oder  negativen  oder  ver- 
schwindenden Werth  annimmt.  Bei  einem  verschwindenden 
Werthe  von  tgw  ist  die  zugehörige  die  Curve  berührende 
Linie  mit  der  rr  Axe  parallel,  bei  einem  positiven  Werthe  steigt 
ein  Punkt,  welcher  die  berührende  Linie,  indem  seine  Coor- 
dinate X  zunimmt,  durchläuft,  aufwärts,  bei  einem  negativen 
Werthe  sinkt  ein  Punkt,  welcher  die  berührende  Linie  in  der 
angegebenen  Weise  durchläuft,  abwärts.  Im  ersten  Falle  sagt 
man,  die  berührende  Linie  sei  nach  oben,  im  zweiten  Falle,  sie 
sei  nach  unten  geneigt. 

Der  in  Bezug  auf  die  Parabel  abgeleitete  Ausdruck  (6)  ist 
(ähig,  alle  Fälle  zu  vergegenwärtigen.  Wenn  man,  wie  in  §  2 
geschehen,  voraussetzt,  dass  die  Differenz  m—^  positiv  sei,  so 

wird  der  Ausdruck  tg(ci  =  -y .-    positiv,  negativ  oder  ver- 

(m — ^) 

schwindend,  je  nachdem  die  Grösse  x  —  l  die  erste,  zweite  oder 
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dritte  Eigenschaft  hat  Nach  der  obigen  Figur  6,  die  mit  der 
dortigen  Figur  4  übereinstimmt  hängt  dies  davon  ab,  ob  der 
zu  dem  Punkte  {x,  y)  gehörende  auf  der  x  Axe  befindliche  Fuss- 
punkt  $  rechts  von  dem  Punkte  fi,  links  von  dem  Punkte  Si 
liegt  oder  mit  demselben  zusammenfällt  Es  ist  daher  die 
berührende  Linie  der  Parabel  in  dem  Punkte  9io,  der  zu  dem  Fnss- 
punkte  2  gehört  und  nach  §  2  den  tiefsten  Punkt  der  Parabel 
bezeichnet,  mit  der  ^Axe  parallel,  in  jedem  Punkte  91,  der 
rechts  von  9io  liegt,  nach  unten,  in  jedem  Punkte  91,  der  links 
von  9io  liegt,  nach  oben  geneigt. 

§  5.    Beflnltion  des  BIfliMrMitlalqiiotientMl  einer  Fimotion 

einer  Variable  als  Orenswerth  des  QnoÜenten  bei  der  Division 

der  JMffnrens  sweier  Werthe  der  Variable  in  die  BüTerena 

der  angeordneten  Werfhe  der  Fnnetion. 

Die  Ermittelung  des  Grenzwerthes,  welcher  nach  dem 
vorigen  §  diejenige  gerade  Linie  bestimmt,  von  der  eine 
gegebene  ebene  Curve  in  einem  gegebenen  Punkte  berührt 
wird,  ist  die  Grundoperation,  von  welcher  die  Differential- 
rechnung ihren  Namen  empfangen  hat.  Wenn  f(x)  eine  für 
aUe  zwischen  den  Grössen  a  und  b  liegenden  Werthe  von  x  ge- 
gebene stetige  Function  der  variabeln  Grösse  x  bedeutet,  und  wenn 
der  durch  die  Division  der  Differenz  der  Variable  in  die  Diffe- 
renz der  zugeordneten  Werthe  der  Function  entstehende  Quotient 

--— — ^    -^^  für  einen  festen  Werth  x  und  für  einen  nume- 
h 

risch  gegen  die  Null  abnehmenden  Werth  h  gegen  einen  bestimnUen 

(xrenßwerth  lim .  -^ ^ — -^^-^  convergirt,  so  heisst  dieser  Grenz- 

werth  der  nach  der  variabeln  Grösse  x  genommene  Differential^ 
quotient  der  Function  f{x)y  und  die  Darstellung  dieses  Grenz- 
wertlos  die  Differentiation  der  Function  f{x)  in  Bezug  auf  die 
variable  Grösse  x. 

Das  von  Leibnitz  eingeführte  Zeichen  des  Differentialquo- 
tienten tvird  durch  die  Gleichung 


(1)  .   ij^   Ai+ihi^^Mf) 

^  h  dx 

deßnirt. 
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Die  nächste  Aufgabe  geht  dahiu,  allgemeine  Methoden  für 
die  DiflFerentiation  der  Functionen  einer  variabeln  GrÖHse  zu 
entwickeln.  Bei  der  Wahl  der  Reihenfolge,  in  welcher  dicver- 
schiedenen  Functionen  zur  Behandlung  kommen,  werden  wir 
dieselben  Gesichtspunkte  festhalten,  auf  denen  die  Anordnung 
im  ersten  Bande  beruht,  und  mit  den  algebraischen  rationalen 
ganzen  Functionen  beginnen. 

f  6.    DUÜMTMitiation  der  Summe,  der  BUrerens,  des  Produote 
▼on  zwei  Fimotionen  einer  Variable.    Difflerentiation  einer 
alffebraieehen  rationalen  gansen  Fnnotion  einer  Variable. 

Eine  algebraische  rationale  ganze  Function  einer  Variable 
X  ist  nach  I,  §  22  gleich  einem  Ausdruck,  der  aus  einer  be- 
schiiLnkten  Zahl  von  constanten  Grössen  und  ans  der  Variable 
X  durch  eine  beliebige,  der  Zahl  nach  beschränkte  Reihenfolge 
von  Operationen  des  Addirens,  Subtrahirens  und  Multiplicirens 
erhalten  wird.  Man  kann  daher  zu  der  Regel  für  die  Differen- 
tiation einer  solchen  Function  gelangen,  indem  man  zuerst  den 
Differentialquotienten  einer  constanten  Grösse,  dann  den  Diffe- 
rentialquotienten der  Variable  x  nach  der  Variable  x  bestimmt, 
und  hierauf  zeigt,  wie  ans  den  Differentialquotienten  von  zwei 
Functionen  der  Differentialquotient  ihrer  Summe,  ihrer  Diffe- 
renz und  ihres  Products  abgeleitet  wird. 

Es  sei  die  zu  differentiirende  Function  f{x\  für  ein  beliebig 
ausgedehntes  Intervall  der  Variable  a:,  gleich  der  constanten 
Grösse  c, 

(1)  fix)  =  c. 

Legt  man  der  Variable  einen  bestimmten  Werth  x  und  hierauf 
einen  von  diesem  verschiedenen  Werth  o;  +  A  bei,  so  ist  in  Folge 
der  Definition  (1)  sowohl  f{x)=^e  wie  auch  f(x-hh)  =  c,  mit- 
hin f(x  +  h)^f{x)  =  0  und  deshalb  auch  -^^?±*J^^<'^  =0. 

Diese  Gleichung  bleibt  noch  bestehen,  wofern  die  GrVmm  h 
numerisch  immer  abnehmende,  positive  oder  negative  Werthe 
erhSiL  Daher  ist  der  gesaehte  Grenzwerth  des  Qaotienten  eben- 
falls die  Noll,  nnd  es  folgt  ans  (1)  die  Gleichung 

(2)  Hn.. -^^^^11^=0, 
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oder  nach  der  im  vorigen  §  festgestellten  Bezeichnung 

Das  gefundene  Resultat  hat  in  Worten  den  Ausdruck: 

(1)  Der  nach  der  Variable  x  genommene  Differentialquatient 
einer  constanten  Ghrösse  ist  gleich  der  Null, 

Es  sei  ferner  die  zu  difiFerentiirende  Function  f{x\  für  ein 
beliebig  ausgedehntes  Intervall  von  a:,    gleich   der  Variable  x 
selbst, 
(3)  fix)  =  X. 

Dann  gilt  für  je  zwei  diflferente  Werthe  x  und  x  +  h  die  Gleichung 

f{x+h)—fix)  =  h,  aus  der  die  Gleichung  ^^^  "^  ^j^~"  ^^^^  =  1 

folgt.    Der  Werth  des  Bruches   bleibt   auch   für  ein  numerisch 
beständig  abnehmendes  h  gleich  der  Einheit,  so  dass  die  Gleichung 

oder 

entsteht.    Die  so  erhaltene  Regel  lautet  demnach: 

(2)  Der  nach  der  Variable  x  genommene  Differentudqtwtient 
der  Variable  x  ist  gleich  der  Einheit. 

Wir  betrachten  jetzt  zwei  für  das  Intervall  a  <^  a;  ^  6  ge- 
gebene endliche  und  stetige  Functionen  f(x)  und  g{x),  bei 
denen  vorausgesetzt  wird,  dass  jeder  der  DiflFerentialquotienten 

—  .-■-  und      j       ,  welche   der  Gleichung  (1)   des   vorigen  § 
dtX  dx 

entsprechend  durch  die  beiden  Gleichungen 


lim .    /'(^  +  ^)-/'C^)  =  ^M 

h  dx 


(6)  \ 

I  lim .   g{x'¥h)—g{x)   ^  dgjx) 

\         '  h  dx 

definirt  sind,  einen  festen  endlichen  Werth  habe;  als  endlich 
wird  ein  Werth  bezeichnet,  sobald  er  einen  von  vorne  herein  be- 
stimmten Werth  numerisch  nicht  überschreiten  kann.  Um  den 
DiflFerentialquotienten  der  Summe,  der  DiflFerenz  und  des  Pro- 
ducts zu  bestimmen,  ist  flir  die  ^Mvam^  f{x)-\-  g(x)  der  Quotient 
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(7)  fi^  4-  A)  +  g(x  +  A)  ~  (fix)  +  g  jx)) 

h 
für  die  Differenz  f{x)  —  g  (x)  der  Quotient 

(o.  fi.<n  +  h)  —  g{x-¥h)  —  {f(x)  —  9  {x)) 

(8)  1 , 

für  das  Product  f{x)  g  {x)  der  Quotient 
(9 j  f{x  +  h)g{x  +  h)-  fix) g (x) 


h 

zu  untersuchen.    Die  Quotienten  lassen  sich  beziehungsweise  in 

die  folgende  Gestalt  bringen 

/lAN              f{x  +  h)—f{x)        g{x+h)—g(x) 
(10) + , 

Qjx  f(^ -hh)—  fix)  _  gix  +  h)—gix) 

h  h 

(12)   fk±h)-m  y(^)+^(^)y(^+*Wl^) 

h  h 

,    fix +  h)'- fix)  gix  +  h)-'gix)^ 
"^  h  Ä  '*• 

Sobald  die   Grösse  h  numerisch    ohne  Ende  abnimmt, 
nähert    sich    nach    der    getroffenen    Annahme    der    Quotient 

-^^^ z — - — -  dem  festen  Grenzwerthe      ,        und   der  Quo- 

Ä  dx 

tient  j(^  +  ^)-^C^).  dem  festen  Grenzwerthe  ^^.   Wie  sich 

h  dx 

bei  der  Bewegung  von  h  die  Ausdrucke  (lOj,  (11),  (12)  verhal- 
ten, hängt  daher  von  der  Rechnung  mit  Grenzwerthen  ab.  Die 
Grundsätze  fllr  die  Rechnung  mit  den  Grenzwerthen,  welchen 
sich  Folgen  von  rationalen  Brüchen  nähern,  sind  in  I,  §  16 
auseinander  gesetzt  worden,  und  es  ist  I,  §  105  hervorgehoben, 
dass  dieselben  Grundsätze  für  die  Rechnung  mit  den  Grenzwer- 
then gtUtig  bleiben,  welchen  sich  Folgen  von  bestimmten  GröSr 
sen  nähern.  Vermöge  der  so  eben  erwähnten  Voraussetzung 
convergirt    nach    diesen    Principien    der    Ausdruck   (10)    als 

Grenzwerth  gegen  die  Summe  -^--+    5     >  der  Ausdruck  (11) 

ClfX  CIX 

gegen   die  Differenz  —[,-- 3^.    Bei    (12)   nähert    sich    in 

dx  dx 

dflx) 
dem  ersten  Summanden  der  erste  Factor  dem  Grenzwerthe    ;,    \ 

dx  ' 
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df{x) 

folglich  der  erste  Summand  dem  Producte  -V—  g  (x\  ebenso  in 

dem  zweiten  Summanden   der  zweite  Factor  dem  Grenzwerthe 

,     »  mithin  der  zweite  Summand  dem  Producte  f{x)    }    »  In 
da  dx 

dem  dritten  Summanden  nähert  sich  der  erste  Factor  dem  end- 
lichen Grenzwerthe     ^— ,  der  zweite  dem  endlichen  Grenzwerthe 

dx 

do  I «Kl 

,^    .  während  der  dritte  Factor  die  Grösse  h  ist  und  als  solche 
dx  * 

gegen  die  Null  convergirt,   und   daher   convergirt  das  Product 

der  drei  Factoren,   von   denen  die   beiden  ersten  endlich  sind, 

das  heisst  einen  von  vorne  herein  bestimmten  Werth  numerisch 

nicht  übertreflFen   können,   gegen   den   Grenzwerth   Null.    Der 

Ausdruck    (12)    erhält    demnach    für    seinen    Grenzwerth    von 

dem    verschwindenden    Grenzwerthe    des    dritten    Summanden 

keinen  Beitrag  und  convergirt  gegen  denjenigen  Werth,  welcher 

aus  der  Addition  der  Grenzwerthe  der  beiden  ersten  Summanden 

-^-  g{x)  und  f{x)   ^  *     hervorgeht.   Auf  diese  Weise  ergeben 
dx  dx 

sich  die  Resultate 

( 13 )  lim  .  ^(^±^l±l^'^.^i^  W±^M  =,  ^/(5_)  +  ^^(^) 
^  '  Ä  dx  dx  ^ 

(14)  lim    /•(^+^)-^(^+^)-(/'M  "^0^))^  df(x)      dg{x) 
^  h  dx  dx  ^ 

(15)  Um        f{ai'\'h)g{x  +  ä)  —  f{x)  g  {x) 


h 


=  ^',w  +  m^. 


Sie  haben  in  den  eingeführten  Bezeichnungen  den  Ausdruck 

(16)  d{f{x)-\-g{x))  ^  mx)  ^  dg{x) 

dx  dx  dx  ' 

(17)  d(M  -9(fj)_  ^  dß^  _  dg(x) 

dx  dx  dx  ' 

/.oN  d(f{x)g{x))     _  df(x)        .  dg(x) 

(^^^  d^ --d^^(^^"^^('^^"^i"' 

der  sich  in  die  folgenden  Worte  kleiden  lässt: 

(3)  Der  Differentialquotient  der  Summe  van  zwei  Functionen 
ist  gleich  der  Summe  ihrer  Differentialquotienten.    Der  Differen- 
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tiidquotient  der  Differensf  von  zwei  Functionen  ist  gleich  der  ent- 
sprechend gebildeten  Differenz  ihrer  Differentialquotienten.  Der 
Differenticdqfwtient  des  Products  von  zwei  Functionen  ist  gleich 
dem  Aggregat  der  beiden  Producte^  die  entstehen  y  indem  jede 
Function  mit  dem  Differentialquotienten  der  anderen  mtdtiplicirt 
wird.  Alle  drei  Resultate  bezief^en  sich  auf  die  Werthe  der  Variable 
X  in  demjenigen  Intervall j  für  weiches  die  zu  combinircnden  Func- 
tionen gegeben  sind. 

Die  Formeln  (16),  (17),  (18)  können  leicht  auf  den  Fall 
angewendet  werden,  dass  die  eine  der  beiden  Functionen,  etwa 
g{x)y  gleich   einer   Constante  c  ist.     Der   DiflFerentialquotient 

j      verschwindet  alsdann  nach  der  Regel  (1),  so  dass  man 

die  Gleichungen  erhält 

^**'^  ~  dx       ~    dx  ' 

(20)  «^fö^blf )  =  M^) 

dx  dx  ' 

(21)  d{cf{x))    ^  cd  fix) 

dx  dx 

Dieselben  lehren,  dcksSj  wenn  zu  einer  Function  eine  Con- 
stante addirt  wird,  der  Differentialquotient  der  Function  unge- 
ändert  bleibt,  und  dass,  wenn  eine  Function  mit  einer  Constante 
multiplicirt  wird,  diese  Constante  zu  dem  Differentiaiquotienten 
der  ursprünglichen  Function  als  Factor  hinzuzufügen  ist,  um  den 
Differentialquotienten  der  neuen  Function  zu  erhalten. 

Für  die  Bildung  des  Differentiaiquotienten  einer  Summe 
aus  einer  beliebigen  beschränkten  Anzahl  von  Functionen  liefert 
die  wiederholte  Benutzung  der  Formel  (16)  die  Regel:  Der 
Differentialquotient  einer  Summe  aus  einer  beliebigen  beschränkten 
Anzahl  von  Functionen  ist  gleich  der  Summe  der  Differentiaiquo- 
tienten der  einzelnen  Functionen. 

Nimmt  man   in  der  Formel  (18)   die   Function  g  (x)  der 

Function  f{x)  gleich,   so   werden   die   beiden  Summanden   der 

dfix) 
rechten  Seite  gleich  dem  Ausdrucke  f{x)    '      *    Demnach  ent- 

dx 

steht  für    den  Differentiaiquotienten  des  Quadrats  (f{x)Y  der 

Ausdruck 
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(22)  m^^2nx/-M. 

dx  da 

Man  kann  ferner  in  der  Formel  (18)  statt  der  Fanction  g  (x) 
das  Quadrat  {f{x)y  substituiren,  wodurch  sich  ftlr  den  Diffe- 
rentialquotienten des  Gubus  (f{x)Y  mit  HtUfe  von  (22)  die  Be- 
stimmung 

(f{x)Y  ^  +  m  2  /•(«)  ^ = 3  (mr  ^ 

ergiebt.  Die  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  erzeugt  den  folgen- 
den Ausdruck  des  Differentialquotienten  der  hdiebigen  positiven 
ganzen  nten  Potens  der  Function  f(x) 

(23)  liML=.n(ax)r'^-f^l 

Da  seine  Gültigkeit  für  die  Werthe  n=2  und  n =3  be- 
wiesen ist,  so  besteht  derselbe  allgemein,  wofern  aus  der  fttr 
einen  bestimmten  Werth  von  n  angenommenen  Gültigkeit  die 
Richtigkeit  Dir  den  um  die  Einheit  grösseren  Werth  der  Zahl 
n  folgt.  Gesetzt,  die  Gleichung  (23)  sei  für  einen  bestimmten 
Werth  von  n  zutreffend,  so  ergiebt  sich  in  (18)  durch  Einführung 

von  (fix))*  statt  der  Function  g(x)  auf  der  linken  Seite  der  Dif- 
ferentialquotient der  (n-l-l)ten  Potenz  (A^))''^\  ^^^  der  rech- 
ten Seite  das  Aggregat 

Der  bezeichnete  Ausdruck  wird  aus  der  rechten  Seite  von  (23) 
hervorgebracht,  indem  man  statt  der  Zahl  n  die  Zahl  (n  + 1) 
substituirt.  Mithin  gilt  die  in  Rede  stehende  Formel  auch 
für  den  um  die  Einheit  vergrösserten  Werth  der  Zahl  n,  und 
deshalb  für  jeden  positiven  ganzen  Werth  der  Zahl  n,  wie  be- 
hauptet worden  war. 

Um  den  Differentialquotienten  einer  für  jeden  bestimmten 
Werth  von  x  gegebenen  beliebigen  rationalen  ganzen  Function 
der  Variable  x  zu  erhalten,  darf  man  annehmen,  dass  die  be- 
hufs der  Bildung  der  Function  vorgeschriebenen  Operationen 
ausgeführt  seien,  wodurch  die  Function  nach  I,  §  23  in  das 
Aggregat  einer  beschränkten  Anzahl  verschiedener  positiver 
Potenzen  der  Variable  x  übergeht,  deren  Exponenten  die  von 
einer  Zahl  n  bis  zu  der  Null  herabsteigende  Reihe  der  positiven 
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ganzen  Zahlen  bilden,  und  die  respective  mit  den  constanten 
Coefficienten  a^,  a,,  ...  a^  raultiplicirt  sind.  Man  hat  demnach 
für  die  Function  f{x)  den  für  jeden  bestimmten  Werth  der  Va- 
riable X  geltenden  Ausdruck 

(24)  f(x)=aQ X  +  ttj x"^  +  .  . .  +  a,_i^  +  «,. 

Vermöge  der  oben  abgeleiteten  Regel  ist  der  Differentialquo- 
tient der  vorliegenden  Summe,  bei  der  die  Anzahl  der  Summan- 
den eine  beschränkte  ist,  gleich  der  Summe  der  Differentialquo- 
tienten der  einzelnen  Bestandtheile  %x^  a^x"  , . . .  a„_,a:,  a^. 
Jeder  von  diesen  entsteht  durch  die  Multiplication  einer  positi- 
ven ganzen  Potenz  der  Variable  x  mit  einer  Constante,  weshalb 
der  betreffende  Differentialquotient  nach  der  obigen  Gleichung 
(21)  gefunden  wird,  indem  man  den  Differentialquotienten  der 
jedesmaligen  Potenz  der  Variable  x  mit  der  zugeordneten  Con- 
stante raultiplicirt.  Es  ist  daher  nur  der  Differentialquotient 
einer  beliebigen  positiven  ganzen  Potenz  der  Variable  x  abzu- 
leiten. Dies  geschieht  mit  Hülfe  der  Formel  (23),  indem  die 
Function  f{x)  durch  die  Variable  x  ersetzt  wird.  Der  für  die 
rechte  Seite  darzustellende  Differentialquotient  der  Variable  x 
nach  dieser  selbst  ist  gemäss  der  Regel  (2)  für  jeden  beliebi- 
gen Werth  von  x  gleich  der  Einheit;  man  erhält  daher  die  für 
jeden  gegebenen  Werth  von  x  gültige  Bestimmung  des  Differen- 
tialquotienten der  positiven  ganeen  Potenz  x^ 

Wenn  nunmehr   die  Differentialquotienten  der   erwähnten 
Summanden  der  Function  f(x)  gebildet  werden,   so  gehört  zu 

a^a?"  der  Ausdruck  na^aj'^,  zuajrr"""  der  Ausdruck  (n — \)a^x 
u.  8.  f.,  zu  a^__,  X  der  Ausdruck  a^__„  zu  der  Constante  a^  nach 
der  Regel  (1)  der  Werth  Null.  Die  Addition  der  einzelnen 
Differentialquotienten  liefert  alsdann  für  jeden  bestimmten  WerÜi 
von  X  den  Differentioiquotienten  der  in  (24)  dargestelUen  rationa- 
len ganzen  Function  f{x\ 

(26)     —}-—  =na^x"'^  +  (n  —  l)a^  x""^  + . . .  +  2a^_^x  +  a,_,. 

Cv  X 

Jede  rationale  ganze  Function  einer  Variable  x  hat  dem- 
nach  für  jeden   bestimmten  Werth   derselben    einen   vollkom- 
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men  bestimmten  durch  die  vorstehende  Formel  darstellbaren 
Differentialquotienten.  Dass  jede  solche  Function  fUr  alle  be- 
stimmten Werthe  der  Variable  x  eine  stetige  Function  derselben 
sei,  ist  I,  §  108  mit  Hülfe  des  binomischen  Lehrsatzes  gezeigt 
worden.  Aus  diesem  Satze  lassen  sich  auch  die  obigen  Glei- 
chungen (25)  und  (26)  ableiten,  während  die  mitgetheilte  De- 
duction  von  demselben  unabhängig  ist. 

Wenn  eine  rationale  ganze  Function  nicht  nach  den  Po- 
tenzen der  Variable  x  geordnet  vorliegt,  sondern  als  das  Resul- 
tat von  auszuführenden  Additionen,  ^ubtractionen  und  Multipli- 
cationen  rationaler  ganzer  Functionen  gegeben  ist,  so  kann  der 
betreffende  Differentialquotient  vermittelst  der  Regeln  (3)  und 
ihrer  Gonsequenzen  gefunden  werden,  ohne  dass  die  verlangten 
Operationen  vorher  wirklich  ausgeführt  sind.  Es  sei  zum  Beispiel 
f(x)=(x*  +  x^+ X  +  1)  i6x  +  2)—i3x^  +  2x  + 1)*. 

Dann  ist  nach  (18) 

d{{x^  +  x*  +  x  +  l){6x+2)] 

da 
= (3ir»  +  2a;  + 1) (6a? -F  2)  4- (a;»  +  a;» + a;  +  1)6, 
femer  nach  (23) 

ii(?f!+2£+i)i^2(3^.^2x+l)(6x  +  2), 

Cv  X 

folglieh  nach  (17) 

^^^-  =  -{3x*+2x+l){6x  +  2)  +  {x'+x*+x+l)ß. 
ax 

Die  gegebene  Function  f(x)  nimmt  durch  die  vollständige 

Entwickelung  der  angedeuteten  Operationen  die  Gestalt  an 

/'(a;)=— 3a;*— 4a;'— 2a;"  +  4a:+  1, 

so  dass  der  gesuchte  Differentialquotient  vermöge  der  Vorschrift 

(26)  den  Ausdruck 

^j^  =  -  12a;*-  12a;«— 4a;  +  4 
dx 

erhält,   welcher  dem  zuerst  gefundenen   nothwendig  gleich  ist. 

Ein   anderes  Beispiel   liefert  die  Function,   die  in  (4)  des  §  4 

behandelt  ist  und  zu  der  Gleichung  der  Parabel  gehört. 
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§  7.    BÜTerentlatioii  des  Quottenten  Ton  swei  Fnnotloiieii 
dBer  Variable.  BifRireBtiatloii  einer  algebraischen  rationalen 

gebrochenen  Function  einer  Variable. 

Bei  der  Verbindung  von  zwei  gegebenen  Functionen  durch 
Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division  muss  man 
den  in  I,  §  22  hervorgehobenen  Umstand  beachten,  dass  zwei 
bestimmte  Grössen  immer  addirt,  subtrahirt  und  multiplicirt 
werden  dürfen  und  dann  als  Resultat  eine  entsprechende  be- 
stimmte Grösse  liefern,  dass  aber  die  Division  nur  mit  einem 
von  der  Null  verschiedenen  Divisor  gestattet  ist.  Hieraus  folgt, 
dass,  wenn  zwei  Functionen  einer  Variable  f{x)  und  g  (x)  fllr 
das  Intervall  af^x<b  bestimmte  gegebene  Werthe  haben, 
ihre  Sunmie  wie  ihre  Differenz  und  ihr  Product  für  dasselbe 
Intervall  der  Variable  x  ebenfalls  vollkommen  bestimmte  Werthe 

erhalten,  während  ihr  Quotient      ^  '    nur  für  diejenigen  Werthe 

von  X  definirt  ist,  für  welche  die  Nennerfunction  g{x)  nicht 
verschwindet.  Wofern  die  Functionen  f  (x)  und  g  (x)  für  das 
Intervall  a^x<b  stetig  sind,  so  tiberträgt  sich  die  Eigen- 
schaft der  Stetigkeit  für  das  gleiche  Intervall  auch  auf  die 
Summe  f{x)  +  g{x)j  die  Differenz  f{x)  —  g(x)  und  das  Pro- 
duct f{x)  g{x)y  was  aus  den  Ausdrücken  (10),  (11),  (12)  des 
vorigen  §  hervorgeht,  die  zu  der  Entwickelung  der  Differential- 
quotienten  der  bezeichneten  Verbindungen  gedient  haben;  bei 

fix) 
dem  Quotienten      .  ^    braucht  jedoch  die  Stetigkeit  innerhalb 

des  angegebenen  Intervalls  nicht  überall  zu  bestehen.  Es  sei 
f{x)  gleich  der  Einheit,  g{x)  gleich  der  mit  der  beliebigen  con- 
stanten  Grösse  f  gebildeten  Differenz  x  —  ^,  dann  ist  der  Quo- 
tient   —  für  alle  Werthe  von  rc,  den  Werth  x—  ^  ausgenom- 

men,  bestimmt.  Der  Zähler  und  der  Nenner  des  Bruches  sind 
in  Bezug  auf  jeden  Werth  von  x,  oder  mit  anderen  Worten 
in  dem  Intervall  —ce<.x^ß   stetig,   wo   a   und  ß    beliebig 

grosse   positive  Werthe   bedeuten.    Der  Quotient  ^  bildet 

X       5 

aber  das  in  I,  §  108  angeführte  Beispiel  einer  Function,  welche 
sowohl  für  alle  Werthe   von  rr,   bei   denen  x—^  positiv,  wie 
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auch  für  alle  Werthe  von  x,  bei  denen  x—§  negativ  ist,  stetig 
bleibt,  allein  bei  dem  Ucbergange  von  einem  anter  |  liegen- 
den zu  einem  Über  ^  liegenden  Werthe  eine  Unterbrechung 
der  Stetigkeit  zeigt.  Indem  muu  mit  d  und  £  beliebig  kleine 
positive  Werthe  ausdrückt  und  fUr  a  und  ß  die  obige  Be- 
stimmung beibehält,  darf  man  sagen,  dass  der  Quotient r-  für 

das  Intervall 

(1)  '-a<x<^-d 
und  auch  fttr  das  Intervall 

(1*)  ?  +  t<:^</^ 

stetig  sei.  Nach  einer  am  erwUhnten  Orte  angestellten  Betrach- 
tung nähert  sich  die  ftlr  zwei  Werthe  x  und  x-^h  aufgestellte 
Di£fereuz 

(2)  --1 L.  = -Ä 

bei  einem  numerisch  abnehmenden  h  der  Null,  sowohl  wenn 
X  und  x  +  h  gleichzeitig  in  dem  ersten  Inter^^all,  wie  auch 
wenn  dieselben  gleichzeitig  in  dem  zweiten  Inten^alle  liegen; 
sie  nimmt  aber,  wenn  x=^  —  ä,  a;  +  A=-.f +  6  gesetzt  wird,  den 

Werth h  -^   an,  welcher  fllr  angemessen  kleine  Werthe  von 

d  und  €  beliebig  gross  wird. 

Für  jedes  der  beiden  Intervalle,  in  welchen  die  Function 

r  stetig  bleibt,  lässt  sich  ihr  nach  der  Variable  x  zu  neh- 

X      5 

mender  DifTerentialquoticnt  dadurch  bestimmen,  dass  die  beiden 
Seiten  der  Gleichung  (2)  durch  die  Grösse  h  dividirt  werden. 
Man  erhält  alsdann 

^^^  X  I^Tä — ?  "■  V-?  ) "=  (a; +"ä -T)  li- iV 

Unter  der  Voraussetzung  des  ersten  Intervalls  ista;<f— d 
und  x  +  h<i^  —  dj  mithin  haben  x  —  S  und  x-hh  —  f  das  nega- 
tive  Vorzeichen;  unter  der  Voraussetzung  des  zweiten  Inter- 
valles  ist  5  +  €<a:  und  5  +  t<la:+A,  so  dass  a  —  f  und  x  +  A—^ 
das  positive  Vorzeichen  führen.  Wenn  die  Grösse  A  abnimmt, 
convergirt  die  Grösse  x-^h — §  ohne  ihr  Vorzeichen  zu  ändern 
gegen   die   von  Null   verschiedene   Grösse  x—S,   folglich   die 
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rechte  Seite  von  (2)  gegen  den  bestimmten  Werth  z  ^^vxi*  So- 
mit wird  der  DifferenticHquotient  der  Function  — ^  in  Bezug 
auf  die  Variable  x  durch  die  Formel 

^  ^  dx  {x-lY 

dargestellt 

Wir  wollen  die  bei  der  Function c-  auftretende  Unter- 

x—% 

hrechung  der  Stetigkeit  und  das  Verhalten  des  zugehörigen  Dif- 
ferentialquotienten durch  die  in  §  3  entwickelte  geometrische 
Deutung  veranschaulichen.  Nachdem  für  die  Variable  y  die 
Gleichung 

(5)  y  =  ^ 

aufgestellt  ist,  seien  x  und  y  die  rechtwinkligen  Goordinaten 
eines  Punktes  einer  Ebene,  und  6s  möge  die  der  Gleichung  (5) 
entsprechende  Curve .  untersucht  werden.  Man  lässt  die  Variable 
X  mit  einem  so  grossen  negativen  Werthe  —  a  beginnen,  dass 
auch  — a  — ^  sehr  gross  und  negativ  ist,  und  hierauf  bis 
zu  dem  Werthe  ^ — d  fortschreitend  das  obige  erste  Intervall 
durchlaufen,  dann  mit  dem  Werthe  ^  +  £  abermals  anfangen 
und  bis  zu  dem  sehr  grossen  positiven  Werthe  ß  das  obige 
zweite  Intervall  durchlaufen;  der  Werth  ß — ^  soll  hier  eben- 
falls sehr  gross  und  positiv  sein.  In  Folge  dessen  ist  der 
Werth  der  Variable  y  für  das  erste  Intervall  stets  negativ  und 

geht  von  dem  numerisch  kleinen ^  bis  zu  dem  numerisch 

—  a— § 

grossen  3^^»  er  ist  hingegen  ftlr  das  zweite  Intervall  stets  po- 
sitiv und  bewegt  sich  von  dem  grossen  —  bis  zu  dem  kleinen 

c 

-5 — r-     Bei  der  in  §  2  angenommenen  Lage  der  Coordinaten- 

axen  bleibt  also  der  Punkt  (a;,  y)  der  Curve  für  das  erste  In- 
tervall der  Coordinate  x  immer  unterhalb  der  Abscissenaxe, 
steht  von  derselben   anfangs  um   beliebig  wenig  ab,  fällt  fort- 

Lipschits,  Analysls  11. 
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während  und  kommt  zu  beliebig  grossen  Abständen.  Für  das 
zweite  Intervall  der  Coordinate  x  ist  der  Punkt  (a;,  y)  stets 
oberhalb  der  Abscissenaxe  befindlich,  anfangs  in  beliebiger  Höhe 
tlber  derselben,  sinkt  beständig  herab  und  rttckt  ihr  schliesslich 
beliebig  nahe.  Es  leuchtet  ein,  dass,  wenn  durch  den  Punkt 
ic=^  der  Abscissenaxe  zu  derselben  eine  Senkrechte  gezogen 
wird,  der  zu  dem  ersten  Intervall  gehörende  Theil  der  Curve 
sich  mehr  und  mehr  an  die  Abscissenaxe  von  unten  und  an  die 
construirte  Senkrechte  von  der  rechten  Seite  anschliesst,  während 
sich  der  zu  dem  zweiten  Intervall  gehörende  Theil  der  Curve 
beständig  jener  Senkrechten  von  der  linken  Seite  und  der  Ab- 
scissenaxe von  oben  nähert.  Gerade  Linien,  denen  eine  Curve 
in  ihrem  Verlauf  stets  näher  kommt,  ohne  sie  jemals  zu  er- 
reichen, werden  Asymptoten  der  Curve  genannt.    Die  erörterte 

Curve,  die  in  Figur  7  so  dar- 
gestellt wird,  dass  der  Punkt  S 
der  X  Axe  dem  Werthe  x  =  § 
entspricht,  ist  eine  Hyperbel ;  um 
die  obige  Gleichung  (5)  aus  der 
in  §  2  angeführten  allgemeinen 
Gleichung  abzuleiten,  mttsste  die 
letztere  durch  Einführung  eines 
neuen  rechtwinkligen  Coordina- 
tensystems  umgeformt  und  in 
Bezug  auf  die  vorkommenden 
Constanten  speciellen  Einschrän- 
kungen unterworfen  werden.  Die 
beiden  Theile  oder  Zweige  der 
Curve  werden  durch  die  Asymp- 
(Figur  7)  tote  x=^  vollständig  von   ein- 

ander getrennt;  sobald  man  auf  den  Werth  der  Abscisse  a;  =  ^  —  d 
den  Werth  x=^  +  €  folgen  lässt,  springt  der  Punkt  (a:,  y)  von 
dem   einen  Zweige  der  Curve  zu   dem   anderen  hinüber.    Der 

in    (4)    angegebene  Werth    des  Differentialquotienten    .  ^.^ 

bezeichnet  nach  §  4  die  trigonometrische  Tangente  des  Nei- 
gungswinkels CO,  welchen  die  in  dem  Punkte  (rr,  y)  berührende 
Linie  mit  der  positiven  Seite  einer  zu  der  x  Axe  gezogenen  Pa- 
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rallele  einschliesst    Die  Grösse  7 r,.-    ist   stets   negativ,  ihr 

numerischer  Werth  wird  für  einen  beliebig  grossen  numerischen 
Werth  von  x—§  beliebig  klein,  ftlr  einen  beliebig  kleinen  nu- 
merischen Werth  von  a;  —  ^  beliebig  gross.  Die  an  die  Hyperbel 
gezogene  berührende  Linie  ist  deshalb  unter  den  gelteuden  Vor- 
aussetzungen stets  nach  unten  geneigt;  bei  dem  numerischen 
Wachsen  von  tg(o  nähert  sich  der  Winkel  (o  einem  Rechten. 
Lässt  man  die  beiden  Zweige  der  Curve,  wie  vorhin  angegeben, 
von  einem  Punkte  so  durchlaufen,  dass  der  Werth  der  zu- 
gehörigen Coordinate  2:  fortwährend  wächst,  und  verfolgt  die  in 
dem  Punkte  construirte  berührende  Linie,  so  bildet  dieselbe 
auf  dem  ersten  Zweige  anfangs  mit  der  Abscissenaxe  einen  be- 
liebig kleinen  Winkel,  bei  der  Annäherung  gegen  die  Asymptote 
x=^  einen  von  einem  Rechten  beliebig  wenig  abweichenden 
Winkel,  auf  dem  zweiten  Zweige  in  der  Nähe  der  Asymptote 
x  =  ^  ebenfalls  fast  einen  rechten  Winkel  und  zuletzt  bei  der 
Annäherung  gegen  die  Abscissenaxe  wieder  einen  beliebig  kleinen 
Winkel. 

Die  in  Betreff  der  gebrochenen  Function  — __  ^  gemachten 

Beobachtungen  weisen  darauf  hin,  dass,  wenn  zwei  Functionen 
f{x)  und  g  (x)  fttr  ein  gewisses  Intervall  der  Variable  x  endlich 
und  stetig  sind,  und  wenn  die  zugehörigen  Differentialquotienten 
bestimmte  endliche  Werthe  haben,  ftlr  die  Ermittelung  des  Diffe- 
rentialquotienten des   Quotienten  aus   den   beiden   Functionen 

f(z) 
;  ;     nur  Theile    des   ursprünglichen  Intervalls  der  Variable 

benutzt  werden  dürfen,  deren  jeder  so  beschaffen  ist,  dass  die 
Nennerfunction  g(x)  in  demselben  das  Vorzeichen  nicht  ändert 
und  um  eine  bestimmte  Grösse  von  der  Null  verschieden  bleibt 
Man  hat  alsdann  den  Grenzwerth  des  Verhältnisses 

(^)  i.  lf(^  +  ^)  _  n^)\  ^  f{x^h)g{x) - nx)g{x  +  h) 

^  ^  h  \9ix  +  h)        g{x)J  hg{x)g{x  +  h) 

unter  der  Voraussetzung  aufzusuchen,  dass  bei  einem  bestimm- 
ten Werthe  von  x  und  einem  numerisch  gegen  die  NuU  ab- 
nehmenden Werthe  von  h  die  Werthe  g{x)  und  g(x  +  h)  das- 
selbe Vorzeichen  behalten   und  numerisch  über  einer  gewissen 
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bestimmten  Grösse  bleiben.  Mit  der  Existenz  des  Differential- 
quotienten  wird  zugleich  auch  die  Stetigkeit  der  Function  inner- 
halb des  betreffenden  Intervalls  nachgewiesen.  Indem  man  das 
Product  f{oc)g{x)  zu  dem  Zähler  des  auf  der  rechten  Seite 
stehenden  Bruches  addirt  und  subtrahirt,  kommt 
f{x  +  h)g{x) '-'f{x)g{x  4-  h) 


(7) 


hg{x)g{x'\'H) 
fix +  11)"  fix)      /  V      ^^^^  gix+h)-'gix) 


g  ia)  gix  +  h) 
hier  convergirt  der  Quotient    -     — y--LS..l  gegen  den  Grenz- 

werth  — ^- ^    ,  der  Quotient  -^ — t — ^-^    gegen   den   Grenz- 

do  (x) 
werth       ,      ,    der  Factor   gix  +  h)    des   Nenners    gegen   den 
dx 

Grenzwerth  gix)^   folglich   der  Zähler  gegen    den  Grenz  werth 

[}— g ix) --fix) --■-}'-— ^    der   Nenner   gegen  den  Grenzwerth 
a  X  Cm  X 

g(x)gix).    Nach  den  getroffenen  Annahmen  entsteht  daher  der 

folgende  Ausdruck  für  den  Differentialquotienten  des  Quotienten 

gia) 

dg  ix) 


m  -^^">-«" 


(8)  '^'^"  ^'^  ^"^ 


dx  g  ix)  g  (x) 

Der  Zähler  des  Ausdruckes  wird  erhalten,  indem  man  das  aus 
dem  Differentialquotienten  der  Zählerfunction  und  aus  der  Nenner- 
function  gebildete  Product  um  das  aus  der  Zählerfunction  und 
dem  Differentialquotienten  der  Nennerfunction  gebildete  Product 
vermindert,  der  Nenner  des  Ausdruckes  ist  das  Quadrat  der 
Nennerfunction. 

Die  gefundene  Formel  (8)  enthält  das  Mittel  zu  der  Diffe- 
rentiation einer  beliebigen  algebraischen  rationalen  gebrochenen 
Function  der  Variable  x.  Jede  solche  Function  lässt  sich  nach 
I,  §  22  als  ein  Bruch  darstellen,  dessen  Zähler  und  Nenner 
rationale  ganze  Functionen  der  Variable  x  sind.  Femer  kann 
durch  ein  Verfahren,  das  in  I,  §  68  angegeben  ist,  diejenige 
Function   des  höchsten  Grades   in  Bezug  auf  die  Variable  x, 
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welche  zugleich  in  den  Zähler  und  den  Nenner  algebraisch  auf- 
geht, oder  ihr  gröster  gemeinsamer  Theiler  aufgesucht,  und, 
falls  ein  solcher  vorhanden  ist,  aus  dem  Bruche  durch  gleich- 
zeitige Division  des  Zählers  und  Nenners  fortgehoben  wer- 
den.   Auf  diese  Weise  wird  die  gegebene  gebrochene  Function 

fix) 
gleich  einem  Bruche  — >-(- ,  bei  dem  die  rationalen  ganzen  Func- 

tionen  f{x)  und  g{x)  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben.  Die 
DifiFerentialquotienten  von  f{x)  und  g{x)  lassen  sich  für  jede 
Ausdehnung  des  Intervalls  der  Variable  x  vermöge  der  im  vori- 
gen §  mitgetheilten  Vorschriften  bilden.    Es  sei 

(9)  [  ^(^)  =  «o^''  +  «i^"~^+---+««-i^  +  «« 

{  g{x)  =  iQa^  +  b^x'^^  +  ...  +ij,_^x  +  h^, 
dann  erzeugt  die  Substittdion  der  Ausdrücke 

df{x)  »-1    .    /  IN  «-2   . 

— -~-  =  naf.x      +{n  —  l)a.x      +..+a.  , 
(9*)       ^      d^  ' 

in  die  Formel  (8)  den  Differentialquotienten  der   rationalen  ge- 

fix) 
brochenen  Function  -  vx  ■     Das   auf  die   besondere    Annahme 

f(x)  =  l,  g(x)=x—^  bezügliche  Resultat  ist  vorher  in  (4)  an- 
gegeben. Setzt  man  f{x)  ==  1 ,  fif  (x)  gleich  der  p  ten  Potenz  der 
Variable  x,  so  entsteht  das  Resultat 


H-) 


(10)  \^W       --P 

dx  X 

welches  durch  den  Gebrauch  der  negativen  Exponenten  die  Gestalt 

(10*)  — ■- — -  =  —  ü  X 

dx 

annimmt. 

§  8.    Fortsatiiing.    Unendllohwerden  einer  al^ebraisehen 
rationalen  gebroohenen  Fnnotlon  einer  Variable. 

Die  gefundene  Regel  für  die  Differentiation  der  gebroche- 

fix) 
nen  Function  -^r^  gilt  nach  ihrer  Ableitung  für  solche  Inter- 

gw  ^ 

valle  der  Variable  x,  in   denen   die   ganze  Function  g{x)  ihr 
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Vorzeichen  behält  und  am  eine  bestimmte  Grösse  von  der  Null 
verschieden  bleibt.  Es  kommt  hierbei  vornehmlich  auf  die  Be- 
trachtung der  Werthe  an,  für  welche  die  ganze  Function  g{x) 
verschwindet,  das  heisst  der  Wurzeln  der  zugehörigen  Gleichung 
des  pten  Grades  r7(a>)==0.  Da  sich  die  Aufgaben,  mit  denen 
wir  es  gegenwärtig 'zu  thun  haben,  nur  auf  reelle  Grössen  be- 
ziehen, so  sind  die  Coefficienten  der  Functionen  f{x)  und  g{x) 
selbstverständlich  reelle  Grössen.  Doch  wird  es  erforderlich 
sein,  bei  der  Gleichung  jr(fo)=0  nicht  nur  ihre  reellen,  sondern 
ihre  sämmtlichen  reellen  und  complexen  Wurzeln  ins  Auge  zu 
fassen. 

Der  Fundamentalsatz  der  algebraischen  Gleichungen  (I, 
§  61  u.  fiF.)  lehrt,  dass  jede  algebraische  Gleichung  mit  einer 
Unbekannten  durch  einen  reellen  oder  complexen  Werth  be- 
friedigt werden  kann.  Aus  diesem  Satze  folgt  nach  I,  §  67, 
dass  für  die  gegebene  Gleichung  ^({o):=0  die  Anzahl  p  von 
reellen  oder  complexen  Wurzeln  w^,  w^, . . .  lo^  existirt,  mit  Hülfe 
derer  die  Function  g  (x)  wie  folgt  in  Factoren  des  ersten  Grades 
zerlegt  wird, 
(1)  g  (x) =hQ{x—  Wj)  (a;  —  Wj) . . .  (rc  —  w^). 

Eine  solche  Zerlegung  ist  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich. 
Unter  den  Wurzeln  der  Gleichung  mögen  sich  die  q  reellen  be- 
finden (ü^j  C()„  . . .  o;^ ;  falls  es  keine  reellen  Wurzeln  gibt,  ist 
g=rO  zu  nehmen.  Sind  complexe  Wurzeln  vorhanden,  so  ge- 
hört nach  I,  §  47  zu  jeder  Wurzel  ^-h^ij  wo  l  und  //  reell 
sind,  fii  von  Null  verschieden  ist  und  t  die  imaginäre  Einheit 
}/— 1  bedeutet,  die  conjugirte  Grösse  A--/a  als  conjugirte  Wur- 
zel, da  die  Function  g{x)  lauter  reelle  Coefficienten  besitzt 
Mithin  muss  die  Anzahl  der  complexen  Wurzeln  p—q  gleich 
einer  geraden  Zahl  2r  sein.    Wenn  daher 

gesetzt  wird,  so  lassen  sich  wie  an  dem  angeführten  Orte  je 
zwei  zugeordnete  Factoren  der  rechten  Seite  von  (1)  nach  dem 
Vorbilde 

(3)  (x-io^^,)  {X  -  io^^,)={x-l,y  +  fi,' 

zu  einer  Function  des  zweiten  Grades  vereinigen,  deren  Coeffi- 
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cienten  reell  sind  und  die  nach  I,  §  25  als  eine  Summe  von 
zwei  Quadraten  auf  dem  Gebiete  der  reellen  Grössen  weder 
verschwinden  noch  in  Factoren  des  ersten  Grades  zerlegt  wer- 
den kann.  Hiermit  entsteht  für  die  Function  g{x)  die  Zerlegubg 

(4)      9{x) 

=  6o(^  —  toj) . . (:c  —  w^) {{x  -  A,/+  ^i])  . . .  (te  -  -^^  .jf  +  /4_,), 

in  der  also  sämmtliche  Factoren  äes  ersten  und  zweiten  Grades 
reelle  Coeflicicnten  haben,  und  die  Factoren  zweiten  Grades  auf 
dem  Gebiete  der  reellen  Grössen  unfähig  zu  verschwinden  und 
unzerlegbar  sind.  In  der  ersten  wie  in  der  zweiten  Gruppe 
können  einzelne  Factoren  mehrfach  auftreten  und  entsprechen 
alsdann  nach  I,  §  45  mehrfachen  Wurzeln  der  Gleichung 
g(oj)=zO,  Jeder  der  Factoren  zweiten  Grades  bleibt  für  jeden 
reellen  Werth  von  x  positiv,  der  erste  Factor  erhält  für  a;=--A, 
seinen  kleinsten  Werth  //J,  der  nach  der  Vorausetzung  von  Null 
verschieden  ist,  und  da  von  den  anderen  Factoren  das  ent- 
sprechende  gilt,  so    ist   das  Product   der   r   Factoren    immer 

positiv  und  niemals  kleiner  als  das  Product  fi^fi^..,  ^^r-v 
Wenn  nun  die  Gleichung  g{io)=0  keine  reellen  Wurzeln  hat 
oder  die  Zahl  q  gleich  Null  ist,  so  kann  die  Function  g{x) 
für  keinen  reellen  Werth  von  x  verschwinden,  ihr  Vorzeichen 
ist  stets  gleich  dem  Vorzeichen  der  Constante  6«,  und  der 
numerische  Werth  von  g(x)  sinkt  nie   unter   den  numerischen 

Werth  der  Grösse  b^  iti]  //g . . .  f^lr^i  herab.  Der  entwickelte 
Ausdruck  des  Diiferentialquotienten  der  rationalen  gebrochenen 

fix) 
Function    ^  \-  gilt  dann  für  jede  Ausdehnung  des  Intervalls  der 

Variable  x,  und  die  Function  erfährt  keine  Unterbrechung  der 
Stetigkeit,  wie  zum  Beispiel  die  Function 

f{x)_  _  ^x--  32^ 

g{x)       X*  —  4  a;  -h  9 

wo  g{x)=(x'—2^i^vt)  (x  —  2  +  iY^)  ist. 

Wenn  aber  zu  der  Gleichung  g(io)=0  in  der  That  reelle 
Wurzeln  gehören,  so  bestimmt  man  die  Intervalle  der  Variable 
X,  innerhalb  deren  g{x)  das  Vorzeichen  nicht  ändert  und  nicht 
verschwindet,  in  der  folgenden  Weise.  Man  denke  sich  die  q 
reellen    Wurzeln    so   geordnet,   dass    die    kleinste    oder,    falls 
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mehrere  einander  gleiche  von  den  übrigen  libertroflfen  werden, 
diese  kleinsten  Wurzeln  den  Anfang  machen,  und  die  übrigen 
ihrer  Grösse  nach  folgen,  dass  also  die  Reihenfolge 

entsteht  Die  Begriffe  grösser  und  kleiner  und  die  entsprechen- 
den Zeichen  werden  hier  wie  früher  und  auch  im  Folgenden 
in  der  Bedeutung  gebraucht,  *  die  I,  §20  definirt  ist;  wo  eine 
Verwechselung  mit  dem  Vergleichen  der  absoluten  Werthe  zu 
befürchten  ist,  wendet  man  in  dem  erklilrten  Sinne  auch  die 
Benennungen  aigebraisch  grösser  und  algebraisch  kleiner  an.  Die 
vorliegende  Function  g(x)  kann  aus  den  angeführten  Ursachen 
nur  verschwinden  und  ihr  Vorzeichen  wechseln,  sobald  dies  mit 
dem  Product  der  in  g  (x)  enthaltenen  reellen  Factoren  des  ersten 
Grades  geschieht.  Vermöge  (5)  lassen  sich  die  einander  glei- 
chen reellen  Factoren  zu  Potenzen  vereinigen,  wodurch  man  die 
Darstellung 
(6)    (a;— Wj)  (x^o)^) . . .  (x-^w^) 

erhält.  Das  in  Rede  stehende  Product  behält  nothwendig  das- 
selbe Vorzeichen  und  bleibt  von  Null  verschieden,  wofern  die 
Variable  x  solche  auf  einander  folgende  reelle  Werthe  annimmt, 
bei  denen  keine  der  von  einander  verschiedenen  Differenzen 
X — Wj,  ^  —  w^^j, ..a;— C(i^_^^^^j  ihr  Vorzeichen  ändert  oder  ver- 
schwindet. Diese  Bedingungen  werden  erfüllt,  wenn  sich  die 
Variable  x  von  einem  beliebig  grossen  negativen  Werthe  bis 
zu  einem  beliebig  wenig  unter  co^  liegenden  Werthe,  von  einem 
beliebig  wenig  über  co^  liegenden  Werthe  bis  zu  einem  beliebig 
wenig  unter  w^_^j  liegenden  Werthe,  u.  s.  f.,  schliesslich  von 
einem  über  w^_^  _j_^_^j  =  w^  liegenden  Werthe  bis  zu  einem  be- 
liebig grossen  positiven  Werthe  bewegt.  Die  bezeichneten  In- 
tervalle sind  mithin  zugleich  die  gesuchten  Intervalle,  in  denen 
die  Function  g{x)  weder  ihr  Vorzeichen  ändert  noch  gleich 
Null  wird. 

Aus  der  Voraussetzung,   dass  der  Zähler  und  Nenner  der 

fix) 
gebrochenen  Function  -  :---  ohne  gemeinsamen  Theiler  sein  sol- 
len, folgt,  dass  die  ganze  Function  f{x)  für  keinen  der  Werthe 
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verschwinden  kann,  welche  die  ^anze  Function  g  {x)  zu  Null 
machen.  Denn  wenn  dies  für  einen  Werth  w  der  Fall  wäre^ 
80  müsste  nach  I,  §  43  die  ganze  Function  f{x)  den  algebrai- 
schen Theiler  x  —  to  haben,  der  gleichzeitig  ein  Theiler  der 
ganzen  Function  g{x)  ist,  und  dies  widerspräche  der  Voraus- 
setzung.   Wofern  man  also  in  dem  Bruche  — 7-^  der  Variable  x 

gißi) 

einen  reellen  Werth  beilegt,  welcher  einer  der  reellen  Wurzeln 
^v  ^^r+i>- •  ^^f +..+«+!  d^^  Gleichung  g{io)  =  Q  von  unten  oder 
oben  her  immer  näher  kommt,  so  nähert  sich  der  Zähler 
f{x)  jedenfalls  einer  von  Null  verschiedenen  Grösse,  der  Nenner 
nimmt  dagegen  numerisch  beständig  ab,  mithin  wächst  der  nu- 
merische Werth  des  Bruches  llber  jedes  Mass.  Um  die  Annähe- 
rung an  eine  bestimmte  Wurzel,  etwa  co^  zu  verfolgen,  möge  x 
nach  einander  die  beiden  Werthe  to^  —  d  und  w^  -f  £  erhalten, 
wo  d  und  e  wieder  beliebig  kleine  positive  Grössen  bedeuten. 

Dann  nimmt  der  Factor  (x  —  io^Y  von  g{x)  das  erste  Mal  den 

Werth  (—  d) ,  das  zweite  Mal  den  Werth  (fc)  an ,  während  die 
Vorzeichen  aller  übrigen  Factoren  beide  Male  dieselben  bleiben. 

Die  Grössen  (— (J/  und  (eY  haben  aber  entgegengesetzte  oder 
gleiche   Vorzeichen ,    je    nachdem   c   eine    ungerade   oder    ge- 

rade  Zahl  ist.    Die  Function  -~)  (-  erhält  daher  für  die  Werthe 

gw 

x  =  io^  —  d  und  a;=f0j4-e,  wofern  d  und  €  abnehmen,  wach- 
sende Werthe  von  gleichem  oder  entgegengesetztem  Vorzeichen, 
je  nachdem  die  Zahl  c  gerade  oder  ungerade  ist,  das  heisst, 
je  nachdem  die  Wurzel  co^  in  der  Gleichung  g{io)=^0  eine  ge- 
rade oder  eine  ungerade  Zahl  von  Malen  auftritt,  mit  demjenigen 
tibereinstimmend,  was  im  vorigen  §  llir  c=l  gezeigt  wordeli 
ist.  Bei  der  Annäherung  der  Variable  x  an  eine  andere  reelle 
Wurzel  der  Gleichung  5f(w)  =  0  zeigt  sich  aus  den  gleichen 
Gründen  die  entsprechende  Erscheinung. 

Für  den  so  eben  erörterten  Vorgang  ist  ein  besonderer 
Ausdruck  eingeführt  worden.  Wenn  ein  Werth  bei  dem  Ein- 
treten gewisser  Umstände  numerisch  in  solchem  Masse  wächst, 
dass  er  jede  gegebene  Grösse  übertrifft,  so  sagt  man,  dass  der 
Werth    unendlich    gross   werde.      Demnach    darf  man    sich    so 

f(x) 
ausdrücken,  dass  der  in  Rede  stehende  rationale  Bruch  -^-r 

g{x) 
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bei  der  Annäherung  der  Variable  x  an  eine  der  Wurzeln 
Wj,  w^^,, . . .  w^^  ^^^j  der  Gleichung  g((o)=^0   unendlich  gross 

wird.    Man  gebraucht  aber  auch  den  kürzeren  Ausdruck,  dass 

die  Function      )  :    fttr  den  Werth  x=iü,,  den  Werth  x=(o^,. 

g{x)  ^'  '+^ 

und  auch  ^  =  w^^.,  .,.^^.,  unendlich  gross  wird,  wogegen  nach 
unserer  ursprünglichen  Redeweise  gesagt  werden  nitisste,  der 
Bruch  sei  für  die  bezeichneten  Werthe,  durch  die  sein  Nenner 
verschwindet,  nicht  definirt.  Der  Begriff  unendlich  gross  wird 
durch  das  Zeichen 

00 

angedeutet.  Auch  da,  wo  es  sich  um  die  Ausdehnung  der  un- 
abhängigen Variable  von  einem  beliebig  grossen  negativen  zu 
einem  beliebig  grossen  positiven  Werth  handelt,  wendet  man 
den  Ausdruck  an,  dass  sie  sich  von  einem  negativ  unendlichen 
bis  zu  einem  positiv  unendlichen  Werthe,  oder  von  —  oo  bis 
+  00  erstrecke.  Es  lassen  sich  demnach  die  vorhin  aufgesuchten 

fix) 
Intervalle   der  Variable  x,   für   welche  die  Function  --y-4-  die 

Stetigkeit  bewahrt,  so  bezeichnen,  dass  sich  das  erste  von  —  oo 
bis  Wj,  das  zweite  von  cOj  bis  w^^j,  u.  s.  f.,  das  letzte  von 
^f+..+^+i  his  +00  ausdehnt.  Wählt  man  als  Beispiel  die 
Function 

f{x)  _  10.1?*  —  22x^  —  95^»  +  60a?  4-  101 
g{x)  ""  X»  — a?*-^3.r«+ 23a;*+ I6a?— 36' 

wo  5r(a;)  =  (a;  +  2)' (a;-~l)  (;r— 2-i)/5)  (rc--2+tY5)  ist,  so 
wird  Wj  =  —  2,  cü,=  --2,  ^3  =  1,  mithin  entstehen  drei  Inter- 
valle, von  denen  das  erste  von  — 00  bis  — 2,  das  zweite  von 
—  2  bis  + 1,  das  dritte  von  +  1  bis  +00  ausgedehnt  ist. 


§  9.    Differentiation  einer  algebraiechen  mit  Hfllfi»  von 
Wnrzelaiuiziehans:  dargestellten  Function  einer  Variable. 

Wenn  eine  beliebige  positive  Grösse  x  gegeben  ist,  so 
existirt  immer  eine  und  nur  eine  positive  Grösse  y,  welche  zu 
der  Potenz  von  dem  positiven  ganzen  Exponenten  n  erhoben 
die  Grösse  x  hervorbringt  (I,  §  17  und  20).  Diese  eindeutig 
definirte  Wurzel  der  reinen  Gleichung 
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(1)  ,f^x 

wird  die  positive  ni^  Wurzel  aus  der  Grösse  x  genannt,  und 
durch  das  Zeichen 

n 

(2)  y  =  »/S, 

oder  auch  als  eine  Potenz  mit  dem  gebrochenen  Exponenten  — 

ft 

(3)  y  =  x" 

ausgedrückt  Insofern  als  die  Grösse  x  beliebig  veränderliche  po- 

1 

n  — 

sitive  Werthe  erhält,  hängt  die  Grösse  ^  oder  x  von  x  ab 
und  bildet  eine  irrationale  Function  von  x,  wie  in  I,  §  104  be- 
merkt worden.  Sie  hat  die  sogleich  zu  begründenden  Eigen- 
schaften, beständig  zuzunehmen,  sobald  die  Variable  x  zunimmt, 
und  immer  stetig  zu  bleiben.  Es  seien  x  und  x^  zwei  beliebige 
positive  Werthe,  von  denen  x^  der  grössere  ist;  neben  der  Glei- 
chung (3)  gelte  die  Gleichung 

1 

Dann  erhält  man  Air  den  Quotienten  —   den  Ausdruck 

y 

(5)  ''=(-)'^ 

y      \  ^  / 

von  dem  sich  zeigen  lässt,  dass  sein  Werth  stets  über  der  Ein- 
heit liegt  und  derselben  beliebig  nahe  kommen  muss,  wenn  die 
Grösse  x^  der  Grösse  x  angemessen  genähert  wird.    Wäre  der 

positive  Werth  l--j  kleiner  als  die  Einheit  oder  ihr  gleich,  so 
würde  dessen  nie  Potenz  — -  gleichfalls  beziehungsweise,  kleiner 

X 

als  die  Einheit  oder   gleich  der  Einheit  ausfallen,   was  gegen 

die  Voraussetzung  Xy>x  verstiesse.    Es  ist  deshalb  der  Werth 
\_ 

n 


(--)  grösser  als  die  Einheit,  oder 


(5)  (^)=1^^' 
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WO  €  eine  positive  Grösse  bedeutet.  Sobald  nun  beide  Seiten 
von  (5)  auf  die  nte  Potenz  erhoben  werden,  kommt 

(6)  £l=(i+,): 

Nach   dem  in  I,  §  46   begründeten  binomischen  Lehrsatze 
ergiebt  sich  für  die  rechte  Seite  die  Entwickelung 

(7)  (1  +  6)  =l  +  y«+— X~2      ^   +...  +  €, 

ein  Aggregat  aus  lauter  positiven  Gliedern,  dessen  Werth  grösser 
sein  muss  als  das  Aggregat  der  beiden  ersten  Glieder  1  +  wfc. 
Es  besteht  deshalb  die  Ungleichheit 

(8)  ^>l  +  ne, 
aus  der  die  Ungleichheit 

")  !(:■-')>• 

folgt.    Die   letztere   lehrt,    dass  für   einen  hinreichend  kleinen 

Werth  der  Differenz  -'-  —  1,    oder,    was   auf  dasselbe   hinaus- 

kommt,  der  Differenz  x^  —  x,  die  positive  Grösse  «  beliebig  klein 

1 

wird,    folglich   die  über   der   Einheit  liegende   Grösse  l-^J 

oder  —    der  Einheit   beliebig    nahe    rückt.    Mithin   gehört   zu 

einem  Werthe  der  Variable  a;, ,  der  grösser  als  x  ist,  inuner  ein 

1 

Functionalwerth  a;",  welcher  grösser  ist  als  der  Functionalwerth 

1  IL 

X  ,  und  die  Differenz  Xi  —  x  wird  für  eine  gegen  die  Null  ab- 
nehmende Differenz  x^  —  x  beliebig  klein.    Hiermit  ist  der  In- 

halt  der  in  Betreff  der  Function  x    aufgestellten  Behauptungen 

für  jedes  die  Null  übertreffende  x  erwiesen.  Es  bleibt  nun  noch 

1 

zu  zeigen,  dass  die  Grösse  x  für  einen  beliebig  kleinen  positi- 
ven Werth  von  x  selbst  beliebig  klein  wird.  Dies  folgt  daraus, 
dass,  wenn  x  einen  kleineren  Werth  erhält  als  die  in  die  Ein- 
heit  dividirte  »te  Potenz   einer  beliebig   grossen  Zahl  6,    der 
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1 

'n  1 

Werth  von  x    unmöglich  grösser  als  —    sein   kann;    denn    in 

1 

I  —  - 

Folge   dieser   Voraussetzung   müsste   die    wte   Potenz   von   x 

1       ,  ..  ,1 

b 


grösser  als  die  »te  Potenz  von  --,  oder  x  grösser  als  —  sein. 


Die  Function  x    hat  also  von  dem  Werthe  a;=0  an  die  Eigen- 
schaft, zu  wachsen  und  stetig  zu  sein. 


Die  Ermittelung  des  Differentialquotienten  der  Function  x 
in  Bezug  auf  die  Variable  x  lässt  sich  auf  den  Umstand  grün- 
den, dass  diese  Function  aus  der  positiven  ganzen  Potenz  einer 
Variable  durch  Umkehrung  entstanden  ist.  Während  in  der 
obigen  Gleichung  (1)  die  Grösse  y  als  die  unabhängige  Variable, 
die  Grösse  x  als  die  abhängige  Variable  oder  als  Function  von 
y  auftritt,  so  vertauschen  in  der  entsprechenden  Gleichung  (2) 
die  Variabein  x  und  y  ihre  Rollen,  die  unabhängige  Variable 
wird  durch  x,  die  abhängige  Variable  oder  Function  von  x 
durch  die  Grösse  y  vertreten.     Der  aufzusuchende  Differential- 

quotient  der  Function  x    ist  nach  den  obigen  Bezeichnungen  der 

Grenzwerth  des  Verhältnisses 

1        1 

(10)  .yi-j!.=  frj=z_", 

X^  — X  .Tj  — X 

bei  einem  bestimmten  positiven  Werth  von  x  und  einer  gegen 
die  Null  abnehmenden  Differenz  Xi  —  x.  Vorhin  wurde  gezeigt, 
dass  für  eine  solche  Aenderung  der  Differenz  x^—x  die  Diffe- 
renz |/, —  y  nothwendig  abnimmt;  weil  indessen  jedem  positiven 
y  ein  einziges  positives  x  entspricht  und  umgekehrt,  so  wird 
die  beabsichtigte  Annäherurig  des  Werthes  x^  an  den  Werth  x 
auch  dadurch  hervorgerufen,  dass  man  den  Werth  y,  dem  Werthe 
y  nähert.  Nun  kennt  man  durch  die  Formel  (25)  in  §  5  den 
nach    der  Variable  y   zu  nehmenden  Differentialquotienten    der 

ganzen  Potenz  y"  =  x.   Zu  dem  von  y  verschiedenen  Werthe  y, 

gehört  der  Werth  der  Function  y,  =  a;,,  mithin  ist  der  bezeich- 
nete Differentialquotient  gleich  dem  Grenzwerthe  des  Verhält- 
nisses 
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n  fi 

^1— ^  _  Vi—y 


(11) 

Vi—y       y,-y 

für  eine  gegen  die  Null  convergirende  Differenz  y,  — y,  und  hat 

den  Werth  ny*" .  Aliein  der  auf  der  linken  Seite  von  (11)  be- 
findliche Bruch  geht  durch  Umkehrung  in  den  Bruch  tlber,  der 
auf  der  linken  Seite  von  (10)  steht;  zugleich  ist  der  Grenzwerth 
des  erstem  unter  derselben  Voraussetzung  bekannt,  für  welche 
der  Grenzwerth  des  letztern  gefunden  werden  soll.  Wenn 
daher  der  Grenzwerth  von  (11)  nicht  gleich  Null  ist,  das 
heisst,  wenn  die  Grösse  y  selbst  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth  hat,   so  wird  der  Grenzwerth  von  (10)  erhalten,   indem 

man  den  Grenzwerth  ny"~  in  die  Einheit  dividirt.  Es  entsteht 
somit   fUr   den   Differentioiquotientcn   der  irrationalen  Function 

y=x    die  Bestimmung 

(12)  T^  =  ^.' 

da:       ny 

welche   durch  Substitution  des  Ausdruckes   der  Function  y  in 

die  Gleichung 


[U")_i  V-' 


(13)  -%--/-= -a; 

dx  n 

übergeht. 

Der  Differentialquotient  einer  Potenz  mit  beliebigem  posi- 
tivem gebrochenem  Exponenten     -  ergiebt   sich   jetzt   aus    der 

Formel  (23)  des  §  5,  indem  für  den  vorkommenden  ganzen  Potenz- 
exponenten n  das   Zeichen  m  gebraucht   und  f{x)   durch   die 

Function  x    ersetzt  wird.    Man  findet 


n 


und  durch  Zusammenziehung 

(15)  4^.  =  i?.^-". 

dx  n 

Zur  Differentiation  einer  Potenz  mit  negativem  gebrochenem 


§  9.  Differentialquotieut  einer  Wnrzelgrösse.  47 

Exponenten führt  die  Gleichung  (8)  des  §  7,   die  durch 

n 

die  Annahme  f(x)=l  zu  der  folgenden  Gleichung  wird 

(16)  AiLm=. ^'1-.. 


Es  sei  hier  g{x)=x   ,  so  kommt 


W       n 
X 

(17)  A^/ 

ax 

oder 


ißi  ' 


(18)  , 

dx  n 

In  der  letzten  Formel  ist  auch  die  Gleichung  (10*)  des 

§  7  enthalten,  wofern  der  in  dem  Bruche vorhandene  Nen- 

n 

ner  n  gleich  der  Einheit  genommen   und  statt  der  ganzen  Zahl 

m  die  ganze  Zahl  p  gesetzt  wird.     Die  beiden   Formeln  (15) 

und  (18)  lassen  sich  in  eine  einzige  zusammenfassen;  denn  er- 

setzt   man  in  der  ersteren  den  positiven  rationalen  Bruch  — , 

in  der  letzteren  den  negativen  rationalen  Bruch durch  das 

n 

Zeichen  q,  so  entsteht  beide  Male  die  Gleichung 

/•in\  d\x)  V— 1 

(^^)  d^=«^    • 

Die  hier  aufgestellte  Regel  zur  Differentiation  einer  Po- 
tenz mit  beliebigem  gebrochenem  rationalem  Exponenten  ist 
fUr  jeden  von  der  Null  verschiedenen  positiven  Werth  der  Va- 
riable x  abgeleitet.  Was  die  Anwendung  des  Werthes  Null 
anlangt,  so  kommt  es  dabei  auf  die  Grösse  des  Exponenten 
q  an. 

Ist  der  rationale  Bruch  q  negativ,   so  folgt  aus  dem  aus- 


einandergesetzten Verhalten  von  x  ,  dass  sowohl  die  Function 
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x^  wie  auch  der  numerische  Werth  des  Diflferentialquotienten 

g  0?"  bei  abnehmendem  x  über  jedes  Mass  wächst.  Wenn  da- 
gegen der  rationale  Bruch  g   positiv   ist,   so  ergiebt   sich  auf 

gleiche  Weise,  dass  die  Function  x^  bei  al)nehmendem  x  gegen 
den  Werth  Null  convergirt;  daher  kann  man  den  zu  dem 
Werthe  a:=0  gehörenden  Diiferentialquotienten  direct  au&uchen, 
indem  man  die  Differenz  der  Functionswerthe,  welche  zu  a:=0 
und  zu  einem  positiven  Werthe  a;=A  gehören,  durch  den  Zu- 
wachs A  dividirt  und  hierauf  A  abnehmen  lässt.  Die  bezeich- 
nete Differenz  A''  —  O'  wird  gleich  A^  und  liefert,  durch  A  divi- 
dirt, den  Quotienten  A'~  .  Dieser  Werth  wächst  bei  abnehmen- 
dem Ä,  sobald  der  rationale  Bruch  g  kleiner  als  die  Einheit  ist, 
über  jede  Grösse;  er  hat  den  Werth  der  Einheit,  wenn  g=l 
ist,  und  wird  zu  Null,  wenn  g  die  Einheit  übertrifft.  Ein  genau 
entsprechendes  Verhalten  zeigt  der  auf  der  rechten  Seite  von 

(19)  befindliche  Ausdruck  ga:'~  ,  wofern  der  Werth  der  Variable 
X  der  Null  genähert  wird.    Für  einen  Werth  von  g,   der  unter 

der  Einheit  liegt,  wächst  der  Ausdruck  qo^~  ohne  Ende,  fllr 
den  Werth  g  =  l  ist  er  gleich  der  Einheit,  und  für  jedes  über 
der  Einheit  befindliche  g  wird  er  gleich  Null.  Vermittelst  des 
im  vorigen  §  erklärten  Sprachgebrauches  können  die  über  die 

Function  x^  für  ein  verschwindendes  Argument  x  angestellten 
Beobachtungen  folgendermassen  ausgedrückt  werden:  Wenn  der 
Exponent  g  negativ   ist,   wird   für  .r=0   sowohl   die  Function 

x'^  wie  auch  ihr  Differentiahiuotient  unendlich  gross.  Wenn 
der  Exppnent  g  positiv  aber  kleiner  als  die  Einheit  ist.  so  wird 

für  a;=0  die  Function  c^  gleich  Null,  dagegen  ihr  Differential- 
quotient unendlich  gross.     Bei  3=1  verschwindet  für  a:=0  die 

Function  o? ,  der  Differentialquotient  aber  wird  gleich  der  Ein- 
heit.   Bei  einem  über  der  Einheit  liegenden  g  verschwindet  für 

aj=0  die  Function  rr^  samnit  ihrem  Differentialquotienten. 

Wie  die  Ausziehung  einer  beliebig  hohen  Wurzel  aus  einer 
gegebenen  Grösse  nach  I,  §  40  unter  die  algel)raischen  Opera- 
tionen zu  rechnen  ist,  so  gehören  auch  die  Functionen  einer 
Variable,  die  durch  eine  beschränkte  Zahl  von  Anwendungen 
der  algebraischen  rationalen  Operationen  des  Addircns,  Subtra- 
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hirens,  Multiplicirens  nnd  Dividirens,  nnd  der  algebraischen 
irrationalen  Operation  des  Wurzelausziehens  dargestellt  werden, 
zu  den  algebraischen  Functionen.  Man  kann  eine  solche  alge- 
braische Function  mit  Hülfe  der  bisher  gegebenen  Regeln  diflferen- 
tiiren,  sobald  eine  Vorschrift  hinzugefügt  wird,  um  den  Diflferen- 
tialquotienten  einer  beliebig  hohen  Wurzel  aus  einer  gegebenen 
Function  zu  finden,  deren  Differentialquotient  schon  bekannt  ist. 
Es  sei  f{x)  eine  für  das  Intervall  a<lx<^h  gegebene  eindeutige 
stetige  Function,  die  in  dem  Interrall  positiv  bleibt;  dann  be- 
zeichnet die  positive  nte  Wurzel  aus  f(x) 

(20)  in^) = if  (x))'' 

eine  eindeutige  Function,  deren  Differentialquotient  gesucht  wird. 
Doch  lässt  sich  mit  denselben  Mitteln  auch  der  Differentialquo- 
tient einer  Potenz  von  einem  beliebigen  gebrochenen  rationalen 
Exponenten  q  ableiten 

(21)  y=(f(^))'', 

was  wir  zu  thun  vorziehen. 

Für  einen  von  dem  bestimmten  Werthe  x  verschiedenen 
Werth  X  +  h  nehme  die  Function  y  den  Werth  y,  an,  alsdann 

lässt  sich  der  Quotient     \        in  der  folgenden  Weise  als  ein 

Product  von  zwei  Quotienten  darstellen 

^     '  h       ~"       f{a  +  ~h)—f{x)  h 

Wenn  man  nun 

(23)  f(x)  =  j^,f{x-hh)  =  i^, 

setzt,  so  verwandelt  sich  der  erste  Quotient  in  den  Ausdruck 

(24) 


s;^  —  ß 


Bei  abnehmendem  h  nimmt  die  Differenz  f{x  4-  A)  —f(x)  =  e.^  — £ 
wegen  der  Stetigkeit  der  Function  f{x)  ebenfalls  gegen  die  Null 
ab.  Der  Quotient  (24)  convergirt  aber,  wenn  dies  geschieht,  als 
Grenzwerth  gegen  den  in  Bezug  auf  die  Variable  -e  genomme- 
nen Differentialquotienten   der  Function  / ,  welcher  nach  (19) 

durch  qjs/'^^  bezeichnet  wird.  Gleichzeitig  geht  der  auf  der 
rechten  Seite  von  (22)  befindliche  zweite  Bruch  in  den  Differen- 

Llpschiti»  AiiAlyais  U.  ^ 
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df(x) 
tialquotienten  —j        über.    Mithin  nähert  sich  die  linke  Seite 

von   (22)   bei   abnehmendem  h  dem   Produet   aus   dem  Grcnz- 

werthe  des  ersten  Factors  }/~  und  dem  Grenzwerthe  des  zwei- 

df(x) 
ten  Factors  — t—  i    und  man  erhält  für  den  gesuchten  Diflfe- 

dx 

rentialquotienten  der  Function  y  =  {f{x)y  das  Ergebniss 

(25)  .  J^^Ml^  5  (/•(»)»-  Mi^L 

Hierin  liegt  das  Bildungsgesetz  des   Diflferentialquotienten  der 

" l 

Function  ifix),    wofern   der    Exponent   q  gleich       genommen 

n 

wird. 

Als  Beispiel  einer  zu  differentiirenden  algebraischen  ver- 
mittelst Wurzelauäziehung  dargestellten  Function  diene  die 
folgende 

7^«  — 42^  +  4 

^  8     _    _  

Sie  lässt  sich  vermittelst  eines  gebrochenen  Potenzexponenten 
so  ausdrücken 

t,  =  (7.T'  — 42a:4-4)(a;*  — 5x»  +  13a:  — 9)    '. 

Nach  der  Regel  für  die  Differentiationen  eines  Products 
(18)  in  §  6  hat  man 


4^  =  (14a;  — 42)(a;»-5a;*  +  13iP-9)    ' 
dx 

__  1 

dx 

ferner  nach  der  obigen  Formel  (25) 

_  1 

d(x'  — 5a?'  +  13^-9) 
dx 

4 

=  -^(a:»—5rc«  + 13^-9)    '  (3a,-^ -10;r+ 13); 
3 

der  gesuchte  Differentialquotient  wird  deshalb 
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_  1 
4-  =  (14j--12)(a;»--5a;*  +  13a:-9)    ' 

CIA* 

_  4 

—  J  (7a;«-42j;  +  4)  (3a;«  — 10a;  +  13)  (a:»  — 5a;«  + 13x-9)    ". 

Wir  werden  im  nächsten  §  zn  der  Differentiation  8oicher 
Functionen  übergehen,  die  nicht  dem  Gebiete  der  Algebra  an- 
gehören und  deshalb  transcendente  Functionen  genannt  werden^ 
bemerken  jedoch,  dass  der  bestehende  Sprachgebrauch  auch  noch 
andere  als  die  rationalen  Operationen  und  die  Ausziehung  der 
Wurzeln  zu  den  algebraischen  Operationen  rechnet,  und  die  durch 
eine  beschränkte  Anzahl  von  algebraischen  Operationen  hervor- 
gebrachten Functionen  als  algebraische  Functionen  bezeichnet 

Es  ist  oben  herrorgehoben,  dass  die  Grösse  y=^x  eine  be- 
stimmte Wurzel  der  Gleichung  (1)  bedeutet;  ebenso  repräsentirt 

m 

die  Potenz  mit  positivem  gebrochenem  Exponenten  y  =  a-  eine 
Wurzel  der  Gleichung  y'  —  a;"*  =  0,    die  Potenz   mit   negativem 

m 

gebrochenem  Exponenten  y  =  ar  eine  Wurzel  der  Gleichung 
y"  —    ^  =  0.  In  diesen  Beispielen  erscheint  y  als  eine  bestimmte 

Wurzel  einer  algebralsehen  Gleichung,  deren  Coefiicienten  ratio- 
nale Functionen  der  Variable  x  sind.  Dem  entsprechend  zählt 
man  die  Lösung  der  Aufgalje,  die  Wurzel  y  einer  algebrais<;ben 
Gleichung  zu  bestimmen,  deren  Coefiicienten  rationale  Functionen 
einer  Variable  x  sind,  ebenfalls  zu  den  algebraischen  0|>eratio- 
nen.  Wenn  man  die  Coefficienten  als  Quotienten  von  rationalen 
ganzen  Functionen  ausdrückt,  die  alle  denselben  Nenner  haben, 
so  wird  unter  Anwendung  der  Bezeichnungen 

(26)  A,  =  A,,  jr"*  +  ^^  ^r*^'  +  .  . .  +  A^^^ 


die  Gestalt  der  für  die  Grösse  y  geltenden  Gleichung  die  folgende 
(27)  A^y'  4- Jj/'^-h...  ^^.„jy  +  ^.^O. 
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Die  Aufgabe,  den  Differentialquotienten  einer  in  solcher  Weise 
gegebenen  algebraischen  Function  y  von  x  aufzusuchen,  bleibt 
der  späteren  Behandlung  vorbehalten. 


§  10.    DUrerentlatloii  eines  Loffarithmen. 

Sobald  eine  beliebige  positive  die  Einheit  übertreflFende 
Grösse  C  als  Basis  gewählt  ist,  bezeichnet  die  Exponential- 
function 

(1)       '  y=  C 

nach  I,  §  101  für  jedes  negative  oder  positive  x  einen  vollstän- 
dig bestimmten  positiven  Werth;  die  Definition  dieser  Function 
erstreckt  sich  demnach  auf  den  Bereich  aller  reellen  Werthe  der 
Variable  x  von  —  oo  bis  +  oo.  Es  ist  ferner  in  I,  §  102  er- 
wiesen, dass,  wenn  ein  beliebiger  positiver  Werth  y  gegeben 
und  der  zugehörige  Werth  x  verlangt  wird,  die  aus  der  in  Rede 
stehenden  Exponentialfunction  durch  Umkehrung  hervorgehende 
logarithmische  Function 

(2)  a:  =  Logy 

ebenfalls  eindeutig  bestimmt  ist.  Wir  werden  jetzt  den  Diffe- 
rentialquotienten des  Logarithmus  von  y  in  Bezug  auf  die  Va- 
riable y  aufsuchen  und  hierauf  die  Differentiation  der  Function 

C'  nach  der  Variable  x  bewerkstelligen. 

Man  kann  dem  mit  zwei  verschiedenen  positiven  Werthen  y 
und  y  +  ifc  gebildeten  Quotienten 

(3)  Log  [y  +  Ä;)  -T^Log^ 

vermöge  des  Umstandes,  dass  die  Differenz  zweier  Logarithmen 
gleich  dem  Logarithmus  des  Quotienten  ist,  die  Gestalt  geben 

und  diese  nach  der  für  den  Logarithmus  einer  Potenz  geltenden 
Regel  in  die  folgende  verwandeln 
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Es  kommt  nun  darauf  an  zu  ermitteln,  ob  der  Ausdruck 


y 


TO  (l  +  ,^)  . 


wenn  der  positive  Werth  y  festgehalten  und  der  positive  Werth 

h  der  Null  genähert  wird,  sich  einem  bestimmten  Grenzwerthe 

nähere,    und    tHr    diesen    Fall    den    Grenzwerth    darzustellen. 

Dieser   Zweck   lässt  sich  erreichen,   in    dem   man   zuerst   die 

specielle  Voraussetzung  betrachtet,  dass  statt  des  abnehmenden 

k 
Werthes  —  der  reciproke  Werth  einer  positiven  ganzen  Zahl  n 

gesetzt  werde,   die   über  jedes  Mass  hinaus  wächst.    Dadurch 
geht  der  Ausdruck  (6)  in  den  einfacheren 


(7) 


(-^)" 


tlber;  zur  Discussion  desselben  soll  der  für  einen  ganzen  posi- 
tiven Exponenten  n  geltende  binomische  I^hrsatz  benutzt  werden, 
der  auch  in  (7)  des  vorigen  §  gebraucht  ist. 

Wir  theilen  die  n  + 1  Glieder  der  auszuführenden  Ent- 
Wickelung  in  zwei  Theile,  von  denen  der  erste  die  ^  + 1  ersten, 
der  zweite  die  n — i  letzten  Glieder  umfasst.  Demnach  bat  man 


(-vr= 


(8)        1  +  ^    =^  +  i, 


Da  femer   der  Zähler   eines  jeden   Binomialcoefficienten 
soviel   Factoren   enthält    wie   in   der  zugehörigen  Potenz  von 

vorhanden  sind,    üK)  enti^tebt  durch  Multiplication  jedes  ein- 
zelnen dieser  Factoren  mit    -  die  Darstellung 

111.    4  — lj.^-1 "  a.       j.'  "'^  *tl       \  n    J 
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(i-')(,-A)../,_j) 


(l  +  {)'■  §  10. 


{'-i)(-l)-('-^) 


1.2.3...n 
Man  hat  nuiiDiehr  Werthe  aufzusuchen,  die  über  und  unter 
A,  und  Werthe,  die  über  und  unter  B  liegen.  Kennt  man 
erstens  zwei  Werthe,  von  denen  A  eingeschlossen  wird  und  die 
bei  wachsendem  n  gegen  denselben  Grenzwerth  convergiren, 
und  zweitens  zwei  Werthe,  welche  für  B  dieselbe  Bedeutung 
haben,  so  ist  damit  auch  der  Grenzwerth  des  Aggregats  A  +  B 

oder   des   Ausdrucks  ( 1  +      )  gefunden. 

Die  einzelnen  Glieder,  aus  denen  die  rechten  Seiten  von 
(11)  und  (12)  zusammengesetzt  sind,  haben  säramtlich  das  po- 
sitive Vorzeichen;  daher  wird  die  Summe  durch  eine  nume- 
rische Vergrösserung  eines  einzelnen  Gliedes  vergrössert  und 
durch  eine  bezügliche  Verkleinerung   verkleinert.    Üie   in   den 

1  2 

Zählern  vorkommenden  Factoren  1  —    ,1  — ^  , . . .  sind  lauter 

n  n 

echte  Brüche,  die  vergrössert  werden,  sobald  man  sie  durch 
die  Einheit  ersetzt.  Aus  diesem  Grunde  gelten  die  Ungleich- 
heiten 

• 

(13)  A<=zl-^}^^-^^  ^-^^..,-^-^^^-—, 

(14)  ^<i  2.3..(f  +  l)  "^1.273:7(^+2)  "^  •••  "^    1.2.3...~n 
Dagegen  ist  von  den  Producten,   die  in  den  Zählern  der  Sum- 
manden  der  rechten  Seite  von  (11)  stehen,  das  letzte  Product 
das  kleinste;  deshalb  findet  sich  die  Ungleichheit 

^.,^.(,.|.J^...,_l__)(,_.)(,_i).(,_L;_i). 

Ferner  ist 

(16)  B>0. 

Das  auf  der  rechten  Seite  von  (15)  erscheinende  Product 
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nimmt   einen    kleinereu  Werth    an,   wofern  statt  jedes  Factors 

der  kleinste  und  zugleich  letzte  Factor  { 1 1  gesetzt  wird; 

es  ist  daher 

(18)  ^>(^-V 

Man  kann  die  so  eben  eingeführte  (^— Ijte  Potenz  aber- 
mals nach  dem  binomischen  Lehrsatze  entwickeln  und  erhält 
den  Ausdruck 

(19)  f  1  -  '--•)  =  1  -  ^1-  ir-A  4-  ii-lll=^l  (L-JV  t  . . ., 

\  n    J  In  1.2  \    n   J 

wo  die  Vorzeichen  der  einzelnen  Glieder  regelmässig  abwechseln. 
Ihre  numerischen  Werthe  sind  von  dem  des  zweiten  ab  so  be- 
schaffen, dass  jeder  aus  dem  vorhergehenden  durch  Multipli- 
cation  mit  einem  Factor   entsteht,    der    kleiner   als   der   nume- 

(t—iy 

rische  Werth  des  zweiten  Gliedes ist.    Trifft  man  daher 

n 

über   die   Zahl  t,   welche    bis   dahin   jeden  unter  n  liegenden 

Werth  annehmen  durfte,  die  Vertilgung,  dass  der  Bruch  -^^ 

fi 

kleiner  als  die  Einheit  sei,  so  folgt  daraus,  dass  der  numerische 
Werth  eines  jeden  Gliedes  kleiner  als  der  Werth  des  vorherge- 
henden wird.  Eine  Summe,  deren  Glieder  regelmässig  ab- 
wechselnde Vorzeichen  haben  und  dem  absoluten  Werthe  nach 
beständig  abnehmen, 

(20)  ^0  "^  ^1  "^  ^2  "~  ^3  "^  •  •  •  +  (""  1)*  ^, 

lässt  sich  aber  dadurch  in  Grenzen  einschliessen,  dass  man  die 
Addition  der  auf  einander  folgenden  Glieder  entweder  nach 
einem  negativen  oder  nach  einem  positiven  Gliede  abbricht.  In 
dem  ersteren  Falle  wird  eine  Summe  tortgelassen 

die  nach  der  Voraussetzung  aus  lauter  positiven  Differenzen 
und  bei  geradem  ä  aus  solchen  und  noch  einem  positiven  Ele- 
mente besteht,  und  deshalb  'einen  positiven  Werth  hat;  in  dem 
zweiten  Falle  dagegen  eine  Summe 

die  aus  lauter  negativen  Differenzen  und  bei  un^ceradem  s  aus 
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solchen  und  noch  einem  negativen  Elemente  besteht  und  deshalb 
einen  negativen  Werth  hat.  Mithin  muss  der  Werth  der  Summe 
(20)  stets  grösser  sein  als  die  Summe 

(23)  a^  —  Oj  4-  Oj,  —  Cg  +  . . .  4-  a^^^^—  a^^^ 

und  stets  kleiner  als  die  Summe 

(24)  •       Oq  —  Cj  +  ttj,  — +  a^^^j  —  a2^_i  +  a^^. 

Unter  der  Voraussetzung,  die  wir  nunmehr  einführen,  dass 

unter  der  Einheit  befindlich  sei,   ist  daher  die  linke 

n 

Seite   von  (19)   grösser  als   das   Aggregat   der   beiden   ersten 

Glieder,  das  heisst 

Wenn   man   also   in  (15)   statt   des  Products  P  den   in  Folge 

(t—W 

von  (18)  und  (25)  zu  kleinen  Werth  1  —  -^ —  substituirt,  so 

n 

entsteht  für  A  die  Ungleichheit 
bei  welcher 

(27)  ii=ll'<:l 

n 
sein  muss. 

Es   ist  leicht,   einen  von  der  Zahl  n  unabhängigen  Werth 

anzugeben,  welchen  die  rechte  Seite  von  (14)  und  darum  auch 

die  Grösse  B  selbst  niemals  erreichen  kann.    Jedes  Glied  der 

rechten  Seite  von  (14)  wird  aus  dem  vorhergehenden  erhalten, 

indem  zu  dem  Nenner  successive  eine  der  Zahlen  ^  4-  2,  ^  +  3, . .  .n 

als   Factor    hinzutritt.     Die    ganze    Summe   hat    daher    einen 

kleineren  Werth   als   die   folgende,   bei   der  statt  jedes  neuen 

Factors  überall  die  kleinere  Zahl  ^4-1  gesetzt  ist, 

(2^^  i.2.3.!.(*+T)0  +  7TT  +  (r:^  +  ---  +  ^^7TP^^)' 

Die  in  der  Klammer  befindlichen  Brüche  bilden  eine  geo- 
metrische Reihe,  deren  Summe  gleich  der  Grösse 


(29) 

1  — 


<  +  l 
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ist  Weil  hier  t+1  mindestens  gleich  Zwei  ist,  so  sind  der 
Zähler  und  Nenner  von  (29)  nothwendig  positiv,  und  wird 
der  Wertb  durch   Weglassen   der   in  dem   Zähler   zu  subtrur 

hirenden  Potenz  —7-  vergrössert,  wodurch  aus  (29)  der 

(^  +  1)"""' 

Ausdruck 

(30.  7Tir=^ 

t  +  1 

entsteht.    Es  ist  also  der  Werth  von  (28)  kleiner  als  das  Froduct 

m\  ^  1±1  =  ___L__ 

^     '  1.2.3..<(<+1)  '      t  (1.2.3...0«' 

und  deshalb  folgt  aus  (14)  die  Ungleichheit 

(^^^  ^<    (1.2.3...0^  ' 

Wenn   man   dieselbe  mit  (13)   durch   Addition   verbindet  und 

in   gleicher  Weise   (16)  mit  (26)   combinirt,   so   ergeben   sich 

für  das  Aggregat  A  +  B=  1 1  +  -  j  die  Einschränkungen 


(33)   (m-i-)<i  +  -l+^ 


+  ..+ 


1.2       *•      1.2.3..^      (1.2.3..0^ 

<->  (-i)■>(>-^l^--oki)(-^)• 

Um  zu  erkennen,  was  hieraus  unter  der  Voraussetzung, 
dass  n  immer  grössere  Werthe  erhält,  folge,  muss  man  nament- 
lich beachten,  dass  die  für  t  gegebene  Bedingung  (27),  so- 
bald die  Zahl  t  einem  bestimmten  Werthe  der  Zahl  n  ent- 
sprechend gewählt  ist,  für  denselben  Werth  von  t  und  für 
jeden  grösseren  Werth  von  n  ebenfells  gilt.  Die  Bedingung 
(27)  bedeutet  in  der  That  nur,  dass  die  Zahl  ^—1  kleiner 
als  die  Quadratwurzel  aus  der  Zahl  n  sein  soll,  und  wenn 
t—l  kleiner  als  die  Quadratwurzel  aus  einer  bestimmten  Zahl 
n  ist,  so  bleibt  ^  —  1  von  selbst  kleiner  als  die  Quadratwurzel 
aus  jeder  Zahl,  welche  über  jenes  bestimmte  n  hinaus- 
geht Beispielsweise  darf  t  vermöge  der  Bedingung  (27)  für 
n=100  höchstens  gleich  10,  für  n=  10000  höchstens  gleich 
100  sein,  u.  s.  f. 

Nachdem  also  ein  zu  einem  bestimmten  Werthe  N  der 
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Zahl  n  gehöriger  Werth  von  t  angenommen  ist,   möge  n  nach 

nnd   nach   immer   grössere  Werthe  N\  N'\ . .  bekommen   und 

gleichzeitig  der  Werth  von  t  festgehalten  werden;   dann  bleibt 

in  (34)  die  erste  Klammer  der  rechten  Seite  ungeändert,  während 

der  in  der  zweiten  Klammer  von  der  Einheit  abzuziehende  Bruch 

(t  —  l)^ 

_>.    ._/_     durch  das  beständige  Wachsen  seines  Nenners  beliebig 
n 

klein  wird.    Die  rechte  Seite  von  (34)  nähert  sich  deshalb  stets 

zunehmend  dem  Werthe  der  ersten  Klammer 

(35)  i+_;.+_}_.  +  ...  +  .._i__-_ 

als  Grenzwcrth.    Die  rechte  Seite  von  (33)  ist  gleichzeitig  um 
den  Betrag 

(3(5)  ^ 


(1  .2,3,.J)t 
grösser   als    (35).     Mithin    zeigt    sich ,    dass    der  Werth   des 

Ausdruckes  ( 1  4-     1    bei  einem  ohne  Ende   wachsenden  n  von 

der  Summe  (35)  um  eine  Grösse  abweicht,  die  zwischen  einer 
beliebig  kleinen  negativen  und  der  positiven  Grösse  (36)  liegt. 
Allein  es  steht  nichts  im  \Vege,  von  vorne  herein  die  zu 
der  Bestimmung  der  Zahl  t  gebrauchte  Zahl  n=N  so  gross  zu 

wählen,  dass  der  Werth  -  und  in  Folge  dessen  auch  der  Werth 

(36)  beliebig  klein  wird.    Dadurch  fällt  die  DiflFerenz  zwischen 

dem  mit  einer  wachsenden  Zahl  n  gebildeten  Ausdruck  { ^  +  -) 

und  der  mit  der  hinreichend  grossen  Zahl  t  gebildeten  Summe 
(35)  zwischen  eine  positive  und  eine  negative  Grösse  von  be- 
liebig kleinem  numerischen  W^erth.  Nun  hat  aber  die  Summe 
(35)  die  Eigenschaft,  bei  einem  gentlgeud  grossen  t  einem  be- 
stimmten Grenzwerthe  beliebig  nahe  zu  kommen  und  zwar  ist 
der  erforderliche  Beweis  im  Vorhergehenden  schon  enthalten. 
Denn  wenn  die  Summe  (35)  zuerst  mit  einem  gewissen  Werthe 
von  t  gebildet  ist  und  daher  aus  /  + 1  Gliedern  besteht,  und 
wenn  (35)  hierauf  mit  der  um  beliebig  viel  grösseren  Zahl  t^ 
gebildet  und  folglich  auf  t^-^1  Glieder  ausgedehnt  wird,  so 
kommt  zu  dem  ursprünglichen  das  Aggregat  von  (t^  —  t)  Gliedern 
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1.2.3...(^+1)       1.2. 3. ..(^4- 2) 1.2.3...^, 

hinzu.  Dasselbe  unterscheidet  sich  von  der  rechten  Seite  von 
(14)  nur  insofern,  als  die  Zahl  n  durch  die  Zahl  t^  ersetzt  ist. 
Mithin  finden  alle  Schlüsse  Anwendung,  die  vorhin  in  Bezug  auf 
die  rechte  Seite  von  (14)  angestellt  sind,  und  es  leuchtet  ein, 
dass  das  Aggregat  (35*),  wie  gross  auch  immer  die  Zahl  t^ 
genommen  werde,  stets  kleiner  bleibt  als  der  in  (31)  angegebene 

Ausdruck   .  j  von  dem  schon  erwähnt  worden  ist,  dass 

^1  ,  Z  ,ö ,  ,t)t 

er  für  eine  angemessen  grosse  Zahl  f  beliebig  klein  ausfällt. 
Hiermit  ist  gemäss  den  in  I,  §  105  aufgestellten  Definitionen 
nachgewiesen,  dass  die  Summe  (35)  bei  beständig  vergrösserter 
Gliederzahl  ^4-1  sich  einem  festen  Grenzwerthe  nähert  oder 
couvergirt,  und  da  der  Werth  des  mit  einer  wachsenden  Zahl  n 

gebildeten  Ausdrucks  [  1  +  -)  von  jener  Summe  (35)  um  beliebig 

wenig  diflFerirt,  so  nähert  sich  der  in  Rede  stehende  Ausdruck 
demselben  Grenzwerthe.    Man  hat  daher  das  Resultat 

(37)  ,i™(l-.l)  =  l-.l4-J-+^  +  ...  4-3-^^3--- 

für  einen  beliebig  grossen  Werth  der  Zahl  t  oder  eine  unend- 
liche Ausdehnung  der  betreffenden  Summe.  Die  Reihe  ist  die- 
selbe, die  in  I,  §  114  vorkommt,  und  deren  Summenwerth 

(38)  e  =  2,718281828459045  . .  . 

daselbst  als  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystenis  be- 
zeichnet ist.     Der  Werth  e  geht  dort  aus  der  unendlichen  Reihe 

^  1   ^  1.2  ^   1.2.3        ••• 

durch  Einführung  des  Werthes  js  =  l  hervor;  das  Bildungs- 
gesetz   der    letzteren  Reihe    entstand  aber  in  I,   §  112  auf  die 

Weise,   dass  in  der  Entwickelung  des  Ausdruckes  (14-jer)''    für 

9 

die  Grösse  z  der  Bruch  -    substituirt  und  statt  der  auftretenden 

n 

Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  z  immer  der  Grenz- 
werth angewendet  wurde,  dem  sich  der  betreffende  Coefficient  für 
eine  ohne  Ende  wachsende  Zahl  n  nähert. 
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Nachdem   der  Grenzwerth  des  Ausdruckes  (7)  ermittelt  ist, 
lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  der  Ausdruck  (6) 

k 


(-7). 


von  dem  die  Frage  ausging,  bei  der  Annäherung  der  positiven 
Grösse  k  gegen  die  Null  ebenfalls  gegen  den  Grenzwerth  e  con- 

k 

vergirt    Wofern  nämlich  der  positive  beliebig  kleine   Bruch 

nicht  selbst  dem  reciproken  Werthe  einer  ganzen  Zahl  gleich 
ist,  muss  derselbe,  weil  die  Reihe  der  reciproken  Werthe 
der  natürlichen  Zahlen  beständig  abnimmt  und  unter  jede 
noch  so  kleine  Grösse  herabsinkt,  zwischen  zwei  mit  der- 
selben ganzen  Zahl  n  gebildete  Brttche  -  und  — —  fallen.  Als- 
dann ist 
(39)  n<^<:n+  1. 

Der  Ausdruck  (6)  wird  sowohl  durch  eine  Verkleinerung  der 
Basis  wie  durch  eine  solche  des  Exponenten  verkleinert,  durch 
eine  Vergrösserung  der  beiden  Elemente  vergrössert.  Deshalb 
bestehen  die  Ungleichheiten 

<->         (-;rh-)"<('-^)<(-r 

in  denen  man 

setzen  darf.    Nach  (37)  convergirt  der  Ausdruck  (l^ — -— p] 

ebenso  wie  der  Ausdruck  ( 1  ^ J    bei  wachsendem  n   gegen 

den  Grenzwerth  e,  während  sich  gleichzeitig  sowohl  der  Factor 


»+1 


^■^^rh 


wie  auch  der  Factor  ( 1  H j   der    Einheit  nähert. 
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Der  Ausdruck  ( 1  H —  1  ist  demnach  zwischen  zwei  Grössen  ein- 
geschlossen, deren  jede  von  dem  Grenzwerthe  e  beliebig  wenig 
abweicht,  und  convergirt  deshalb,  wie  behauptet  worden,  gegen 
denselben  Grenzwerth;  es  ergiebt  sich  also 

(\* 

Durch  die  Substitution  dieses  Werthes  in  (5)  erhält  man 
den  gesuchten  Ausdruck  für  den  nach  der  Variable  y  eu  nehmen- 
den Differentialquotienten  der  Function  Log  y,  welche  eu  dem 
System  von  der  beliebig  gewählten  Basis  C  gehörty 

(43)  A^.  =  ^   Log.. 

dy  y 

Es  wurde  schon  vorher  daran  erinnert,  dass,  wenn  die 
Constantc  e  zur  Basis  eines  Logarithraensystems  genommen  wird, 
die  betreffenden  Logarithmen  natürliche  Logarithmen  genannt 
werden.  An  die  Stelle  der  obigen  Gleichungen  (1)  und  (2) 
treten  dann  die  Gleichungen 

(1*)  y  =  e, 

(2*)  x  =  \o^y, 

welches  Zeichen,  wie  in  I,  auschliesslich  für  den  natürlichen 
Ijogarithmus  gebraucht  werden  wird.  Da  nun  der  Logarithmus 
der  Basis  in  dem  bezüglichen  System  gleich  der  Einheit  ist, 
so  folgt  aus  der  Gleichung  (43)  die  Bestimmung  für  den  Dif- 
ferentialquotienten  des  Logarithmus  naturalis 

(44)  _^^=^ 

dy  y 

Der  Differentialquotient  des  Logarithmus  naturalis  einer  Variable^ 
nach  dieser  selbst  genommen,  ist  somit  gleich  dem  reciproken  Werth 
der  Variable. 

Der  Ableitung  des  Differentialquotienten  einer  Exponen- 
tialfunction  lassen  wir  eine  allgemeinere  Betrachtung  vorangeben. 
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§  11.    Besiehunsr  swlsohen  den  DUTerentialquotienteii  zweier 

Functionen,  von  denen  die  eine  die  umgekehrte  Function  der 

andern  ist.    IHIferentiation  einer  EzponentialAinction. 

Es  sei  eine  eindeutige  endliche  und  stetige  Function 

(1)  y  =  f{^) 

für  das  Intervall  a^x<b  gegeben,  ihr  Werth  bewege  sich, 
während  x  von  dem  Werthe  a  bis  zu  dem  Werthe  h  fortschrei- 
tet, von  dem  Werthe  p  bis  zu  dem  Werthe  q.  Man  setzt  aus- 
serdem voraus,  dass  zu  jedem  zwischen  p  und  q  liegenden 
Werthe  von  y  ein  eindeutig  bestimmter  Werth  x  gehöre  und 
dass  demgemäss  die  der  Function  f(x)  entsprechende  umge- 
kehrte Function 

(2)  x  =  (p{y) 

für  das  Intervall  P'^y^q  gleichfalls  eindeutig,  endlich  und 
stetig  gegeben  sei.  Wenn  dann  der  nach  x  genommene  Difife- 
rentialquotient  der  Function  f{x)  bekannt  ist,  so  kann  aus  dem- 
selben überall,  wo  er  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat, 
der  nach  y  zu  nehmende  Differentialquotient  der  Function  (p  (y) 
erhalten  werden,  und  umgekehrt. 

Nachdem  durch  die  Gleichung  (1)  zu  einem  bestimmten 
Werthe  x  der  zugehörige  Werth  y  und  zu  einem  von  x  ver- 
schiedenen Werthe  x^  der  zugehörige  Werth 

determinirt  ist,  muss  vermöge  der  getroffenen  Annahme  bei 
einer  numerisch  gegen  die  Null  abnehmenden  Differenz  x^  —  x 
die  Differenz  f{x^)  — f{x)  gleichfalls  abnehmen,  und  es  gilt  die 
Gleichung 

(4)  iun.£^=Ii^l=I^l. 

X^ — X  ddC 

Da  hier  zu  jedem  Werth  von  y  immer  ein  und  nur  ein  Werth 
von  x  gehören  soll,  so  entspringt  aus  der  Gleichung  (3)  die 
Gleichung 

(5)  ^,  =  9>  iyi\ 

und  weiter  folgt,  dass,  wenn  der  Werth  y,  dem  Werthe  y  ge- 
nähert wird,  die  Differenz  cpiy^)  —  fp{y)  sich  nothwendig  eben- 
falls numerisch  der  Null  nähert.  Der  Differentialquotient  der 
Function  q){y)  in  Bezug  auf  die  Variable  y  ist  dann  der  Grenz- 
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werth  des  Verhältnisses  -^^-^ 5?_?_   welcher  einer  ffc^en  die 

Null  abnehmenden  Differenz  y^  —  y  entspricht.  Bildet  man  jetzt 
die  Gleichungen 

(6)     ti^-0 z: f^^l ^  It^zA,    9(yi)-9(y)  ^  .-^i  -:?.^ 
a^—x  x^^a'         y^—y  y^—y' 

so  erweist  sich  der  zweite  Bruch  als  der  reciproke  Werth  des 
ersten;  der  Grenzwerth  von  diesem  wird  tlttr  eine  abnehmende 
Differenz  x^—x  durch  die  Gleichung  (4)  dargestellt,  die  ge- 
nannte Voraussetzung  zieht  aber  die  Abnahme  der  Differenz 
y,  —  y  nach  sich,  und  der  Grenzwerth  des  zweiten  Bruches,  der 
für  eine  abnehmende  Differenz  y^—y  gesucht  wird,  drttckt  den 

Diflferentialquotienten  ^^'^-   aus.  Wofern  also  der  Werth    -,- 

nicht  verschmndet,    erijiebt  sich   die   Bestimmung   des   Differen- 

tialquotienten   ^  -  a^s  der  Gleichung 

(7)  ^'fß  ^Ji^)  =  1. 

dy        dx 

Vermöge  dieser  Gleichung  ist  der  eine  Differentidlquotient  gleich 
dem  reciprohen  Werthe  des  andern^  und  entsteht  ebenso,  wenn  der 

DifferenticUquotient  -^"-  vorliegt  und  einen  von  NtM  verschiede- 

dfix) 
nen  Werth   hat,  der    zugehörige  Differentidlquotient    ~    •• 

Die   hier    angestellte    Betrachtung   schliesst    die    speciel- 
lere   ein,   durch   welche   in   §  9  der  Diflferentialquotient   einer 

Potenz  mit  dem  gebrochenen  Exponenten  -  abgeleitet  ist  Dem 

obigen  allgemeinen  Satze  (7)  lässt  sich  ferner  eine  anschauliche 
geometrische  Bedeutung  beilegen,  sobald  x  und  y  als  die  recht- 
winkligen Coordinaten  eines  Punktes  in  einer  Ebene  aufgefasst 
werden.  Nimmt  man  an,  dass  die  Abhängigkeit  der  Ordinate 
y  von  der  Ordinate  x  durch  die  in  Rede  stehende  Gleichung 
y:=f(x)  festgesetzt  sei,  so  gehört  der  betreffende  Punkt  {x,y) 
einer  bestimmten  Curve  an,  und  nach  §  4  und  §  5  repräsentirt 

dfix) 
der  Diflferentialquotient  -y-^  die  trigonometrische  Tangente  des 

ax 
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Neigungswinkels  w,  welchen  die  in  dem  Punkte  (xj  y)  zu  der 
Curve  construirte  berührende  Linie  gegen  die  positive  Seite 
einer  Parallele  zu  der  x  Axe  macht.  Die  mit  (2)  bezeichnete 
Gleichung  x=q>(y)  hängt  aber  mit  der  Gleichung  (1)  so  zu- 
sammen, dass  (2)  für  jeden  Werth  von  y  den  zugehörigen  Werth 
X  eindeutig  bestimmt.  Man  darf  demgemäss  die  Ordinate  y  als 
die  unabhängige,  die  Ordinate  x  als  die  abhängige  Variable 
ansehen  und  gelangt  dann  zu  dem  Resultat,  dass  durch  die 
Gleichung  x  =  (p{y)  genau  dieselbe  Curve  dargestellt  wird, 
welche  zuerst  durch  die  Gleichung  y^=f{x)  bezeichnet  wurde. 
Jetzt  lege  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  erwähnte 
Abhängigkeit  der  Ordinate  x  von  der  Ordinate  y  bestehe,  durch 
den  Punkt  (Xjy)  eine  die  Curve  schneidende  Linie  und  lasse 
diese  durch  Annäherang  des  zweiten  Schnittpunkts  an  den 
ersten  in  die  berührende  Linie  übergehen;   alsdann  drückt  der 

Differentialquotient    V^^   die    trigonometrische   Tangente    des 

Winkels  a  aus,  welchen  die  berührende  Linie  mit  der  positiven 
Seite  einer  zu  der  y  Axe  gezogenen  Parallele  bildet.  Weil 
aber  die  construirte  berührende  Linie  eine  einzige  ist,  welche 
nur  auf  zwei  verschiedene  Arten  betrachtet  wurde,  weil  femer 
die  X  und  y  Axe  gegeneinander  senkrecht  stehen,  und  weil  die 
trigonometrischen  Tangenten  solcher  Winkel,  die  von  derselben 
Linie  gegen  die  beiden  Axen  gebildet  werden,  reciproke  Werthe 
haben,  so  müssen  auch  die  auf  dieselbe  berührende  Linie  bezüg- 
lichen Werthe  tgw  und  tg«  mit  einander  reciprok  sein.  In 
dieser  Thatsache  besteht  der  geometrische  Inhalt  der  Glei- 
chung (7). 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  den  Gleichungen  (1*)  und 
(2*)  des  vorigen  §,  die  mit   den  Gleichungen  (1)  und  (2)  des 

gegenwärtigen  §  so  correspondiren,  dass  f{x)  durch  e'  und 
gleichzeitig  qp(y)  durch  logy  zu  ersetzen  ist, 

(8)  y  =  c',  x  =  log  y. 

In  Folge  der  Gleichung  (7)  ist  mithin 

^  '  da       dy 

Der  Differentialquotient   -  -  ?^-   wird    nach    (44)    des    vorigen 


X 
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§  darch  den  Bruch      dargestellt,   welcher  für  keinen  endlichen 

Werth  der  Variable  y  verschwindet.    Man  erhält  daher  für  dm 

Di/ferentialquotienten  der  Exponentidlfunction  y=c'    die    allge- 
mein gültige  Gleichung 

oder^  indem  die  Function  selbst  eingeführt  unrd^ 

,10,  4^1=. 

Der  Differentialquotient    der  Exponentidlfunction  e',  nach  der 
Variable  x  genommen,   ist  mithin  gleich  der  Evponentialfunction 

e   selbst. 


%  12.    Differentiation  einer  Fnnotionf  deren  Argvment  eine 

Function  einer  unabhängigen  Variable  ist.    Anwendungen 

auf  logaritlunieohe  Funotionen,  Ezponentialftmotioaen 

und  Potenxauedrttoke  mit  Terftuderliolier  Baeie  und 

▼erftnderliohem  Exponenten. 

In  §  9  ergab  sich,  dass,  sobald  die  Differentiation  einer 
beliebigen  rationalen  gebrochenen  Potenz  der  anabhängigen 
Variable  bewerkstelligt  werden  kann,  die  Differentiation  einer 
ebensolchen  Potenz  von  einer  gegebenen  Function  der  unab- 
hängigen Variable  keine  Schwierigkeiten  darbietet.  Eine  be- 
sondere Anstrengung  gehört  immer  nur  dazu,  eine  Function 
von  neuer  Bildungsweise  oder,  nach  einem  in  I,  §  22  ange- 
wendeten Ausdrucke,  von  neuer  Characteristik  zu  differentiiren. 
Wofern  aber  die  Differentiation  einer  gewissen  Characteristik 
xf)  (£r)  in  Bezug  auf  das  Argument  a  gefunden  ist,  so  lässt  sich 
der  Differentialqnotient  derjenigen  Function,  die  ans  t^(^)  ent- 
steht, indem  statt  js  eine  Function  f{x)  von  bekanntem  Differen- 
tialquotienten gesetzt  wird,  in  Bezug  auf  die  Variable  z  nach 
einer  allgemeinen  Regel  erhalten.  Es  sei  wieder  x^  ein  von  x 
verschiedener  Werth,  und  man  habe 

(1)  ^=f(x),  g,=f(x,). 
Behufs  der  Differentiation  der  Function 

(2)  u=^{f(x)) 
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wird  dem  zu  untersuchenden  Quotienten  die  Gestalt  gegeben 

Die   Abnahme   der  DiflFerenz   x^  —  x   zieht    die   Abnahme   der 
Differenz  z^—z  nach  sich,  und  zwar  convergirt  dabei  der  Bruch 

z  —  z 

-^^~-  gegen  den  als  bekannt  vorausgesetzten  Differentialquo- 
tienten -^— ,  der  Bruch  ^^ -""^      --    gegen  den  ebenfalls  als 

ax  z .  ""^  z 

bekannt  angenommenen  Differentialquotienten     ^-    .    Es  folgt 

et  z 

daher  für  die  Differentiation  einer  Function^  deren  Argument  eine 

Function  der  unabhängigen  Variable  ist,  nach  welcher  differentiirt 

werden  soll,  die  Vorschrift 

(4)  dipifjx))  ^  dyjjz)    df{x)  ^ 

dx  dz  dx 

Man  erhält  hiemach  den  Differentialquotienten  des  Loga- 
rithmus naturalis  einer  Function  f{x)  und  den  Differentialquo- 

ti^nten  einer  Exponentialfunction  c  ^' ,   indem  man  erstens  \lf{z) 
durch  die   Characteristik  log^  ersetzt  und  die  Gleichung  (44) 

des  S  10  benutzt,    und  zweitens  für  ?/'(£')  die  Characteristik  c* 
einführt    und    die  Gleichung   (10)    des   §    11    anwendet.     Die 
Resultate  sind,   da  statt  z   die  Function   f{x)   einzuführen  ist, 

/Kx  d\ogf{x)  __1        df{x) 

^^  dx       ~  f(x)       dx'  ' 

(6)  ^(^[^3  =  /^'>  ^/*(^)_ . 

dx  dx 

Mit  Hülfe  von  (5)  lässt  sich  der  Differentialquotient  des 
Logarithmus  naturalis  eines  Products  von  beliebig  vielen  Func- 
tionen /",  {x)f^(x) . . .  /J,  (x)  auf  doppelte  Art  darstellen.  Man  er- 
hält unmittelbar  die  Gleichung 


(7) 


dlog{f,{x)f,{x)..r^(x)) 


dx 

1  d(f,{x)f,{x)..f(x)) 


/■,W/,(*)--/;(^-)  dx 

ausserdem  aber,  weil  der  Logarithmus  eines  Products  gleich  der 


§  12.  Beliebige  Exponentialfunotion.  67 

Summe  der  Logarithmen  der  einzelnen  Faetoren  ist,    statt   der 
linken  Seite  von  (7)  den  Ausdruck 

(8) 4-  — -;  -     -  +  . .  4-  -^ 

dx  da  dx 

1       df,{i)  1        df^ix)  1       d /•„(*) 

"i~    .    .    "T" 


fAx)       dx  f.,{x)       dx  ''       f  (x)       dx 

Die  Gleichsetzung   der  rechten  Seiten   von  (7)  und  (8)  bringt 
dann  die   auf  die  Differentiation  eines  Products  von   beliebig 
vielen  Faetoren  bezügliche  Regel 
d(f,{x)f^{x),.f^{x)) 

(9) 


dx 

/;  (x)  f,  (.r) . .  f^  {x) 
1        df^{x)            1        df^{x) 
/■,(.t)       dx            /",(«)        dx 

1        1        df^{x) 
f^(.x)        dx 

hervor,  welche  bei  einem  Product  von  zwei  Faetoren  mit  der 
allgemeinen  Regel  (18)  des  §  6  zusammenfällt. 

Die  Gleichung  (6)  liefert  ungezwungen  die  Differentiation 
einer  Exponentialfunotion  mit  einer  beliebigen  positiven  Grösse 
C  als  Basis,  von  welcher  Function  in  §  10  ausgegangen  wurde. 
Wenn  die  Basis  C  mit  Anwendung  des  natürlichen  Logarithmen- 
systems durch  den  gleichwerthigen  Ausdruck  e  °^  ersetzt  wird, 
so  kommt 

(10)  C'=e'''^'. 

Mithin   ist  in  (6)  statt  f{x)  die  Function  arlogC  anzuwenden, 

wodurch  die  Formel  für  die  Differentiation  der  Function  (f 
entsteht, 

(11)  4^  =  ClogC 

Auch  verdient  der  Umstand  beachtet  zu  werden,  dass  die  For- 
meln (5)  und  (6)  zu  der  Differentiation  einer  Potene  x  aus- 
reichen, hei  welcher  der  Exponent  n  eine  beliebige  Grösse  bedetdet. 
Setzt  man 

/in\  "  «log* 

(12)  X   =e         , 

so  muss  nach  (6)  der  Differentialquotient  -—--  gleich  dem  Pro- 
duct aus   der   zu  differentiirenden  Function  und  dem  Differen- 
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tialquotienten  von  n  log  x  sein,  der  vermöge  (5)  den  Werth  - 
hat.    Es  resultirt  daher  die  Gleichung 

welche  aussagt,  dass  der  Differentialquotient  einer  mit  einem  be- 
liebigen Exponenten  gebildeten  Potene  einer  unabhängigen  Variable 
in  Bezug  auf  die  letztere  erhalten  wird,  indem  man  die  mit 
dem  um  die  Einheit  kleineren  Exponenten  gebildete  Potenz  der 
Variable  mit  dem  Potenzexponenten  multiplicirt.  Diese  Regel 
ist  für  die  positiven  ganzen  Exponenten  in  (25)  des  §  6,  für  die 
negativen  ganzen  Exponenten  in  (10*)  des  §  7,  für  die  positiven 
oder  negativen  rationalen  Exponenten  in  (19)  des  §  9  ausge- 
drückt. 

Insofern  die  gegebene  Definition  einer  Exponentialfunc- 
tion  nur  voraussetzt,  dass  die  Basis  eine  positive  Grösse 
sei,  dürfen  auch  solche  Potenzausdrücke  in  Betracht  gezogen 
werden,  deren  Basis  eine  Function  ^{x)  von  der  Eigenschaft 
ist,  für  das  in  Anwendung  kommende  Intervall  der  Variable  x 
ausschliesslich  positiv  zu  sein,  und  deren  Exponent  eine  beliebige 
Function  g{x)  ist.    Um  eine  so  gebildete  Function 

(14)  y=(*(^))'('> 

in  Bezug  auf  die  Variable  x  zu  differentiiren,  stellt  man,  wie 
oben  mehrfach  geschehen,  die  Function  d^(x)  vermittelst  ihres 
Logarithmus  naturalis  dar 

(15)  ^(a;)  =  e^°^^'^'\ 
so  dass  aus  (14)  der  Ausdruck 

(16)  ^_^.(x)log^(x) 

folgt.    Die  Anwendung  von  (6)  giebt  dann 

ryjy.  ^  =  /  ^'^  ^og»is)   d{g{x)\og&{x)) 

^     ^  dx  dx  ^ 

und  vermöge  (5)  entsteht  das  Resultat, 

(.8,     i<»g)"l'_,,,,,....  (Ig)  1|^),  ^^,„,,(,,). 
durch  welches  die  gestellte  Aufgabe  gelöst  wird. 
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§  13.    DUrerentiatlon  der  trigonometrisohen  Fnnotionen. 

Wie  in  I,  §  30  und  I,  §  103  entwickelt  worden,  sind  die 
trigonometrischen  Functionen  Sinus  und  Cosinus  ftlr  jeden  Werth 
des  Arguments  x  in  der  Weise  eindeutig  bestimmt,  dass  sie 
ihrer  Grösse  nach  stets  zwischen  der  negativen  und  der  posi- 
tiven Einheit  enthalten  bleiben,  und  bei  der  Vergrösserung  des 
Arguments  um  die  Zahl  27f,  durch  welche  das  Verhältniss  der 
Kreisperipherie  zum  Radius  gemessen  wird ,  immer  wieder 
die  ursprünglichen  Werthe  annehmen,  oder  die  Periode  2  it 
haben.  Wenn  x  und  h  beliebig  gegeben  sind,  werden  der 
Sinus  und  Cosinus  für  die  Summe  der  Argumente  x  und  ä  ver- 
möge der  Additionsformeln 

(1 )  sin  (a:  -f-  A)  =  sin  x  cos  ä  +  cos  x  sin  ä 

cos  (;r  4-  Ä)  =  cosa:  cos  A —  sin  x  sin  A 

durch  den  Sinus  und  Cosinus  der  einzelnen  Argumente  x  und 
A  ausgedrückt.  Diese  Formeln  (1)  führen  zu  der  Darstellung 
des  Differentialquotienten  der  Functionen  sin  x  und  cos  x.  Man 
erhält  für  die  Differenz  sin  (o;  4-  A)  —  sin  x  den  Atisdruck 

(2)  sin {x'\-h)  —  sina:  =  sin x  (cos  A  —  1) 4-  cos:»  sinA , 
wo  ausserdem 

,o\  1  1  — (1  — C0SÄ)(1  4-  C08Ä)  — Bin'Ä 

(3)  cosA  —  1  =  — > -<^,-    --^=- 

1-1-  cosA  1  4-  cosÄ 

gesetzt  werden  darf,  so  dass  die  Gleichung 

, .  V        Bin  (or  4-  Ä)  —  sin  x  sin  A  .  sin  A      sin  A 

(4)  — ^^ r^ =  cos:r  — , sm  a;  -—  — -   ^— 

Ä  A  1 4-  cosA     A 

entsteht.    In  derselben  Weise  findet  sich  die  Gleichung 

(5)  cos  (x'\-}i)  —  co8ir  =  cosa;(cosA — 1)  —  sina;  sinA, 
und,  unter  Anwendung  von  (3), 

.^x        co8(^4-A)  —  COS.!;  .       sinA  sinA      sinA 

(6)  — ^^ z^ =  —  sm^  -r cosa:r— r-, —  • 

Ä  A  1 4-  cos  A    A 

Offenbar  hängt  die  Bestimmung  der  Grenzwerthe,  gegen  welche 
die  linke  Seite  von  (4)  und  die  linke  Seite  von  (6)  für  eine 
gegen    die  Null  abnehmende   Grösse  A  convergiren,   von  dem 

entsprechenden  Verhalten  des  Quotienten  — —  ab.  Es  ist  aber 

I,  §  103  hervorgehoben,  dass  der  geometrische  Satz,  nach  wel- 
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ehern  die  Länge  eines  die  halbe  Kreisperipherie  nicht  übertref- 
fenden Kreisbogens  grösser  als  die  Länge  der  zugehörigen 
Sehne,  und  kleiner  als  die  Summe  der  beiden  in  den  Endpunk- 
ten des  Kreisbogens  construirten  und  bis  zu  dem  gemeinsamen 
Schnittpunkte    verlängerten    Tangenten    sein    muss,    ftir  jedes 

zwischen  0  und    _-  befindliche  Argument  h  die  Ungleichheiten 

liefert, 

(7)  8iiiÄ<A.  ••"* 


^l  —  sin»  Ä 

Aus  denselben  ergiebt  sich  ftir  den  Quotienten  -  die  Ein- 

schränkung 

/r^\  sin  h        -      /:, ; — —r        sin  h 

(8)  "ä   '^^'  l/l-sm«Ä<    -^-, 

um  derentwillen  der  bezeichnete  Werth  stets  zwischen  der  Ein- 


heit und  der  Grösse  )^1—  sin'A  liegt.  Nun  zei^t  die  erste  der 
beiden  Ungleichheiten,  dass,  wofern  man  die  Grösse  h  fort- 
während  abnehmen    lässt,    die   Function   sin  h   sich    ebenfalls 

der    Null    nähert      Dadurch     rückt    die    Grösse    }/i—- sin'A 
beliebig    nahe    an    die    Einheit    heran ,     und     der    Quotient 

-  r — ,    der  zwischen  der  Einheit   und  der  Grösse  \^l  —  sin'  h 

eingeschlossen  ist,  convergirt  nothwendig  gegen  die  Einheit 
selbst.    Die   rechte  Seite   der  Gleichungen  (4)  und  (6)  enthält 

ausser  dem  Quotienten      - —  noch  den  Quotienten r»  der 

h  1  +  cos  Ä 

sich  bei  abnehmendem  h  der  Null  nähert,  da  der  Zähler  gegen 
den  Grenzwerth  Null,  der  Nenner  gegen  den  Grenzwerth  2  con- 
vergirt. Demnach  hat  auf  der  rechten  Seite  von  (4)  der  erste 
Summand  die  Grösse  cos  x,  der  zweite  die  Null,  auf  der  rechten 
Seite  von  (6)  der  erste  Summand  die  Grösse — sin^c,  der  zweite 
abermals  die  Null  zum  Grenzwerthe.  Es  werden  also  die  in 
Bezug  auf  das  Argument  x  genommenen  Differentialquotienten  der 
Functionen  sin  x  und  cos  x  für  jeden  Werth  von  x  durch  die  For- 
meln dargestellt 

(9)  ^^^  =  cosa;, 
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\  10)  , =  —  8111  u;. 

Die  vorhin  unter  (7)  aufgeführten  Ungleichheiten  ^ind  au 
dem  erwähnten  Orte  I,  §  103  benutzt,  um  zu  zeigen,  das»  die 
Functionen  sina;  und  cos  a:  für  jede  Ausdehnung  des  Intervalls 
von  X  stetig  bleiben;  ferner  wird  dort  darauf  aufmerksam  ge- 
macht,  dass   die   Function   tga:  in  jedem    der  Intervalle   von 

— -   bis  4-  — ,  von  4-  —  bis         , . .  und  auch  von  —  ^     bis 

71 

—  — , . .  stetig  ist,  dagegen  bei  dem  Ueberschreiten  von  jedem 

der  bezeichneten  Werthe  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  er- 
fährt, dass  femer  die  Function  cotg  x  in  jedem  der  Intervalle 
von  0  bis  tt,  von  7i  bis  2  /r, . . .  und  auch  von  —  7c  bis  0, .  . 
stetig  ist,  dagegen  bei  dem  Ueberschreiten  von  jedem  der  zu- 
letzt genannten  Werthe  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  er- 
leidet. Nach  der  oben  in  §  8  eingeführten  Ausdrucksweise  sagt 

man    hier,   dass    die   Function   tga:   für    die   Werthe  a:=     , 
,...—     ,  — ^^r-, . . . ,  und  die  Function  cotg  x  für  die  Werthe 


2   '  2'  2 

x  =  0,  >T,  2  7f, . . ,  —  7r,  —  2/r, . . .  unendlich  gross  wird.  Der 
DiflFerentialquotient  der  Function  i^x  und  der  Function  cotgx* 
in  Bezug  auf  die  Variable  x  ist  jetzt  für  eines  jener  Intervalle 
aufzusuchen,  in  denen  die  Stetigkeit  der  betreffenden  Function 
nicht  verletzt  wird.  Man  erhält  die  gewünschte  Bestimmung 
ans  den  Gleichungen 

(11)  tg{X= »    cotga:  =-.—  -> 

cosj'  ^  «in  .V 

indem  man  die  zu  der  Differentiation  ein«^  Quotienten  zweier 
Fuucti<»uen  dienende  Kegel  ^^8)  des  g  7  anwendet 

Es  sei  zuerst  f{x)  =  sin  x,  g  ix)  =  cos  x,  so  wird 

-  V-    g  (x)  —  f(x)    -^'-^  =  cos*  X  +  »m*  Jtr  =  1; 
dx  '      dx 

bei  der  zweiten  Annahme  fix)  =  eos  x,  g  (x)  =  sin  x  kommt  da« 
Resultat 

dfx)  -,       dgix)  .    , 

g{x)—f\x)-''        =-- ain-x  — i'jm^x  =  —  \. 


dx     ^     '      '     '     dx 
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Mithin   entstehen   für   die  Differentialquotienten  der  Functionen 
tg  X  und  cotg  X  die  Ausdrücke 

digx  1  (^cotgjr  —1 

CIA'  co8*d?  dx  sin'a? 

Sobald  die  Regeln  bekannt  sind,  nach  welchen  die  trigo- 
nometrischen Functionen  in  Bezug  auf  ihr  Argument  differen- 
tiirt  werden,  ist  man  mit  Hülfe  des  §  12  im  Stande,  sowohl 
trigonometrische  Functionen,  deren  Argument  gleich  einer  Func- 
tion der  unabhängigen  Variable  gesetzt  ist,  wie  auch  solche 
Functionen,  deren  Argument  als  eine  trigonometrische  Function 
der  unabhängigen  Variable  gegeben  ist,  in  Bezug  auf  die  jedes- 
malige unabhängige  Variable  zu  diflferentiiren.  Die  Gleichungen 

(13)       ^(?!L=2^cos(a;').  -lf^(£!)-  =  _2x sin (.:•), 
dx  dx 

.^  I .  d  log  sio  X         cos  X  d  log  cos  x  sin  x 

(14j         — = -; J  ,  = 

dx  sin^  dx  co8.r 

mögen  als  Beispiele  dienen. 


§  14.    DilllBrentiatlon  der  Inversen  trigonometrisohen 

Fnnotionen.    Bein  analytlsohe  Definition  der  Invereen  und 

directen  trigronometrisohen  Fnnotionen. 

Zu  jeder  der  im  vorigen  §  behandelten  trigonometrischen 
Functionen  gehört  eine  umgekehrte  oder  inverse  trigonome- 
trische Function,  so  dass  in  dem  folgenden  Schema  die  in  der- 
selben Zeile  befindlichen  Gleichungen  einander  entsprechen, 

(1)  y  =  sinx,        a;  =  arcsiny 

(2)  y  =  cos  Xj        x  =  arc  cos  y 

(3)  y  =  tgx,  x  =  SLTctgy 

(4)  y  =  cotg  x^      x^=  arc  cotgy. 

In  I,  §  104  ist  auseinander  gesetzt,  dass  jede  umgekehrte 
trigonometrische  Function  an  sich  eine  Yieldeutige  Function 
ihres  Arguments  ist,  jedoch  durch  Hinzufügung  einer  Beschrän- 
kung zu  einer  eindeutigen  gemacht  werden  kann.  Wir  lassen 
nun  Beschränkungen  dieser  Art  eintreten  und  setzen  fest, 
dass  die  Werthe  der  Functionen  arc  sin  x  und  arc  tg  x  nur  zwi- 
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sehen  den  Grenzen  — -  -  und  +  _-,  die  Werthe  der  Functionen 
arc  cos  a;  und  arc  cotg  jc   nur   zwischen   den   Grenzen  0  und  n 


geBommen  werden  sollen.  Bei  den  Funetumeu  hix^hiuwT  und 
are  eos  x  mass  das  Argnmeut  x  zwisobeu  der  m^^Htiveu  und  der 
positiven  Einheit  liegen;  wenn  dieses  lutervall  von  doui  Ar- 
gument X  beständig  wachsend  durohlaufen  winl,  bewegt  Hieb 
die  eindeutig   deiinirte  Function  are  sin  x   bestiiudig  wuobMeud 

und  stetig  von  —       bis  +      ,  dagegen  die  eindeutig  dellnirte 

Function  are  cos  o;  beständig  abnehmend  und  stetig  von  /i  IiIm  0. 
Bei  den  Functionen  arctg^r  und  are  eotg^*  darf  diis  Argument 
X  jeden  beliebigen  negativen  oder  positiven  Wertli  erlmiten; 
sobald  durch  x  das  Intervall  der  WcTtht^  von  —  «x.  biH  4-  f/j 
immer  wachsend  durchlaufen  wird,  bewegt  sich  die  eimbmtlg 
definirte   Function    arctgo:   immer   wachsend    und    stetig    von 

—  --bis    +-^j    dagegen    die    eindeutig    dellnirte    Function 

arccotgx  immer  abnehmend  und  stetig  von  //  bis  0. 

Unter  den  angegebenen  Voraussetzungeji  kann  man  die 
nach  dem  Argument  zu  nehmenden  DiATercntiabiuotienti^n  der 
inversen  trigonometrischen  Functionen  mit  Hülfe  der  Formel  H) 
des  §  11  bilden,  indem  die  Charai^t^^ristik  fix)  auf  Au*,  direet^«,, 
die  Characteristik  q  iy)  auf  die  c^irrespondi rende  inverse  trigo- 
nometrische Function  bezeigen  wird,  und  die  I>i(rerentialr)uotien- 
tienten  der  direeten  trigonometrischen  Funetionen  nacij  Am  lU*. 
geln  des  vorigen  %  ausgeführt  werAen,  B^>  ^.uU^rm^m  au»  dem 
Svi^m  (1),  (2),  <^h  (4)  respeetive  die  Oleiiebangeo 

(o) 

(6: 


«/areniny 

_       \ 

rfy 

c<if  jr 

<f  are  eofjr 

_    -1 

"d^ 

lemx 

dttrttgjf 

=  <yj**« 

d  MTt  OCrt#  ^ 

I^k  auf  der  r»3cirt*n»  h^ix^  erM'ü*rii»eiDdeii  A.ui»<lrti»i*:  laMi^ii 

äarsstlieii.    In  f-Si  findet   xuui  e^oi^  y  =r  1 1      y*.  in  ^^J,  daicibg^u 
Hill  J  =  1 1  — |r.  imd  rwaxiiiuejdeiiFlIi«»  luh  p<urhh>^  J>ii<U?ttiiu^ 
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nod    positiven   ersten   Quadranten,   der   Sinus    in    den    beiden 
positiven  ersten  Quadranten  das  positive  Vorzeichen  hat;  in  (6) 

kommt  cos'a;  =  -   .T«"  ~   .    ,     ,  ,  endlich  in  (7)  entsprechend 

sin«a:=  -— — ^^_=  .    DiQ  Differentiälquotienten  der  in- 

1  -h  cotg'iT       14-^ 

Versen  trigonometrischen  Function  arc  sin  y,  arc  cosy,  arc  tgy  wndt 

arccotgy  werden  daher  folgendermassen  bestimmt; 

,Q.  efarcsin^   1 


(10) 


(11) 

(12) 


dy 

)'i 

-y' 

d  arc  cos  y 

-1 

dy 

,/i- 

-y* 

dskTctgy 

1 

dy 

i+y* 

d  arc  cotg  y 

-1 

dy  l+y^ 

Hier  möge  eine  allgemeine  Bemerkung  über  die  directen 
und  inversen  trigonometrischen  Functionen  eine  Stelle  finden. 
Wir  haben  für  dieselben  im  ersten  Bande  die  gebräuchliche 
geometrische  Definition  zu  Grunde  gelegt  und  sind  in  diesem 
einen  Stück  von  der  sonst  genau  festgehaltenen  Regel,  geome- 
trische Betrachtungen  nur  zur  Erläuterung  jedoch  nicht  zur  Be- 
weisführung anzuwenden,  abgewichen,  da  eine  rein  analytische 
Behandlung  dem  Anfänger  unvefhältnissmässig  grosse  Schwie- 
rigkeiten verursacht  haben  würde.  Um  aber  keinen  Zweifel 
darüber  zu  lassen,  dass  die  Lehre  von  den  inversen  und  directen 
trigonometrischen  Functionen  in  der  That  lediglich  auf  analy- 
tischen Principien  beruht,  sollen  jetzt  die  Hauptsätze  aus  einer 
rein  analytischen  Definition  abgeleitet  werden.  Am  erwähnten 
Orte  dienten  die  trigonometrischen  Functionen  zunächst  zu  der 
Darstellung  einer  beliebigen  complexen  Grösse  Ä-{-iB  in  der 
Gestalt 

A-\-iB=F  (cos  O 4- i  sin  O), 
Später  ist  die  Aufgabe,  eine  complexe  Grösse  a  +  ib  zu  be- 
stimmen, deren  Quadrat  einer  gegebenen  complexen  Grösse 
gleich  ist,  ohne  Zuziehung  der  trigonometrischen  Functionen 
gelöst  worden.  Indem  wir  die  damals  gefundene  Lösung  auf 
den  besonderen  Fall  anwenden,   in  welchem  die  Norm  der  ge* 
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gebenen  Grösse  gleich  der  Einheit  ist,  gelangen  wir  zu  der  in 
Bede  stehenden  rein  analytischen  Definition  der  inversen  und 
damit  anch  der  directen  trigonometrischen  Functionen. 

Es  sei  a  und  ß  ein  Paar  reelle  Grössen,  deren  Quadrat- 
snmme  den  Werth  der  Einheit  hat,  mithin  a  +  iß  eine  com- 
plexe  Grösse  von  der  Norm  a*  4-/?' =  1.  Dann  gestattet  die 
Angabe,  eine  complexe  Grösse  cc^-h  iß^  zu  finden,  deren  Qua- 
drat gleich  a  +  iß  ist,  nach  I,  §  34  zwei  und  nur  zwei  Auflö- 
sungen; wofern  t  das  Vorzeichen  von  ß  bedeutet,  und  das 
Quadratwnrzelzeichen  überall  einen  positiven  Werth  ausdrückt, 
sind  dieselben 

und 

i/r-a 


a^-.iß.=^i'V'--ii;y 


2  '         2 

Zu  beiden  gehört  die  Gleichung 

Für   das  Folgende   wird   ar>0   und  ß>0  vorausgesetzt, 
und  von  den  beiden  Auflösungen  die  erste  genommen 

Vermöge  dessen  hat  man  nothwendig  a,>0,  /^,  :>0.  Es  kann 
daher  das  betreffende  Verfahren  beliebig  oft  wiederholt  und 
eine  lieliebig  weit  ausgedehnte  Reihe  von  eindeutig  bestimmten 
complexen  Grössen  abgeleitet  werden  *),  deren  sämmtliehe  Nor- 
men gleich  der  Einheit  sind. 


«1 

1 

• 

2 
2 

H-.l' 

2 

«, 

«1 

2 

«. 

1  +a^ 
2 

«^1 

2 

*)  ^gl-  L-  SeideL  ober  eine  Darstellung  des  Kreisbogens,  des  Logm- 
Hthmos  und  des  elliptischen  Integrales  enter  Art  dnrch  anendliche  Pro- 
docte,  Sitzungsbericht  der  Bajrisdien  Academie  d.  W^  vom  9.  Xorem- 
1867. 
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In  Bezog  auf  diese  Reihe  lässt  sich  nachweisen,  dass  die 
reellen  positiven  Grössen  a^,  a^, . . .  a^  gegen  die  Einheit,  die 
reellen  positiven  Grössen  ß^,  /^a, . . .  ß,  gegen  die  Null  conver- 
giren  und  sich  dabei  so  verhalten,  dass  fllr  eine  beständig 
wachsende  Zahl  s  der  Ausdruck 

2'  (1  -  a.) 
die  Null,  der  Ausdruck 

2'ß^ 

eine  gewisse  positive  Grösse  zum  Grenzwerth  hat  Durch  diesen 
Grenzwerth  wird  dann  der  Bogen  definirt,  zu  dem  die  reellen 
Grössen  a  und  ß  beziehungsweise  als  Cosinus  und  Sinus  ge- 
hören. 

Wenn  man  aus    der  complexen  Grösse  a  +  iß   die  reellen 

Verbindungen   —  und  ß^    aus   der   folgenden  Grösse   a»  +  iß^ 

2/? 

die  correspondirenden  -—  und  iß^  ableitet,  so  ergeben  sich 
durch  Zusammenstellen  die  Ungleichheiten 

ß   ^     ^ßr. 


Denn  nach  dem  Obigen  ist 


2ß,>ß. 


1  =  !^-«!-,    Mi_=2j/^«_^_  /j^^ 

1  2 

und,  insofern  a  >  0  ist,   —  >  — - — ,  mithin 

a  a^ 

Für  den  Fall  a  =  0,   der  vorhin   zugelassen  wurde,  fällt  diese 
Ungleichheit  fort.    Die  Ungleichheit 

-^^>2ß. 

folgt  aus  dem  Umstände,  dass  a^  ein  positiver  echter  Bruch  ist. 
Da  endlich 

ist,  so  muss  auch 

2ß,>ß 
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sein;  demnach  sind  die  aufgestellten  Ungleichheiten  Tollstän^g 
begrfindet  Genan  entsprechende  gelten  offenbar  (är  je  zwei  auf 
einander  folgende  complexe  Grössen  a,  +  iß^^  o,  +  iß^^ . . .,  und 
zwar,  weil  a,  nicht  mehr  den  Werth  Nnll  annehmen  kann,  ohne 
irgend  eine  Ausnahme;  nämlich 

ß„ 


.*.^    2/?, 

>  2.i, 

.V.           2Ä 

~^  •>  .•* 

. '  «.  '-'-•-''*-> 


Mnltiplieirt  man  die  erste  der  Torstehenden  Ungleichheiten  mit 

2,  die  zweite  mit  4,0.8.(1,  die  (5 — l)te  mit  2'~ ,  so  schliessen 
sich  alle  an  einander  an  and  liefern  die  anf  eine  beliebig 
grosse  Zahl  s  bezflgliche  Folge 

ß  _    2ß,   _    4ß^       ^     2V.  , 


«1  «f 


rß,>..Aß,>2ß^>ß. 


Ffir  eine  stets  wachsende  Zahl  5  fibersehreitet  die  Potenz 
2   jeden   noch    so   grossen   g^ebenen   Werth.    Weil   nnn  das 

Product  2*  i   ftr  a>0  unter  der  festen  Grösse  -  j  fttr  a=0  jeden- 

falls  unter  der  festen  Grösse  ~   H^.    so   muss    die    positive 

Gr&^se  i^  f&r  eine  hinreichend  grosse  Zahl  s  beliebig  klein 
werden.  Gleichzeitig  kann  sich  die  positive  Grösse  u^  wegen 
der  Gleichung 

nur  der  Einheit  als  Grenzwerth  nähern.  Deshalb  wird  der 
Unterschied  der  Grössen und  2  t^n  mit   beständig  zuneh- 

mendem  s  beliebig  klein,  und  die  ao%estellte  Folge  von  Un- 
gleichheiten drückt  die  eine  der  zu  beweisenden  Thatsaehen  aus, 

dass  der  Ausdruck  2*  ß^  bei  stets  wachsendem  s  gegen  einen 
festen  positiven  Grenzwerth  convergirt  Der  letztere  heisse  j^, 
so  das7(  die  Gleichung 
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lim  .2'  ß,  =  d- 

besteht.  Um  den  zweiten  Theil  der  Behauptung  zu  erledigen, 
braucht  man  nur  die  Gleichung 

zu  bilden  und  zu  lerwägen,  dass  für  eine  stets  zunehmende  Zahl 
s  auf  der  linken  Seite  der  Factor  1  +  a^  gegen  den  Werth  2, 

auf  der  rechten  der  Factor  2*  ß^  gegen  den  so  eben  eingeführten 
Grenzwerth  &,  der  Factor  ß^  gegen  die  Null  convergirt.  Alsdann 
ergiebt  sich  mit  Nothwendigkeit  die  Gleichung 

lim.2'(l-a,)  =  0. 

Indem  die  Grösse  ^  als  der  Bogen  bezeichnet  wird,    für 
welchen  die  gegebenen  Grössen  a  und  ß  die  Gleichungen 

a  =  cos^,   /^=--sin^, 
oder  die  eine  Gleichung 

a-\-iß  =  cos^  4-  sin i ^ 
erfüllen,  bleibt  zu  zeigen,  dass  aus  der  gewählten  Definition  die 
Grundeigenschaften    der  trigonometrischen   Fui^ctionen    hervor- 
gehen.     Hierzu    betrachten    wir    noch    eine    zweite    complexe 
Grösse  y-hid,  bei  welcher  ebenfalls 

y»4-(J»=l,     y*^0,     <J>0 

ist,  und  setzen  ausserdem  voraus,  dass 

ay-ßd>0 

sei.     In  Folge  dessen  befriedigt  das  Product 

jp  4-  ^(ji  ==  (a  +  iß)  (y  -f-  id), 

in  welchem 

pc=zay — ßd,     q  =  ad  +ßy 
ist,  nach  I,  §  27  wieder  die  Bedingungen 

^«  +  ^•=1,  p>0,   q>0. 
Man   kann   nun  für  die  complexen  Grössen  y-i-id  nnd  p+iq 
die  entsprechenden  Reihen  von  eindeutig  bestimmten  complexen 
Grössen  wie  für  a  +  iß  bilden  und  schliesst  bei  ähnlichen  Be- 
zeichnungen aus  den  Gleichungen 

(«,  +  iß^y  =  a-hiß 

(Yi  +iö,y  =  y{-id, 
dass  entweder 

Pi  +  i^i  =  («I  +  ißi)  (Yi  +  i^i) 
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oder 

Pi  +H,  =  —  («1  +  ißi)  (y*  +  »^J 
sein  muss.  Hier  ist  i>,  >  0,  q^>Oy  cfj>0,  /?,  >0,  yi>0,  (J,>0; 

weil  nun  vermöge  der  getroffenen  Annahme 

und  ausserdem  nach  dem  Obigen  -  >  — ~ ,  ferner  auf  gleiche 


a  u 


Weise  ->.--*    ist,  so  folgt 
7        7x 


1>^*>  2^    2*, 


und  daher  gewiss 

«1  y.  -  /?!  *i  >  0. 
Aus  diesen  Gründen  besteht  von  den  beiden  für  Pj  4- 1  ji  an- 
gegebenen möglichen  Gleichungen  in    der  That  nur  die  erste. 
Ferner  ergiebt  sich  durch  Wiederholung  derselben  Schlüsse  die 
Reihe  von  Relationen 

Ps  +  *^,  =  («!  +  i/^,)(y.  +  i<^.)- 

Es  möge  jetzt  der  zu  der  complexen  Grösse  y  -¥  id  gehörende 
vorhin  definirte  positive  Grenzwerth  A,  der  ebenso  zu  der  com- 
plexen Grösse  p+iq  gehörende  positive  Grenzwerth  q)  heissen, 
so  dass  für  eine  ohne  Ende  wachsende  Zahl  s  die  den  obigen 
entsprechenden  Gleichungen 

lim  .  2'  (T,  =  A, 

lim.2'(l-y.)  =  0, 

lim .  2'  ?,  =  <3n, 

lim.2'(l— jp,)  =  0 
bestehen.    Alsdann  correspondiren  mit  der  Gleichung 

«  4- « /?  =  cos  ^  +  i  sin  ^ 
die  beiden  Gleichungen 

y  +  id  =  cos  A  +  i  sin  A, 

p  +  i  9  =  cos  9)  +  i  sin  ^, 
und   es   leuchtet   ein,   dass  wir  die  in  (1)  des  §  13  enthaltenen 
Additionssätze    der  trigonometrischen  Functionen  bewiesen  und 
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unser  Ziel  erreicht  haben,  sobald  festgestellt  worden,  dass  die 
Grösse  y  gleich  der  Summe  der  Grössen  &  und  k  ist. 

Man  kann  die  beiden  auf  a  -^  iß  bezüglichen  Gleichungen 
zu  einer  einzigen  verbinden,  in  welcher  die  complexe  Grösse 
a^  +  iß^  erscheint,    indem  man  die  erste  Gleichung  mit  t,  die 

zweite  mit  — 1  multiplicirt  und  hierauf  addirt.  Das  Ergebniss 
lautet 

lim.2'(a,  +  t/?,  — l)  =  i^. 

Ebenso  entstehen  respective  flir  y  +  i  d  und  p  +  » g  die  Glei- 
chungen 

lim.2'(y,  +  t(J,-l)  =  a, 

lim  .  2*  (jp,  4- 1 3,  —  1)  =  i  y. 
Aus  der  Multiplication  der  beiden  ersten   von   den  dreien 
entsteht  das  Resultat 

lim.2'((a,  +ißXys  +  i^.)~(«.  +iß.)  -  (y.  +  i^s)  +  1) 

=  hm  .  — — - , 

ferner  durch  Hinzufllgung  der  beiden  ursprünglichen 

lim.  2*  ((a,  4-  iß,)  {y,  +  f  d,)- 1)  =  lim  .  {i^  +  il-  g'")' 
Wegen  der  obigen  Gleichung 

darf  die  linke  Seite  durch  i(p  ersetzt  werden,  ferner  convergirt 
die   rechte   Seite,    weil  d-   und  X  feste  Werthe  bedeuten    und 

2*  mit  der  Zahl  s  über  jedes  Mass  hinaus  wächst,  gegen  den 
Grenzwerth  ii>-\-iX\  man  gelangt  daher  nach  Weglassung  des 
für  beide  Seiten  gemeinsamen  Factors  i  zu  der  Gleichung 

welche  zu  beweisen  war. 

Für  den  bisher  ausgeschlossenen  Fall  a  =  l, /?=0  bleiben 
die  complexen  Grössen  cci  +  iß^ya^  +  iß^j  .  . .  beständig  gleich 
der  positiven  Einheit,  so  dass  für  jede  Zahl  s  die  Werthe 
a^  =  l,/^,  =  0  gelten  und  die  Grösse  0-  gleich  Null  sein  muss. 
In  dem  anderen  extremen  Falle  a=0,ß=l  bringt  das  mitge- 
theilte  Verfahren  Itir  ^  einen  gewissen  Werth  hervor,  der  nach 

der  üblichen  Bezeichnung  ^  ^  zu  nennen  ist.    Wir  können  nun 
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den  Gang  der  zu  {p  +  iq)=(a  +  iß)(y  +  id)  gehörenden  GrÖRse 
(p=z^  +  l  unter  der  Voraussetzung  verfolgen,  dass  a  +  iß  fest, 
y  +  id  veränderlieh  sei.  Dann  gehört  zu  a-^-iß  der  feste  Werth 
^,  zu  y  +  id  der  veränderliche  A,  der  Itir  y  =  l,d=0  selbst 
gleich  Null  ist.  Hier  besteht  zwischen  den  positiven  Grössen 
a  und  p  die  Ungleichheit 

da  offenbar 

a'-p=a{l  —  y)  -h  ßS>0 
ist;  gleichzeitig  muss,  weil  a' + //'  =  l,jp'  +  g'=l  ist,  zwischen 
den  positiven  Grössen  ß  und  q  die  Ungleichheit 

Statt  finden.  Es  entspricht  also  unter  den  geltenden  Bedin- 
gungen jeder  Zunahme  der  Grösse  q  eine  Zunahme  von  k 
und  daher  auch  der  zugehörigen  Grösse  q>=:>d-+X.  Man 
darf  hiernach  folgern,  dass,  wofern  die  jGlrösse  q  stets  wach- 
send von  der  Null  bis  zu   der  positiven  Einheit  fortschreitet, 

die  zugehörige  Grösse  q>  von  der  Null  bis  zu  dem  Werthe  -/« 

zunimmt  Die  betreffende  positive  Grösse  p  ist  dann  vermittelst 
der  Gleichung 

p'  +  q'  =  l 
eindeutig  bestimmt  und  nimmt  von  der  positiven  Einheit  bis 
zur  Null  ab.    Somit  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  zu  einem 

beliebigen  zwischen  0  und  -  /r  gegebenen  Werth  q)  eine  voll- 

kommen  bestimmte  positive  Grösse  q  und  eine  ebensolche 
Grösse  p  gehört,  und  kann  durch  ein  mehrfach  angewandtes 
Verfahren  die  Grössen  p  und  g,  und  daher  auch  die  complexe 
Grösse 

P  +  iff 
mit  beliebiger  Genauigkeit  angeben.    Auf  diese  Weise  werden 

fUr  einen  zwischen  0  und  -  7c  gegebenen  Bogen  g>  die    zuge- 

hörigen  trigonometrischen  Functionen  p=cos%q=Binq>  ge- 
funden. 

Bedenkt   man,   dass   bei   der  Folge   von  Ungleichheiten, 

welche  zu  der  Definition  lim  .2'  ß^^d-  geführt  hat,  der  Grenz- 

UpsohitE,  Anftlyais  II.  g 
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werth  &  zwischen  den  dort  vorkommenden,  links  von  der  Mitte 
stehenden  Grössen  eingeschlossen  ist ,  und  setzt  a  =  cos  ^, 
ß  =  sin  ^,   so  ergiebt  sich  die  Relation 

Bin^  . 

^  >  ^  >  sm  &, 

cos  iT 

die  mit  der  Relation  (7)  des  §  13  zusammenfällt,  und  wie  diese 

für  ein  zwischen  0  und  —  liegendes  Argument  ^  gilt.    Bisher 

sind  überhaupt  nur  compiexe  Grössen  a  +  iß  von  der  Norm 
Eins  betrachtet  worden,  bei  denen  a>Q,ß>0  ist,  und  zu  denen 
Bogen  von  der  erwähnten  Beschränkung  gehören.  Mit  Rücksicht 
auf  den  Umstand,  dass  jede  compiexe  Grösse  a  +  ih  von  der 
Norm  Eins,  welche  jene  Bedingung  nicht  erfüllt,  durch  Multi- 
plication  mit  —  1,  i  oder  —  f  in  eine  compiexe  Grösse  von  der 
bezeichneten  Beschaffenheit  verwandelt  werden  kann,  glauben 
wir  jedoch  die  für  ^en  gegenwärtigen  Staudpunkt  noch  er- 
forderliche Vervollständigung,  welche  alle  complexen  Gr()ssen 
von  der  Norm  Eins  und  die  trigonometrischen  Functionen  von 
beliebigen  Bogen  umfasst,  tibergehen  zu  dürfen. 

In  den  letzten  fünf  §§  ist  die  Differentiation  der  funda- 
mentalen transcendenten  Functionen  mitgetheilt  worden.  Bei 
einer  Vergleichung  der  bezüglichen  Differentialquotienten  findet 
sich,  dass  der  natürliche  Logarithmus  und  die  umgekehrten 
trigonometrischen  Functionen  zu  einer  Gruppe,  die  mit  der 
Basis  der  natürlichen  Logarithmen  gebildete  Exponentialfiinetion 
und  die  directen  trigonometrischen  Functionen  zu  einer  anderen 
Gruppe  gehören.  Der  nach  dem  Argument  genommene  Diffe- 
rentialquotient hat  bei  jeder  Function  der  ersten  Gruppe  die 
Eigenschaft,  gleich  einer  algebraischen  Function  des  Arguments, 
bei  jeder  Function  der  zweiten  Gruppe  gleich  einer  transcen- 
denten Function  des  Arguments  zu  sein.  Wie  tief  dieser  Un- 
terschied gehe,  wird  sich  im  weiteren  Verlaufe  zeigen. 

§  16.    Differenzen  verftchledener  Ordnungen  einer  Function 

einer  Variable. 

Der  Differentialquotient  einer  Function  einer  Variable  ist 
in  §  5  als  der  Grenzwerth  des  Quotienten  definirt  worden,  wel- 
cher  aus   der  Division   der   Differenz   von   zwei  Werthen    der 
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Variable  Jn  die  Diflferenz  der  zugehörigen  Werthe  der  Function 
hervorgeht.  Indem  die  Operation  des  Differenznehmens  durch 
eine  besondere  Charakteristik  angedeutet  wird,  erhält  die  Dif- 
ferenz der  Werthe  der  Variable  das  Zeichen 

(1)  Jx  =  h, 

die  Differenz  der  entsprechenden  Werthe  der  Function  das 
Zeichen 

(2)  Jf(x)=f(x  +  h)-f(x\ 
und  der  in  Rede  stehende  Differenzenquotient  den  Ausdruck 

<^^  -7^- h 

Es  kann  nun  die  Operation  des  Differenznehmens  wiederholt 
werden,  nachdem  der  Variable  x  eine  Reihe  von  beliebigen  auf 
einander  folgenden  Werthen 

(4)  X,  x^j  x^y  •  •  •  ^» 

beigelegt  ist.  Zuerst  entsteht  die  Reihe  der  Differenzen  der 
ersten  Ordnung 

(5)  Jf{x)      =f{x,)~f{x) 

Jf(xJ    =f(x,)-f{z,) 

Dann  ergiebt  sich  die  Beihe  der  Differenzen  der  eweUen  Ordnung 

(6)  JJf(x)     =Jf(x,)    -Jf{x)     =nx,)-2f(x,)    +f{x) 
JJfixJ   =Jf(x,)    -Jf(x,)   =f{x,)-2f{x,)    +f(xj 

Auf  gleiche  Weise  folgt  aus  jeder  Reihe  von  Differenzen  die 
Reihe  der  Differenzen  der  nächst  höheren  Ordnung,  so  dass  die 
Reihe  der  Differenzen  einer  beliebigen  pten  Ordnung  diese  ist, 

yn^)  ==f{^,)  -f/-(a:,_,)+^^f=-V(v.)-..+(-i)7(^) 

In  der  Darstellung  von  ^f{x),  J^  f{x^\  . . ,  J"  f(x^_^   er- 
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scheinen  die  verschiedenen  Werthe  der  Function  nach  den  ab- 
steigenden Zeigern  der  Werthe  der  Variable  geordnet,  mit  ab- 
wechselnden Vorzeichen  versehen  und  mit  den  successiven 
Binomialcoefiicienten  vom  Exponenten  p  multiplicirt  Für  jp=l 
fällt  diese  Darstellung  mit  der  in  (5)  gegebenen  Definition  zu- 
sammen. Ihre  allgemeine  Gültigkeit  schliesst  man  daraus,  dass 
die  Darstellung,  wenn  sie  für  einen  beliebigen  Werth  von  p 
richtig  ist,  fUr  den  um  eine  Einheit  grösseren  Werth  ebenfalls 
gilt.  Angenommen,  die  Gleichungen  (7)  seien  für  die  Differen- 
zen der  (p  —  l)ten  Ordnung  zutreffend,  so  folgt  aus  der  Defiui- 
tionsgleichung 

(8)  ./  fix)  =  y''nx,)-^y'-'  f(x) 

die  Gleichung 

(9)  J"  fix) 

^n^,)  -  ^/-(vi)  -^  ^"  y/,^-"'^  fix^^,)  -- . .  -f  (-1)''- V(^.) 

-/•(Vi)  +  -Y"^(V2)--+  {-lY~'^~f(x,)+{-lff(x). 

Nun  erfüllen  die  auftretenden  Binomialcoefiicienten  die  Glei- 
chungen 

(10)  ----  +  l^_,  — +—-^—- , 

welche  durch  wirkliche  Ausführung  der  Addition  leicht  zu  be- 
gründen sind  und  auch  aus  den  Gleichungen  (10)  in  I,  §  117 
entstehen,  indem  daselbst  die  Zahl  n  gleich  p—l  und  n'  gleich 
der  Einheit  gesetzt  wird.  Vermöge  (10)  geht  aber  die  Gleichung 
(9)  in  die  erste  Gleichung  (7)  über,  wodurch  der  erforderliche 
Beweis  geführt  ist.    ' 

Ganz   entsprechend  kann   mit  den  Werthen  x,  x^,  ar^, . . . 
verfahren  werden,  so  dass  man  die  Gleichungen  erhält 
(5*)  Jx     =a:j — X 

(6*)  JJx  =  Jx^  —  Jx  =  x^  —  2x^  +  J?, 

(7*)      yx=j^'x,'^jr'x 

=  X^  jT"  •*>— 1  ^"  |~2         ^^—2        . . .  +  (        1)    X. 
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Für  manche  Zwecke  reicht  es  aus,  die  Reihe  der  Werthe 
(4)  so  za  wählen^  dass  die  Differenz  von  zwei  auf  einander 
folgenden  immer  dieselbe  bleibt,  mithin 

(4ft)  x^  =  X'{'hj  x^  =  X'{'2h,  x^  =  x  +  nh 

ist.  Dann  verwandelt  sich  die  erste  Zeile  von  (7)  in  die  Glei- 
chung 

(5.)   J'nx)=f(x+ph)-^f(x+(p--l)h)  +  ..+  i-lYnx). 

Die  Operation,   durch  welche   aus  f{x)   der  Diffierenzen- 

z/  f(x) 
qnotient  — - — -  entsteht,  lässt  sich  ebenfalls  wiederholen;  hier- 

/»  X 

bei  beschränken  wir  uns  gegenwärtig  auf  die  Annahme,  dass 
die  successiven  Differenzen  der  Variable  x  constant  sein 
sollen.    Man  nimmt  nun  von  dem  betreffenden   Quotienten   die 

Differenz  — ,     ^ : — —i   wo  nach  der  genannten  Voraus- 

Ja^  ^x  ° 

Setzung  z/fl?i  =  Jx  ist,  und   dividirt  durch   die  Differenz  Jx. 

Jf(x) 
Die  Differenz  des  Quotienten  —  ^^       wird   alsdann  gleich  dem 

^  X 

Ausdruck  ^   ;  mithin  erhält  man  die  Gleichung 

4^  X 

^"^  — :Ji 1^^' 

und  aus  denselben  Grttnden  vemiittelst  (4.)  und  (7)  durch 
1>  fache  Wiederholung  desselben  Verfahrens  das  Resultat 

(12)  \    ^oT'    I  ^   ^i^f{x) 

nx'\'ph)-^f{x-¥{p-\)h)'¥...-¥{-\Yf{x) 
=  -p 

Da  für  unsere  Darstellung  nur  das  Princip  der  so  eben  erör- 
terten' Operationen  wesentlich  ist,  und  überdies  die  Anwendung 
keine  Schwierigkeiten  darbietet,  so  unterlassen  wir  es  Beispiele 
hinzuzufügen. 
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§  16.  Dlfferentialqaotieiiteii  ▼enobleAeiittr  Ordnuiiff^ii 

einer  Fnnctloii  einer  Variable. 

Ebenso  wie  das  Verfehren  der  Bildung  eines  Differenzen- 
quotienten mehrfach  nach  einander  angewendet  wird,  wiederholt 
man  auch  das  Verfahren  der  Bildung  eines  Differentialquotienten 
und  bezeichnet  die  durch  diesen  Process  entspringenden  Func- 
tionen einer  Variable  in  ähnlicher  Weise. 

Der  nach  der  Variable  x  genommene  Differentialquotient 
der  Function  f{x)  heisst  dann  der  Differentiaiqiwtient  der  ersten 
Ordnung  oder  der  erste  Differentiälquotientj  der  nach  der  Variable 
X  genommene  Differentialquotient  von  diesem  der  Differential- 
quotient  der  zweiten  Ordnung  oder  der  jsweite  Differentiaiguotient 
der  Function  f(x)  in  Bezug  auf  die  Variable  x,  und  allgemein 
der  nach  der  Variable  x  genommene  Differentialquotient  des 
(/)— l)ten  Differentialquotienten  der  IHfferentialquotient  der  pten 
Ordnung  oder  der  pte  Differentialquotient  der  Function  f(x)  in 
Bezug  auf  die  Variable  x.  Die  von  Leibnitz  herrührende  No- 
tation, welche  sich  an  die  Notation  der  Gleichungen  (11)  und 
(12)  des  vorigen  §  anschliesst,  ist  die  folgende 


dl- 

(1) 


d*  f(.x) 


da  dx* 

(1^)  _A   dx'-'     1  _d!'f{x) 


dx  dx^ 

Da  die  Aufstellung  der  höheren  Differentialquotienten  einer 
gegebenen  Function  auf  die  successive  Bildung  erster  Differen- 
tialquotienten hinauskommt,  so  sind  für  den  genannten  Zweck 
keine  eigenthümlichen  Methoden  erforderlich.  Erwähnt  zu  werden 
verdient  das  Gesetz  der  aufeinander  folgenden  Differentialquo- 
tienten eines  Products  von  zwei  Functionen.  Aus  der  Gleichung 

(2)         ^^:^-'^^=''^9i^)^m''}f-       . 

folgt  durch  die  erste  Differentiation 
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und  durch  Foi-tsetzung,  wie  leicht  zu  beweisen  ist,  mit  Anwen- 
dung der  Binomialcoefficienten 

da^     ^^  1      dx'-'         dx  '^        daf 

Auch  lassen  sich  die  aufeinander  folgenden  Differentialquotienten 
von  den  Grundfanctionen  der  Analysis  leicht  angeben,  sobald 
die  Darstellung  ihrer  ersten  Differentialquotienten  vorliegt. 

Der  erste  Differentialquotient  der  mit  dem  beliebigen  Ex- 
ponenten n  gebildeten  Potenz  x"  hat  nach  (13)  des  §  12  den 
Ausdruck 

(3)  -rf^-«^     • 

Die  Bestimmung  der  nach  einander  folgenden  Differentialquo- 
tienten wird  vermöge  derselben  Formel 


(4) 


I 


l)(n— 2)...(n-i>  +  l)a;' 


n-p 


Hierbei  giebt  sich  ein  Unterschied  zwischen  den  ganzen 
positiven  Potenzen  und  allen  übrigen  Potenzen  der  Variable  x 
zu  erkennen.  Wofern  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  wird  derwte 

Differentialquotient  von  a:"  gleich  dem  Product  der  natürlichen 
Zahlen  n{n  —  1)  (n— 2) ...  1  oder  w!,  welches  n  Factdtät  genannt 
wird;  dann  verschwindet  der  (n4-l)te  und  jeder  höhere  Dif- 
ferentialquotient unbedingt.  Wenn  dagegen  n  nicht  gleich  einer 
ganzen  positiven  Zahl  ist,  so  nimmt  der  numerische  Factor 
n{n'—  1)  (n— 2) . . .  (n  —  p  -f  1)  bei  Keinem  Werthe  der  Ordnungs- 
zahl p  den  Werth  Null  an,  und  kein  noch  so  hoher  Differential- 
qaotient  der  Potenz  x  bekommt  die  Eigenschaft,  für  ein  unbe- 
stimmtes X  zu  verschwinden. 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  der  erste  Differentialquotient 
des  natürlichen  Logarithmus  in  Bezug  auf  den  Numerus  nach 
(44)  des  §  10  gleich  dem  reciproken  Werthe  des  Numerus  ist, 
erhält  man  die  sämmtlichen  Differentialquotienten  des  natür- 
liehen  Logarithmus  mit  Zuziehung  von  (3)  wie  folgt 
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(5) 


'    d\o%x  

dx 

d*  log  X  

<       dx''      ~ 


1 

X 

—  1 


^^log^  _./ ^.y-1  1  .2.3.  .(j? — 1) 

dx  X 

Die  mit  der  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  gebildete 
Exponentialfunction  bringt  nach  (10)  des  §  11  als  den  auf  das 
Argument  bezüglichen  Differentialqnotienten  sich  selbst  hervor. 
Jede  neue  Differentiation  mnss  daher  wieder  dasselbe  Resultat 
lieferti,  und  es  entsteht  tllr  jeden  Werth  der  Zahl  ^  die  Gleichung 


(6) 


da? 


Für  die  trigonometrischen  Functionen  sin  x  und  cos  x  folgen 
RUH  (9)  und  (10)  des  §  13  die  Ausdrücke  der  Differentialquo- 
tienten 

dVAVkX 


(7) 


(«) 


dx 

=  COS  X 

d^  sin  X 
dx^ 

=  —  sin  X 

d^  foxax 
dx^ 

=  —  cos  X 

d*  sinx 
dx* 

=  sin  Xj 

dcoBX 
dx 

=  —  sin  X 

d^  cos  X 
rf.r* 

=  —  cos  x 

d^  cos  X 
dx^ 

'=  sin  X 

d*  cosx 

=  C08X. 

dx 


Der  l'mstund,  dass  der  vierte  Differentialquotient  von  jeder  der 
beiden  Functionen  mit  der  differentiirten  Function  selbst  zu- 
sammcnftllt,  übt  die  Wirkung,  dass  bei  fortgesetzter  Diffe- 
rtnUiation  stet*  dieselben  Ausdrücke  in  der  gleichen  Reihen- 
folge wiederkehren.    Nun  liefert  jede  ganze  positive  Zahl  p  bei 
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der  Division  mit  der  Zahl  Vier  einen  bestimmten  Quotienten  g, 
und  einen  bestimmten  Rest  r  aus  den  vier  Zahlen  0,  1,  2,  3, 
so  dass  die  Gleichung  p  =  4g  +  r  erftUlt  wird  (I,  §  2).  Dann 
lassen  sich  die  Differentialquotienten  d^r  Functionen  sin  x  und 
coso;  von  einer  beliebig  hohen  Ordnung  so  darstellen 

da  da 

/irx\  <*        cosx         a  co8^ 

a  a  a  X 

dabei  ist  festgesetzt,  dass  ftirr  =  0  die  betreflFende  Function 
selbst  eintrete,  und  dass  für  r  =  l,  2, 3  die  Ausdrücke  aus  (7) 
und  (8)  genommen  werden. 

Die  Entwickelung  der  höheren  Differentialquotienten  der 
Functionen  tgrc  und  cotgx  kann  man  wie  die  Formation  der 
ersten  Differentialquotienten  in  §  13  darauf  gründen,  dass  die 
in  Rede  stehenden  Functionen  gleich  Quotienten  aus  den  Func- 
tionen sino;  und  cosrc  sind. 

Die  ersten  Differentialquotienten  der  umgekehrten  trigono- 
metrischen Functionen  arc  sin  x  und  arc  cos  x  sind  nach  (9)  und 
(10)  des  §  14  respective  gleich  dem  positiv  oder  negativ  ge- 
nommenen reciproken  Werth  des  Radikals  ^\  — a;',  die  umge- 
kehrten trigonometrischen  Functionen  arc  tg  x  und  arc  cotg  x 
nach  (11)  und  (12)  desselben  §  beziehungsweise  gleich  dem 
positiv  oder  negativ  genonunenen  reciproken  Werthe  des  ratio- 
nalen ganzen  Ausdruckes  1  4-  x^.  Hieraus  folgt  vermöge 
der  mitgetheilten  Regeln  für  die  Differentiation  einer  alge- 
braischen Function,  dass  der  nach  x  genommene  pte  Diffe- 
rentialquotient sowohl  der '  Function  arc  sin  x  wie  auch  der 
Function  arc  cos  x  gleich  einem  Bruche  ist,  dessen  Zähler  eine 
rationale  ganze  Function  von  a;,  und  dessen  Nenner  die  (2^  —  1)  te 

Potenz  des  Radikals  ^\—x^  ist,  und  dass  der  nach  x  genom- 
mene p  te  Differentialquotient  sowohl  der  Function  arc  tg  x  wie 
auch  der  Function  arc  cotg  x  gleich  einem  Bruche  ist,  dessen 
Zähler  eine  rationale  ganze  Function  von  x^  und  dessen  Nenner 
die  p  te  Potenz  des  rationalen  ganzen  Ausdnickes  \  -¥  x^  ist. 

Die  Begriffe,  welche  wir  als  den  ersten,  zweiten,  p  ten 
Differentialquotienten  einer  Function  definirt  haben,   sind  auch 
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mit  anderen  Namen  bezeichnet  worden.  Newton  nannte  sie 
beziehungsweise  erste,  zweite,  p  te  Flaxion,  Lagrange  führte  die 
Ausdrücke  abgeleitete  Function  der  ersten^  eweiten,  p  ten  Ordnung 
oder  erste,  zweite,  p  te  abgeleitete  Function  ein,  statt  deren  auch 
die  Abkürzungen  erste,  zweite,  p  te  Ableitung  benutzt  werden. 
Nach  dem  Vorgange  von  Lagrange  notirt  man  die  nach  x  ge- 
nommenen Ableitungen  der  ersten,  zweiten,  p  ten  Ordnung  einer 
Function  y  =  f{x)  durch  die  Zeichen 

(11)  y'=f'ix),  y"=r(^\  ■  ■  y"  =  f'  (»). 

An  dieser  Stelle  haben  wir  darauf  aufmerksam  zu  machen, 
dass  in  I,  §  49  die  Bezeichnung  der  auf  einander  folgenden  Ab- 
leitungen  einer  rationalen  ganzen  Function 

f[x)  =  a^x"  +  a^x"^  4-  . .  +  a^__^x  +  a^, 
welche  durch  die  Gleichungen 

f(x)^=naQ  x~  +  (n  —  1)  a^  x"  +  . .  +  a„_, 
f'(a;)  =  n(n-l)ao/"'  +  (n— l)(n— 2)a,a?""^  +  ..+2.1.a^_2 

/^"\:r)  =  n(n—  l)(n  — 2) . .  2 . 1 .  a« 

erklärt  sind,  mit  der  so  eben  erörterten  allgemeinen  Bestimmnng 
im  Einklänge  steht.  Die  Ableitungen  von  f{x)  treten  in  der  dor- 
tigen Gleichung  (9)  auf.  Will  man  dieselbe  in  unseren  gegen- 
wärtigen Zeichen  ausdrücken,  so  ist  wie  in  I,  §  94  statt  z  das 
Zeichens  und  statt  A:  das  Zeichen  1%  einzuführen;  dann  entsteht 
die  Darstellung 

(12)  nx+h)^f{x)+nx)h  +  ^Ä'+ .. +{-2^ Ä*. 

Die  gegebene  rationale  ganze  Function,  deren  Argument  durch 
den  zweigliedrigen  Ausdruck  x  -{-  h  ersetzt  ist,  erscheint  hier 
nach  den  auf  einander  folgenden  ganzen  positiven  Potenzen  der 
Grösse  A  entwickelt.  Die  Function  f{x)  bildet  das  von  h  freie 
Glied,  der  Coefficient  jeder  einzelnen  ganzen  positiven  Potenz 
von  h  ist  gleich  der  Ableitung  der  Function  f  {x)  von  gleich 
hoher  Ordnung,  durch  die  gleichnamige  Facultät  dividirt. 
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Capitel  II. 
Prlnclpien  der  Integration.    • 

§  17.    ümk^hmn^  Aer  Anflgrab«  Aer  IMff^r^ntlatlon. 

Man  kann  die  Operation,  durch  welche  von  einer  Function, 
die  ftlr  ein  gewisses  Intervall  der  unabhängigen  Variable  ge- 
geben ist,  der  auf  die  Variable  bezügliche  DiflFerentialquotient 
bestimmt  wird,  in  der  folgenden  Weise  umkehren.  Es  sei  für 
das  zwischen  den  Grössen  a  und  b  ausgedehnte  Intervall  der 
Variable  x  eine  eindeutige,  endliche  und  stetige  Function  f(x) 
gegeben;  verlangt  wird  eine  Function  y=z(p(x)  von  solcher  Be- 
schaflFenheit,  dass  der  nach  der  Variable  x  genommene  DiflFe- 
rentialquotient von  (pix)  der  Function  f{x)  gleich  sei,  oder  in 
Zeichen,  der  Gleichung 

genüge.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  heisst  die  Integration 
der  Function  f{x)  in  Bezug  auf  die  variable  Grösse  x.  Mit 
dem  Studium  der  so  eben  gestellten  Frage  betreten  wir  die 
Schwelle  der  Integralrechnung;  wir  werden  uns  aber  dem  ge- 
steckten Ziele  nicht  unmittelbar  sondern  in  der  Art  näheren, 
dass  wir  die  Betrachtung  einer  einfacheren  Aufgabe  voran- 
schicken, bei  welcher  an  die  Stelle  des  DiflFerentialquotienten 
der  BegriflT  des  DiflFerenzenquotienten  gesetzt  ist. 

§  18.    Umkehrunff  A«r  Aufgabe,  einen  Differenzenqnotienten 

zu  bllAen. 

Innerhalb  des  von  a  bis  b  ausgedehnten  Intervalls  der 
Variable  x,  ftir  welches  die  im  vorigen  §  bezeichnete  Function 
f{x)  eindeutig,  endlich  und  stetig  gegeben  ist,  werde  ein  von 
a  bis  ß  reichendes  Intervall  so  angenommen,  dass  die  vier 
Werthe  a,  a,  ß,  ft,  nach  ihrer  algebraischen  Grösse  auf  einander 
folgen.  Zwischen  den  äussersten  Werthen  a  und  ß  des  engeren 
Intervalls   schalte   man   eine   beliebige  Anzahl   unter   einander 
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verschiedener  Werthe  ein,  welche  ebenfalls  nach  ihrer  algebrai- 
schen Grösse  geordnet  sind,  sonst  keiner  Beschränkung  unter- 
liegen und  folgendermassen  ausgedrückt  werden, 

Indem  man  die  in  §  15  eingefltlhrten  Bezeichnungen  benutzt, 
sind  die  Differenzen  von  je  zwei  auf  einander  folgenden  Werthen 

(2)       Jx^=x^—x^,  Jx^^x^—x^,  ..Jx^_^=x^—x^y^ 

sämmtlich  von  Null  verschieden  und  Grössen  desselben  Vor- 
zeichens. Wofern  für  das  in  Bede  stehende  Intervall  eine 
Function  F{x)  gegeben  wäre,  so  Hesse  sich  mit  den  Differenzen 
(2)  die  Beihe  von  Differenzenquotienten  bilden 

,.,        ^^K)      F{x^)-^F{x,)     jF(x,)      F{x,)'-F{x,) 

JXq  X^  —  Xq  z/Äj  X^  —  a?j 

^F{x^^,)^F{x,)-F{x^^,)  ^ 

Man  erhält  nun  die  am  Schlüsse  des  vorigen  §  angedeutete 
Aufgabe,  in  dem  man,  die  gegenwärtig  beschriebene  Operation 
umkehrend,  die  Forderung  ausspricht,  es  sollen  die  auf  einander 
folgenden  Fundionswerthe  F{x^,  F{x^  . .  F{x^  so  bestimmt  wer- 
deny  dass  die  Differenzenquotienten  (3)  der  Reihe  nach  den  ent- 
sprechenden Werthen  der  Function  f{x)  gleich  seien, 

oder  dass  für  die  Werthe  x^  ar^,  .  .  x^_^  die  Gleichung 

(4)  ^^  =  A^) 

/l  X 

befriedigt  werde. 

Die  in  (4)  enthaltenen  Gleichungen  nehmen,  nachdem  jede 
mit  der  im  Nenner  auftretenden  Differenz  multiplicirt  ist,  die 
Gestalt  an 

(  F{x,)^F(x,)=f{x,){x,-x,) 

F(x,)-F(x,)==f{x,){x,^x,) 

Ihre  Behandlung  beruht  auf  dem  Princip,  dass  der  Bildung  einer 
Differenjs  als  mngekehrte  Operation  die  Bildung  einer  Summe 
entspricht.    Indem  man  zuerst  die  zwei,  dann   die  drei  ersten, 


(6) 


§  18.  Bildung  eines  Summenausdrucks.  93 

und  so  foi*t,  zuletzt  alle  Gleichungen  addirt,  entstehen  für 
die  Differenzen  F(x^  —  F{x^\  Fix^)  -  F{Xq)  ,. .  F^  (x)  —  F{x^) 
die  Ausdrücke 

F{x,)^F(x,)=f(x,){x,^x,)+f(x,){x,^x,) 

Es  ist  klar,  dass  die  säramtlichen  Grössen  F(x^)y  F(x^), . . .  F{x^) 
vollständig  bestimmt  sind,  sobald  eine  derselben  gegeben  ist, 
und  dass  derWerth  dieser  einen  beliebig  gewählt  werden  darf. 
Wir  setzen  voraus,  dass  die  Grösse  F(x^)  beliebig  gegeben 
sei,  und  haben  dann  in  den  Gleichungen  (6)  die  vollständige 
Auflösung  der  gestellten  Aufgabe. 

Die  gegenwärtige  Betrachtung  schliesst  sich  an  die  Ausein- 
andersetzung über  Differenzenqnotienten  an,  welche  in  §  15  des 
ersten  Capitels  gegeben  ist,  bindet  sich  jedoch  nicht  an  die  dort 
getroffene  Annahme,  dass  die  Differenzen  der  unabhängigen 
Variable  sämmtlich  einander  gleich  oder  constant  seien.  Für 
diese  specielle  Voraussetzung  werden  die  sämmtlichen  Differen- 
zen (2)  gleich  dem  n  ten  Theile  des  Intervalls  (ß  —  a),  so  dass 
die  Gleichungen  (6)  in  die  folgenden  übergehen 

ß  —  a 


(7) 


Fix,)-F(x,)  =  {r(x,)  +  f{x,)) 


n 


F  (x,)  -  Fix,)  =  {fix,)  +  f  ix^)  +  f  (a;,))  ^      " 


n 


F  ix,)  -  Fix,)  =  {fix,)  +  fix,)  +  . .  +  fix,_,))  ^     " 


n 


Durch  die  Gleichungen  (1)  sind  fllr  die  äussersten  Werthe 
des  benutzten  engeren  Intervalls  die  Zeichen  x^^a,  x^  =  ß  ein- 
geführt Es  wird  daher  durch  die  letzte  Gleichung  von  (6)  die 
Differenz  F(ß)  —-  F{a)^  mithin  bei  einer  beliebig  gegebenen 
Grösse  F(a)  die  Grösse  F(ß)  so  ausgedrückt 
(8)  F{ß)  ~  F(a) 

Unter  der  Annahme   constanter  Differenzen  tritt  statt  (8)  die 
letzte  Gleichung  (7)  ein 
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(9)         F(ß)  -  F(a)  =  {fix,)  +f(a:,)+...+  f(x^^))  ^ , 

welche  besonders  zu  beachten  ist.  Man  nennt  die  durch  die 
Anzahl  dividirte  Summe  gegebener  Grössen  das  arithmetische 
Mittel  der  Grössen.  Hiemach  darf  der  Inhalt  der  Gleichung  (9) 
so  ausgedrückt  werden,  dass  die  Differenz  F(ß)  —  F{a)  gleich 
dem  Product  ist,  das  durch  Multiplication  des  arithmetischen 
Mittels  der  gegebenen  Functions werthe  f{x^)i  f{x^,  .  'fix^^^^ 
und  des  Intervalls  {ß  —  a)  entsteht. 

§  19.  Oeom^trisoli«  Deatnn^  etno  Bnmmeaansdnudai. 

Die  im  vorigen  §  gelöste  Aufgabe  zeigt  die  Eigenthüm- 
lichkeit,  dass  eine  der  Grössen  -F(a),  F{x^),,,F{ß\  für  die 
wir  F{a)  angenommen  haben,  willkürlich  bleibt,  dagegen  jede 
Differenz  aus  zweien,  mithin  auch  die  Differenz  F{ß)  —  F{a) 
vollständig  bestimmt  ist.  Nun  bezieht  sich  die  folgende  Unter- 
suchung auf  den  Summenausdruck,  durch  welchen  die  Differenz 
F{ß)  —  F  (a)  dargestellt  ist  und  der  so  lautet 

(1)  Fiß)-F(,a) 

=  f(.^o)  (^1  —  a;«)  +/"(a;,)  i^i—Xi)  + ...  +/"(a;,_i)  («,—«,_,)• 

Er  erlaubt  eine  einfache  geometrische  Interpretation  mit  Hülfe 
der  Curve,  welche  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  u 
eines  Punktes  einer  Ebene  durch  die  Gleichung 

(2)  «  =  fix) 

bezeichnet  wird.  Das  von  «  bis  ß  ausgedehnte  Intervall  der 
Variable  x  giebt  einen  gewissen  Theil  der  x  Axe  an,  und  die 
von  den  eingeschalteten  Werthen  zu  erfüllende  Bedingung  er- 
hält den  Sinn,  dass  die  Punkte  dieser  Axe  ^q, $,,...  $^^ 
welche  den  Werthen  a,  x^,  ^ar-^„-_ii /^  entsprechen,  unter  ein- 
ander verschieden  sind  und  gleichfalls  der  Reihe  nach  auf 
einander  folgen.  Der  bequemeren  Formulirung  wegen  werde 
vorausgesetzt,  dass  die  Differenz  ß — a  positiv  sei  und  die 
Function  f(x)  in  dem  betreffenden  Intervall  ebenfalls  nur 
positive  Werthe  annehme.  In  Folge  dessen  haben  die  sämmt- 
lichen  Differenzen  Xj^  —  a,  x^ — a;,,.../? — x^_^  das  positive  Vor- 
zeichen  und   geben  das  Mass  des  Abstandes  von  je  zwei  ent- 


§  19. 
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dß 


fsW^, 


sprechenden  Punkten  der  x  Axe  an;  diese  folgen  für  wach- 
sende Zeiger  in  derjenigen  Richtung  aufeinander,  in  welcher 
die  X  Coordinaten  zunehmen.  Die  Lothe,  welche  in  den  betref- 
fenden Punkten  gegen  die  x  Axe  errichtet  werden  und  deren  zweite 
Endpunkte  die  auf  einander  folgenden  Punkte  9io>8li,...8l,^i,  81^ 
der  durch  die  Gleichung  (2)  definirten  Curve  sind,  liegen  sämmt- 
lich  auf  derjenigen  Seite    der   Abscissenaxe,  auf  der  sich  die 

positiven  Ordinaten  befinden; 
die  Längen  der  Lothe  wer- 
den beziehungsweise  durch  die 
Functionswerthe 

ausgedrückt.  In  der  neben- 
stehenden Figur  (8)  ist  die 
Lage  der  Axen  wie  in  der 
Figur  (1)  des  §  2  angenom- 
men, was  auch  stillschwei- 
gend immer  in  Zukunft  ge- 
schehen wird.  Zieht  man 
durch  jeden  Punkt  der  Curve 
SRo,  Sil, . . .  9i^_i  eine  Parallele 
zur  Abscissenaxe  bis  zu  einem 
Punkte,  der  auf  der  Ordinate 
^^^^®J  des  nächstfolgenden  Punktes 

oder  auf  deren  Verlängerung  liegt,  und  nennt  die  neuen  Punkte 
respcctive  ©j,  ©j, . . .  ©^,  so  entsteht  eine  Reihe  von  Rechtecken, 
das  erste  von  der  Basis  ^o^^?i  =  ^i— «  nnd  der  Höhe  $«  SRo 
=  f{x^),  das  zweite  von  der  Basis  $i^,  =  ^, — x^  und  der 
Höhe  $i9ii  =f{x^\  u.  s.  f.,  das  letzte  von  der  Basis  ?ß^_i$^ 
=  ß—x^_^  und  der  Höhe  ^„.^  81,^,  = /"  K_i).  Der  Flächen- 
inhalt jedes  Rechtecks  wird  durch  das  Product  der  Längen 
seiner  Basis  und  Höhe  gemessen.  Folglich  stellen  die  auf  ein- 
ander folgenden  Bestandtheile  des  auf  der  rechten  Seite  von  (1) 
befindlichen  Summenausdrucks  die  Inhalte  der  construirten 
Rechtecke  dar,  und  der  ganze  Ausdruck  ist  gleich  der  Summe 
der  Inhalte  aller  Rechtecke,  oder  auch  gleich  dem  Inhalte  des- 
jenigen Theiles  der  Ebene,  welcher  durch  die  Abscissenaxe, 
durch  die  erste  Ordinate  ^o^o>  durch  die  letzte  Ordinate  ^^81^, 


>?  ^  /f  /f  ^  >f  ;? 


^ 
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tind  durch  die  ans  geraden  Stücken  bestehende  gebrochene  Linie 
SRo  ©,  Sil  ©2 . . .  9i„_i  ©,  begrenzt  wird. 

Sobald  die  Diflferenz  ß  —  a  negativ  ist,  folgen  die  Punkte 
der  Abscissenaxe  ¥o»  ^p  ••^«-n^ii  ^"  entgegengesetzter  Rich- 
tung gegen  das  Wachsen  der  Abscissen  auf  einander ;  wenn  die 
Function  f{x)  innerhalb  des  Intervalls  nur  negative  Werthe  er- 
hält, liegen  die  Punkte  der  Curve  9io,9ii,...8l^  auf  deijenigen 
Seite  der  Abscissenaxe,  welcher  die  negativen  Ordinalen  zuge- 
hören. Durch  jede  einzelne  der  beiden  Abänderungen  erhält 
der  obige  Summenausdruck  das  negative  Vorzeichen,  durch  beide 
zusammen  nimmt  er  wieder  das  positive  Vorzeichen  an,  wäh- 
rend sein  absoluter  Werth  immer  den  Inhalt  des  charakterisirten 
Theiles  der  Ebene  darstellt. 

§  20.   Chrenzwerth  «üim  Bnmmenansdniol». 

Um  mit  Hülfe  des  gebildeten  Summenausdrucks  zu  einer 
Auflösung  der  Gleichung  (1)  des  §17  zu  .gelangen,  nehmen  wir 
an ,  dass  die  Grössen  a  und  ß  fißstgehalten  werden ,  dass 
die  Anzahl  der  eingeschalteten  Werthe  der  Variable  x  immer- 
fort wachse,  und  die  sänimtlichen  DiflFerenzen  von  je  zwei 
auf  einander  folgenden  Werthen  beständig  abnehmen.  Dann 
lässt  sich  auf  die  Voraussetzung,  dass  die  eindeutige  und  end- 
liche Function  f(x)  in  einer  sogleich  zu  erklärenden  Weise  die 
Bedingung  der  Stetigkeit  erilllle,  der  Beweis  gründen,  dass  Jer 
erwähnte  Summenausdruck  gegen  einen  festen  Grenzwerth  con- 
vergirt.  Mit  den  Werthen  von  x  möge  in  der  Weise  verfahren 
werden,  dass,  nachdem  eine  bestimmte  Reihe  eingeschaltet  ist, 
die  wie  im  vorigen  §  bezeichnet  sei,  zwischen  je  zwei  Werthen 
eine  Anzahl  von  Individuen  eingeschoben  werde,  die  ebenfalls 
ihrer  algebraischen  Grösse  nach  auf  einander  folgen  und  die 
Bezeichnungen  haben: 

x^  _  =  x,^     =x 


'O.p 


1,0      —  '*'1>        '*'i.i>  •  •  •  '*'l.Pi— 1 


•*'it-2,  p  '*  »-1,0         '*'»— 1>    •*'»— 1,1»  •  *  •  •*'it-l.  P        -1 

H    2  »—1 

^n-l,  p      ,  =  ^»,0        =  ß* 
n — 1 
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Durch  dieses  Verfabren  geht  der  Snmmenansdruck 

(2)  f{x^)  (a^i-^o)  +/'(^i)(^2— ^i)  +  •  •  +/*(««-i)  K~^«-i) 

in  einen  neuen  Snmmenausdmck  über,  welcher  durch  Addi- 
tion von  n  Theilen  erhalten  wird,  von  denen  der  erste  ans 
dem  Intervall  zwischen  x^  und  x^j  der  zweite  aus  dem  Intervall 
zwischen  x^  und  x^^  u;  s.  f.,  der  letzte  aus  dem  Intervall  zwi- 
schen x^_y^  und  x^  herrflhrt    Der  erste  Theil  hat  die  Gestalt 

(3)  /"Ko) Ki-"^o.o)+ Aa^ci)  K^-^oj) + •  •  +/'Kp-i) Kp-«o,,^i)> 
die  ttbrigen  sind  entsprechend  gebildet,  der  letzte  Theil  ist 
gleich  der  Summe 

«—1  »—1  fi — 1 

In  §  17  ist  festgesetzt  worden,  dass  die  Function  f{x)  für 
das  von  a  bis  &  ausgedehnte  Intervall  der  Variable  x  eindeutig, 
endlich  und  stetig  sei;  eine  Function  heisst  aber  nach  der  aus 
I,  §  108  in  §  1  aufgenommenen  Definition  stetig,  wofern  bei  je 
zwei  innerhalb  des  bezeichneten  Intervalls  befindlichen  Werthen 
X  und  x+h  die  Differenz  der  zugehörigen  Werthe  der  Function 
f{x  -I-  Ä)  —  fix)  ftir  ein  gegen  die  Null  abnehmendes  h  selbst 
gegen  die  Null  abnimmt.  Bisher  haben  wir  diese  Definition  nur 
in  solchen  Fällen  gebraucht,  wo  von  den  Werthen  x  und  x-^-h 
der  eine  x  festgehalten,  der  andere  x-^-h  dem  ersteren  immer 
näher  gerückt  wurde.  Wenn  jedoch  die  Aussage  in  vollkom- 
mener Strenge  von  je  zwei  innerhalb  des  bezüglichen  Intervalls 
zu  nehmenden  Werthen  x  und  a;-f-A  gelten  soll,  deren  Dif- 
ferenz h  der  Null  genähert  wird,  so  steht  es  frei,  jeden  der 
beiden  Werthe  x  und  x  +  h  nach  und  nach  so  zu  ändern,  dass 
dabei  die  Differenz  h  kleiner  Und  kleiner  wird,  und  auch  dann  muss 
die  entsprechende  Differenz  ({x-^-h)  —fix)  nach  der  aufgestellten 
Definition  gegen  die  Null  abnehmen.  Gegenwärtig  fügen  wir 
noch  die  Voraussetzung  hinzu,  dass  der  numerische  Werth 
der  Differenz  f{x-¥h)  —  f{x)  für  jedes  innerhalb  der  Werthe 
a  und  b  liegende  Paar  von  Werthen  x  und  o;  +  A,  sobald  der 
numerische  Werth  von  h  unter  eine  gewisse  kleine  Grösse  d 
herabsinkt,  kleiner  bleibe  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  X, 
Alsdann  kann  man  zeigen,  dass  derjenige  Summenausdruck,  in 
welchen  sich    der  Summenausdruck  (2)  unter  Anwendung  der 

LfpMhits.  AiwItbU  n.  7 
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eiDgeschalteten  Werthe  (1)  verwandelt,  wenn  nur  die  Werthe 
Xq,  x^j,  , .  a?^__j,  x^  hinreichend  nahe  an  einander  liegen ,  von 
dem  Werthe  des  Summenausdrueks  (2;  beliebig  wenig  ab- 
weicht. 

Es  seien  die  Werthe  x^^  x^,...  x^_^  so  gewählt,  dass  die 
DiflFerenzen  a;,  —  a,  x^—  x^,. ..  /^  — ic^_„  die  nach  §  18  sämmtlich 
dasselbe  Vorzeichen  haben,  numerisch  unter  der  kleinen  Grösse 
d  liegen.  In  Folge  dessen  sind  die  entsprechend  genommenen 
DiflFerenzen  von  je  zwei  auf  einander  folgenden  Werthen  aus  (1) 
ebenfalls  vou  demselben  Vorzeichen  und  numerisch  kleiner  als 
die  Grösse  d.  Auch  leuchtet  es  ein,  dass  die  ähnlich  gebildeten 
DiflFerenzen  von  irgend  zwei  Werthen  der  Variable,  die  in  dem 
Ausdrucke  (3)  vorkommen,  gleichfalls  dasselbe  Vorzeichen  haben 
und  kleiner  als  d  sind,  und  dass  für  die  nicht  hingeschriebenen 
ähnlichen  Ausdrücke  und  den  letzten  Ausdruck  (4)  das  gleiche 
gilt.  Weil  nun  die  Voraussetzung  besteht,  dass  der  numerische 
Werth  der  DiflFerenz  f{x  +  h)—f(x)  kleiner  als  A  wird,  sobald 
der  numerische  Werth  von  h  kleiner  als  d  ist,  so  darf  man 
schliessen ,  dass  die  DiflFerenz  von  je  zwei  Functionswerthen, 
die  in  dem  Ausdrucke  (3)  vorkommen,  numerisch  kleiner  als  l 
ist,  und  denselben  Schluss  auf  die  folgenden  ähnlichen  Ausdrücke 
bis  zu  dem  letzten  Ausdruck  (4)  anwenden.  So  ergeben  sich 
die  Ungleichheiten 

(-k<f(x,^,)--'fixJ<k,^l<f{xJ-fix,^,)<X,^^^ 


(5) 


"« — 1 
Aus  der   ersten    Reihe  folgt,   dass  jeder   der   Functionswerthe 

f(\o\  f(\i)''*f(\p-i)  zwischen  den  Grössen  A^o.o^""^  ^^^ 
/(^o.o)  "*"  ^y  ^^s  der  zweiten  Reihe,  dass  jeder  der  Functions- 
werthe /'(^i,o)'A^i,i)>--/(^i.pj-i)  zwischen  den  Grössen /'(ajjo)—^ 
und  f{x^^^-\-l  liegt,  u.  s.  f.,   schliesslich  aus  der  letzten  Reihe, 

dass  jeder  der  Functionswerthe  fix^^^^),  f{x„_-^^)f . .  f(^„^i,p     _i) 

it— 1 

zwischen   den  Grössen  /'(^„__i,o)~^  ^^^  A^„-i,o)  +  ^   enthalten 

ist.    Man  substituire   in  (3),   den  ähnlich   gebildeten  folgenden 
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Ausdrücken  und  dem  letzten  (4)  statt  der  auftretenden  Fanc- 
tioDswerthe  zuerst  gleichzeitig  die  entsprechenden  zu  kleinen, 
dann  gleichzeitig  die  entsprechenden  zu  grossen  Werthe.  Dann 
gehen  aus  (3)  die  beiden  Ausdrücke 

hervor,   da  die   Summe  der   successiven  Differenzen  x^^^  —  Xq^j 

^0.2— ^o.r  •  •  •  ^o,p—  ^o,p-.i  gleich  der  Differenz  x^^  —  x^q  ist,  und 
diese  beiden  Ausdrücke  schliessen  den  Werth  von  (3)  in  Grenzen 
ein.  Man  erhält  ferner  successive  die  Paare  von  Ausdrücken 

n— l  «— 1 

welche  beziehungsweise  die  gleiche  Bedeutung  haben. 

Die  Werthe  der  Variable  x,  die  in  (6)  und  (7)  vorkommen, 
gehören,  wie  sich  aus  (1)  zeigt,  sämmtlich  zu  der  ersten  Reihe, 
die  zwischen  a  und  ß  eingeschaltet  wurden,  so  dass  (6)  in 
die  Gestalt 

und  (7)  in  die  Gestalt 

( {fix,)  -  A)  (x,  -  x,\   (fix,)  +  l)  ix,  -  X,) 
(9)  l 

kfia^.^^)-^)  (^«-^„_i),    (A^..i)  +  A)  ix,-x^J,) 

gebracht  werden  kann.  Für  den  Fall,  dass  ß—a  positiv  ist, 
haben  die  sämmtlichen  Differenzen  x,—  x^j  x,—  x,j...x^—  x^_, 
das  positive  Vorzeichen  und  liefert  tiberall  der  Ausdruck  links 
den  zu  kleinen,  der  Ausdruck  rechts  den  zu  grossen  Werth; 
für  den  Fall,  dass  ß — a  negativ  ist,  gilt  durchweg  das  Umge- 
kehrte. In  beiden  Fällen  ist  der  Werth  des  zu  untersuchenden 
Summenausdrucks,  welcher  durch  Addition  der  Ausdrücke  von 
(3)  bis  (4)  entsteht,  zwischen  den  beiden  Resultaten  einge- 
schlossen, von  denen  das  eine  durch  Addition  der  Ausdrücke 
links  in  (8)  und  (9),  das  andere  durch  Addition  der  Aus- 
drücke rechts  in  (8)  und  (9)  erhalten  wird.  Bei  der  auszufüh- 
renden Addition  lässt  sich  das  erste  Mal  als  Factor  von  — A, 
das  zweite  Mal  als  Factor   von  X   die   Summe  der  Differenzen 
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^1 "~  ^o>  ^« ""  ^i>  •  •  •  ^»  —  ^„-1  herausziehen ,  deren  Werth  ver- 
möge einer  so  eben  benutzten  Bemerkung  gleich  der  Differenz 
x^ — XQ  =  ß  —  a  ist.  Dadurch  werden  die  bezeichneten  beiden 
Resultate  gleich  den  Ausdrücken 

welche  von  dem  Summenausdruck  (2)  um  das  positiv  oder 
negativ  zunehmende  Product  aus  der  Grösse  l  und  der  Differenz 
{ß — a)  abweichen.  Weil  aber  die  Grösse  l  für  einen  hinreichend 
kleinen  Werth  der  Grösse  d,  unter  welcher  der  numerische  Werth 
der  sämmtlichen  Differenzen  x^  —  x^,  x^  —  x^^,  ,x^  —  x^__^  ange- 
nommen ist,  beliebig  klein  wird,  und  weil  die  Differenz  ß — a 
einen  bestimmten  endlichen  Werth  hat,  so  bekommt  auch  das 
Product  A  (ß—a)  einen  beliebig  kleinen  Werth.  Mithin  ist  der 
Summenausdrnck,  in  welchen  sich  (2)  bei  einer  noch  soweit 
fortgesetzten  Theilung  des  Intervalls  verwandelt,  von  den  beiden 
Werthen  (10)  eingeschlossen,  deren  jeder  von  (2)  um  beliebig 
wenig  differirt,  und  daher  hat  der  Ausdruck  (2),  wie  behauptet 
worden,  die  Eigenschaft,  bei  fortwährendem  Wachsen  der  Zahl  n 
und  gleichzeitiger  Annäherung  der  sämmtlichen  zwischen  a  und 
ß  eingeschalteten  Werthe,  gegen  einen  festen  Grenzwerth  zu 
convergiren. 

Man  kann  sich  durch  eine  Wiederholung  der  angewendeten 
Schlüsse  davon  überzeugen,  dass  es  erlaubt  ist,  bei  den  Un- 
gleichheiten (5)  in  der  ersten  Reihe  statt  des  Functionswerthes 
f(\o)  ^^^^^  ^®^  Functioiiswerth  f{x^^  in  der  zweiten  Reihe 
statt  des  Functionswerthes  f{x^^)  stets  den  Functionswerth 
f(^2fi)  ^'  s-  f-»  ^^  der  letzten  Reihe  statt  des  Functionswerthes 
fi^n-ifi)  ^^^^  ^^^  Functionswerth  /{x^q)  anzuwenden,  und  ge- 
langt so  zu  dem  Ergebniss,  dass  der  zu  untersuchende 
Summenausdruck,  welcher  der  Anwendung  der  eingeschalteten 
Werthe  (1)  entspricht,  bei  einer  hinreichend  kleinen  Grösse  d 
um  beliebig  wenig  von  dem  folgenden  Summenausdruck  ab- 
weicht 

Hierin  liegt  der  Beweis  der  Thatsache,  dass  der  Werth  des 
Ausdrucks  (2*)  bei  genügender  Vergrösserung  der  Zahl  n  und 
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gleichzeitiger  Annäherung  der  sämmtlichen  zwischen  a  und  ß  ein- 
geschalteten Werthe  sich  von  dem  Werthe  des  Ausdrucks  (2) 
ebenfalls  beliebig  wenig  unterscheidet,  oder  in  andern  Worten, 
dass  der  Ausdruck  (2)  und  der  Ausdruck  (2*)  für  ein  wachsen- 
des n  gegen  denselben  Grenzwerth  convergiren. 

Wenn  man  zwischen  den  Werthen  a  und  ß  einen  Werth 

p     einschaltet  und  nach  dem  Schema  des  Ausdrucks  (2)  einen 

Summenausdruck  flir  das  Intervall  von  a  bis  /f ' ,  einen  zweiten 

Summenausdmck  für  das  Intervall  von  //^^  bis  ß  bildet,  so 
leuchtet  vermöge  des  geführten  Beweises  ein,  dass  unter  den 
erwähnten  Voraussetzungen  bei  fortgesetzter  Vermehrung  der  ein- 
geschalteten Werthe  der  eine  wie  der  andere  Summenausdruck 
gegen  einen  bestimmten  Grenzwerth  convergirt,  und  dass  das 
Aggregat  dieser  beiden  Grenzwerthe  gleich  dem  Grenzwerthe 
ist,  gegen  welchen  der  auf  das  Intervall  von  a  bis  ß  be- 
zügliche Summenausdruck  (2)  convergirt.  Ein  entsprechendes 
Resultat  muss  entstehen,  sobald  das  von  a  bis  ß  ausgedehnte 
Intervall  durch  die  Einschaltung  von  mehreren  Zwischenwerthen 
in  eine  grössere  Anzahl  von  kleineren  Intervallen  zerlegt  und 
für  jedes  dieser  Intervalle  der  dem  Schema  (2)  entsprechende 
Summenausdmck  aufgestellt  wird. 


I  21.    BMÜmmoiiff  des  Inhalts  eines  ebenen 

Flftolienstttoks. 

Die    geometrische    Deutung,   welche    in    §   19  von   dem 
Summenausdruck 

gegeben  ist,  lässt  sich  leicht  mit  der  im  vorigen  §  angestellten 
Betrachtung  verbinden.  Durch  die  Einführung  der  daselbst 
unter  (1)  angegebenen  Zwischenwerthe  tritt  an  die  Stelle  von 
jedem  einzelnen  der  Rechtecke,  deren  Inhalte  ursprünglich  zu 
addiren  sind,  eine  Summe  von  Inhalten  neuer  Rechtecke,  und 
der  so  eben  bewiesene  Satz  sagt  aus,  dass  die  Gesammtsumme 
der  Inhalte  aller  Rechtecke,  die  einer  noch  so  weit  getriebenen 
Theilung  des  von  a  bis  ß  reichenden  Intervalls   entsprechen. 
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gegen  einen  festen  Grenzwerth  convergirt.  Wir  legen  auch 
jetzt  die  in  §  19  erwähnte  Voraussetzung  zu  Grunde,  dass 
die  Differenz  ß  —  a  positiv  sei  und  in  dem  betreifenden  In- 
tervall die  Function  f{x)  nur  positive  Werthe  erhalte.  Nun 
weist  die  Anschauung  sogleich  darauf  hin,  dass  der  Grenz- 
werth der  bezeichneten  Summe  von  Rechtecken  den  Inhalt 
des  Flächenstuckes  darstellt,  welches  durch  die  Abscissenaxe, 
die  erste  Ordinate  x=a,  die  letzte  Ordinate  x  =  ß  und  die 
gegebene  Curve  u=f{x)  begrenzt  wird.  Hier  gilt  aber  eine 
ähnliche  Bemerkung,  wie  sie  I,  §  103  in  Bezug  auf  die  Mes- 
sung der  Länge  eines  Kreisbogens  gemacht  worden  ist.  Dort 
wurde  die  Nothwendigkeit  betont,  das  Mass  ftlr  die  Länge 
eines  Kreisbogens  zu  definiren.  In  entsprechender  Weise  muss 
gegenwärtig  das  Mass  für  den  Inhalt  eines  Flächenstfickes 
definirt  werden,  welches  zum  Theil  durch  eine  Curve  und 
zum  Theil  durch  gerade  Linien  begrenzt  wird.  Es  möge  auf 
der  betreffenden  Curve  zwischen  ihren  Endpunkten  eine  Reihe 
von  Punkten  eingeschaltet  und  jeder  einzelne  mit  dem  nächsten 
durch  eine  Sehne  verbunden  werden ;  dann  hat  das  Flä- 
chenstück, welches  durch  die  ursprünglich  gegebenen  geraden 
Linien  und  die  so  eben  bezeichneten  Sehnen  begrenzt  wird, 
einen  bestimmten  durch  das  Quadrat  der  eingeführten  Längen- 
einheit messbaren  Inhalt.  Wenn  dieser  Inhalt,  indem  die 
Anzahl  der  auf  der  Curve  eingeschalteten  Punkte  beständig 
vergrössert  wird  und  die  Punkte  einander  näher  rücken,  gegen 
einen  Grenzwerth  convergirt,  so  bezeichnet  der  letztere  den  Inhalt 
des  Flächenstückes,  das  von  den  erwähnten  geraden  Linien  und 
der  gegebenen  Curve  begrenzt  wird.  Dass  die  Bestimmung 
des  Inhaltes  oder  die  Quadratur  einer  Kreisfläche  auf  dem 
Nachweise  der  Existenz  eines  Grenzwerthes  für  den  Inhalt  der 
eingeschriebenen  und  umgeschriebenen  Polygone  beruhe,  ist 
durch  die  Geometrie  der  Griechen  bekannt.  Bei  dem  vorhin 
erwähnten  Flächenstück,  welches  durch  die  Abscissenaxe,  die 
zu  x  =  a  und  x  =  ß  gehörenden  Ordinalen  und  die  Curve 
u  =  f(x)  begrenzt  wird,  lässt  sich  eine  entsprechende  Be- 
trachtung anstellen.  Dieselbe  vereinfacht  sich,  sobald  die  Func- 
tion f(x)  innerhalb  des  von  a  bis  ß  ausgedehnten  Intervalls 
entweder  beständig  wächst  oder  beständig  abnimmt.    Falls  die 
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Function  innerhalb  des  ganzen  Intervalls  mehrere  Male  yom 
Wachsen  zum  Abnehmen  tibergeht,  so  zerlege  man  das  Inter- 
vall   in    eine  Anzahl   von   kleineren,    die   sich   von  a  bis  p 

von  //  bis  f^  , . .  erstrecken  und  in  deren  jedem  die  Function 
f{x)  die  verlangte  Beschaffenheit  besitzt,  und  behandle  jedes 
dieser  Intervalle  für  sich.  Die  zu  §  19  gehörende  Figur  (1)  ist 
80  eingerichtet,  dass  die  Function  f{x)  für  den  ersten  Theil  des 
Intervalls,  der  von  dem  Punkte  D  bis  zu  dem  Punkte  ^^J^  der 
Abscissenaxe  geht,  fortwährend  sinkt,  für  den  zweiten  Theil 
des  Intervalls,  der  von  dem  Punkte  ^g  bis  zu  dem  Punkte  ^« 
der  Abscissenaxe  reicht,  fortwährend  steigt.  Der  Kürae  halber 
beschäftigen  wir  uns  nur  mit  dem  ersten  Theile  des  Intervalls 
und  untersuchen  demgemäss  das  Verhalten  einer  Function  f{x)y 

die  von  x^=a  bis  x  =  ß^^^  stets  abnimmt;  die  auf  der  Curve 
liegenden  Punkte  JR^»  ^v  ^2>  •  •  ^m-v  ^m  sollen  den  Werthen  der 
Abscisse  «  =  o?^,  x^,  x^, .  .  ic^_,,  ß^^  =  x^,  mithin  den  Punkten 
^ü7  ^v  ' '  ^m-v  ^m  entsprechen.  Wenn  jetzt  eine  Sehne  von  JR^ 
nach  9t„  von  SR^  nach  JRj,  u.  s.  f.,  zuletzt  von  SR^^j  nach  5R^ 
gezogen  wird,  so  ist  der  in  der  Definition  bezeichnete  Flä- 
chenraum durch  die  Reihe  von  Sehnen,  die  erste  Ordinate 
$0  91^,  die  letzte  Ordinate  ^^  9t^  und  das  Stück  der  Abscissen- 
axe ^Q  ^^  begrenzt.  Es  kommt  nun  darauf  an,  diesen  Flächen- 
raum F^  mit  der  Summe  der  Flächeninhalte  der  Rechtecke  zu 
vergleichen,  die  beziehungsweise  über  den  Basen 

mit  den  Höhen  ^^  m^,  $j  ait^, . .  ^^^  5R^_,  errichtet  sind,  näm- 
lich mit 

und  hierauf  zu  zeigen,  dass  beide  Werthe  für  eine  wachsende 
Zahl  m  gegen  denselben  Grenzwerth  convergiren.  Da  die 
Function  f(x)  in  dem  vorliegenden  Intervall  stets  abnimmt,  so 
leuchtet  ein,  dass  die  Summe  der  Rechtecke  (2)  grösser  als  der 
Flächenraum  F^  und  auch  grösser  als  ein  Flächenraum  F  ist, 
der  durch  das  vorgeschriebene  Verfahren,  bei  der  Einschal- 
tung von  beliebig  vielen  neuen  Punkten  zwischen  den  ur- 
sprünglich angenommenen,  erhalten  werden  kann.    In  gleicher 
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Weise  folgt  ans  dem  beständigen  Abnehmen  der  Function  f{x\ 
dass  die  Summe  der  Flächeninhalte  von  den  Rechtecken,  bei 
denen  zu  den  Basen  $0  $„  ?ßi  $3,  . .  ?ß^_,  ^^  respective  die 
Höhen  $1  «p  ?ßj  %,  •  •  ^m  9*i„  genommen  sind, 
(2*)  f{x,)  {x.-'X,)  +  f{x^)  (x,^x,)  +...+  f{xj  (x^-  x^^,\ 
welche  Summe  dasselbe  Bildungsgesetz  wie  der  im  vorigen  § 
mit  (2*)  bezeichnete  Ausdruck  befolgt,  kleiner  als  der  Flächen- 
raum JP  und  auch  kleiner  als  ein  Flächenraum  F  ist,  der  durch 
das  angegebene  Verfahren,  yermöge  der  Einschaltung  von  be- 
liebig vielen  neuen  Punkten  zwischen  den  ursprünglich  ange- 
nommenen Punkten,  hervorgebracht  werden  kann.  Wenn  aber 
die  Differenzen  x^—x^y  x^—x^,.,,x^ — x^_^  sämmtlich  kleiner 
als  eine  gewisse  kleine  Grösse  d  sind,  so  müssen  nach  der 
schon  eingeführten  Voraussetzung  die  numerischen  Werthe  der 
im  gegenwärtigen  Falle  negativen  Differenzen 

sämmtlich  kleiner  als  die  beliebig  kleine  Grösse  X  ausfallen. 
Folglich  wird  die  Summe  (2*)  von  der  Summe  (2)  um  eine 
Grösse  übertroffen,  die  stets  kleiner  bleibt  als  das  Aggregat 
X  {x^  —  Xq)  +  X{x^  —  x^)  +  .,  +  X  {x^  —  x^_^\  welches  gleich  dem 

Product  X  (x^  —  Xq)  oder  X{ßr  —  a)  ist.  Aus  diesen  Gründen 
ist  das  Mass  des  definirten  Flächenraumes  F  zwischen  den 
beiden  Ausdrücken  (2)  und  (2'*')  enthalten,  die  um  weniger  als 

die  beliebig  kleine  Grösse  X(ß^^—a)  von  einander  abweichen, 
und  deshalb  convergirt  das  Mass  des  Flächenraumes  F  gegen 
einen  Grenzwerth  und  zwar  gegen  denselben,  dem  sich  die 
beiden  Ausdrücke  (2)  und  (2*)  beliebig  nähern.  Eine  ähnliche 
Erörterung  kann  in  Bezug  auf  ein  Intervall  angestellt  werden, 
in  welchem  die  Function  f(x)  fortwährend  zunimmt.  Der  In- 
halt des  Flächenraumes,  der  zu  der  von  a  bis  ß  ausgedehnten 
Strecke  gehört,   ist  aber   gleich  der  Summe   der  Inhalte  der 

Flächenräume,  welche  zu  den  einzelnen  von  a  bis  ß^  \   von  /r 

bis  ßr  ,. . .  reichenden  Strecken  gehören.  Insofern  nun  nach  einer 
am  Schlüsse  des  vorigen  §  gemachten  Bemerkung  der  dortige 
Summenausdruck  (2)  eine  Zerlegung  in  Theile  gestattet,  die 
sich  auf  die  einzelnen  Theile  des  gegebenen  Intervalls  be- 
ziehen, und  da  nachgewiesen  ist,  dass  der  einzelne  für  ein  be- 
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stimmtes  Theilintervall  gebildete  Summenansdruck  die  Dar- 
stellung des  zu  diesem  Intervall  gehörenden  Fiächenraumes 
liefert,  so  gilt  das  Resultat,  dass  der  Inhalt  des  Flächenstückes, 
welches  von  der  Abscissenaxe,  der  zu  o:  =  a  und  der  zu  o;  ==  /? 
gehörenden  Ordinate  und  der  Curve  u=f{x)  begrenzt  wird, 
gleich  dem  Grenzwerthe  ist,  gegen  den  der  Summenausdruck 
(1)  fttr  eine  stets  wachsende  Zahl  n  und  eine  gleichzeitige  An- 
näherung der  eingeschalteten  Werthe  convergirt.  Man  darf  an- 
nehmen, dass  ein  beliebig  begrenztes  ebenes  Flächenstttck  sich 
immer  in  Flächenstticke  zerlegen  lasse,  von  denen  jedes  die 
vorausgesetzte  Art  der  Begrenzung  hat.  Mithin  ist  jetzt  ein 
Princip  aufgestellt,  welches  zu  der  Ausmessung  oder  Quadratur 
von  ebenen  Flächenstücken  überhaupt  genügt. 

t  22.    Bewtis  der  Mdgliolikeit,  eine  geir^bene  Fuaetlon  einer 

Variable  xa  integriren. 

Für  die  Untersuchung  des  Grenzwerthes,  gegen  den  ein 
auf  die  angegebene  Weise  gebildeter  Summenausdruck  conver- 
girt, ist  es  wesentlich,  von  vorne  herein  Grössen  zu  kennen, 
innerhalb  deren  der  Grenzwerth  gelegen  ist  Bei  dem  Summen- 
ausdruck 

(1)     fi^o)  (^i-^o)  +  A^i)  (^2— ^i)  +  •  •  •  +  Aa^,.-i)  (^«— ^„-iX 

der  sich  auf  das  von  a  bis  ß  ausgedehnte  Intervall  bezieht, 
müssen  nach  der  bestehenden  Voraussetzung  alle  dem  Intervall 
angehörenden  Functionswerthe  endlich  sein,  das  heisst,  zwischen 
zwei  bestimmten  Grössen  M  und  N  liegen,  von  denen  M  im 
algebraischen  Sinne  die  kleinere  sein  möge.  Da  die  sämmt- 
lichen  Differenzen  x^  —  x^,  x^  —  x^y  . .  x^  —  x^_^  dasselbe  Vor- 
zeichen haben,  welches  die  Differenz  ß  —  a  hat,  so  entstehen 
aus  dem  Summenausdruck  (1)  zwei  Grössen,  zwischen  denen 
sein  Werth  enthalten  sein  muss,  sobald  alle  Functionswerthe 
das  erste  Mal  durch  M^  das  andere  Mal  durch  N  ersetzt  werden. 
In  dem  ersten  Falle  ergiebt  sich  das  Product  M{ß—  a),  in  dem 
zweiten  das  Product  ^(/?—-a).  Beide  Ausdrücke  sind  von  der  An- 
zahl n  der  eingeschalteten  Werthe  und  der  Art  ihrer  Einschaltung 
voUkonmien  unabhängig,  und  schliessen  deshalb  auch  den  Grenz- 
werth  ein,  gegen  welchen  der  Summenausdruck  (1)  bei  einer 
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wachsenden  Zahl  n  convergirt.    Der  vorhin  bezeichnete  Zweck 
wird  deshalb  durch  den  folgenden  Satz  erreicht: 

(I)  Wenn  die  Function  f{x)  innerhalb  des  von  abis  ß  reichen- 
den Intervalls  die  Ungleichheiten  M<cf(x)<cN  erfüllt,  so  ist 
der  Grenzwerth  des  zugehörigen  Summenausdrucks  (1)  BunscheU 
den  Grössen  M{ß—a)  und  N{ß  —  a)  eingeschlossen. 

Ans  diesem  Satze  folgt  als  Coroilar,  dass  d&r  Grenzwerth 
eines  Summenausdrucks  (1),  hei  dem  die  Grössen  a  und  ß  zu- 
sammenfallen, gleich  NuU  ist. 

Wir  sind  in  §  17  von  der  Annahme  ausgegangen,  dass  die 
Function  f(x)  für  das  von  a  bis  b  ausgedehnte  Intervall  gegeben 
sei,  und  haben  in  §  18  innerhalb  dieses  Intervalls  den  Anfangs- 
und Endwerth  a  und  ß  eines  engeren  Intervalls  gewählt.  Die 
Grössen  a  und  ß  wurden  bis  jetzt  festgehalten.  Von  nun  ab 
sollen  jedoch  auch  diese  als  veränderlich  gelten,  und  zwar  zu- 
nächst so  dass  a  ungeändert  bleibt,  ß  dagegen  in  einen  anderen 
Werth  ß  +  h  übergeht,  wo  a,  ß,  ß  +  h  nach  ihrer  algebraischen 
Grösse  geordnet  sind,  und  ß  -^  h  äussersten  Falles  gleich  6 
werden  kann.  Denkt  man  sich  den  Grenzwerth  des  Summen- 
ausdruckes (1)  zuerst  für  das  Intervall  von  a  bis  ß,  dann  für 
das  Intervall  von  a  hin  ß  +  h  gebildet,  so  erfährt  der  Grenz- 
werth eine  entsprechende  Veränderung  und  darf  deshalb  als 
eine  Function  xfj(ß)  des  Endwerthes  ß  angesehen  werden.  Das 
von  a  bis  /?  4-  Ä  reichende  Intervall  lässt  sich  in  zwei  Intervalle 
zerlegen,  von  denen  das  erste  von  a  bis  ß,  das  zweite  von 
ß  bis  ß  +  h  geht;  nach  einem  am  Schlüsse  des  §  20  mitgetheil- 
ten  Satze  ist  dann  der  Grenzwerth  des  Summenausdrucks,  der 
sich  auf  das  ganze  Intervall  bezieht,  gleich  dem  Aggregat  der 
Grenzwerthe  der  beiden  Summenausdrücke,  welche  den  Theil- 
intervallen  entsprechen.  Wenn  daher  zwischen  x=ß  und  x=ß+h 
die  folgenden  Werthe  eingeschaltet  werden 
(2)  ß  =  £,.  g„f„  ...^^.„/?  +  A  =  ^^, 

so  entstehen  für  die  Grenzwerthe  ilf  (ß)  und  ip(ß  +  h)  die  Aus- 
drücke 

(3)  tp(ß)=\im4f(a^Q)(o^—ix:^Hf{^,)(x^-oo^ 

(4)  Hß+h)=rlim.(f{a^,)(x,'-x,)+f(x,){x^-x,)+. .'hf(x„^,)(x-x^_^)) 

+lim.(/i:g  (? -?o)+/lfi)  (?.-?i)+  ..  +/l?,-i)(?-?,-i)), 
wo  die  Zahlen  n  und  q  über  jedes  Mass  hinaus  wachsen. 
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Die  Betrachtung  der  so  eben  eingeführten  Function  \p(ß) 
wird  eine  Lösung  der  Aufgabe  liefern,  welche  in  §  17  durch 
die  dortige  Gleichung  (1)  ausgedrückt  ist.  In  der  letzteren  be- 
deutet X  einen  zwischen  den  Grössen  a  und  b  liegenden  yariabeln 
Werth;  substituirt  man  statt  x  das  Zeichen  ßj  so  verwandelt  sie 
sich  in  die  jetzt  anzuwendende  Gestalt 

(5)  -^-m- 

Nach  der  Bedeutung,  welche  die  Grösse  ß  bei  der  Function 
xf){ß)  empfangen  hat,  kann  ß  jeden  Werth  annehmen,  der 
zwischen  dem  festzuhaltenden  Anfangswerthe  a  des  engeren 
Intervalls  und  dem  Endwerthe  h  des  ursprünglichen  Intervalls 
liegt,  für  das  die  Function  f{x)  gegeben  ist.  Vermöge  der  ent- 
wickelten Eigenschaften  der  Function  ^  [ß)  lässt  sich  nun  die 
Frage  beantworten,  welches  der  Differentialquotient  der  Function 
xp(ß)  in  Bezug  auf  die  Variable  ß  sei.  Dem  Increment  A  von 
ß  entspricht  das  Increment  der  Function  xp(ß  -h  h)  —  ipiß),  das 
nach  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  den  Ausdruck  erhält 

(6)  ,p{ß  +  h)  -  ./.(i^)=lim  . (/lfo)(?r-  h)  +  •  •  +  /'(f,-i)(§ -^^i)). 
Für  den  auf  der  rechten  Seite  befindlichen  Grenzwerth  liefert 
aber  der  so  eben  abgeleitete  Satz  (I)  zwei  einschliessende 
Grössen.  Es  möge  die  Function  f(x)  in  dem  betreffenden 
Intervall,  das  sich  von  ß  bis  ß  +  h  erstreckt,  zwischen  den 
Werthen  ÜJ?  und  31  liegen,  so  bekommen  die  betreffenden 
Grössen,  da  die  Differenz  ß  +  h  —  ß  gleich  dem  Zuwachs  h 
selbst  ist,  die  Werthe  3Ji  h  und  91  h.  Hieraus  folgt,  indem  man 
beide  Seiten  von  (6)  durch  den  Zuwachs  h  dividirt,   dass  der 

Quotient   Vl(/^ +*)-'/' W    z^igchen  den  Grössen  2K  und  SR  lie- 

gen  muss.   Nun  ist  der  Quotient  ^— — -- — ^^^  unter  der  Vor- 

aussetzung  zu  untersuchen,  dass  die  Grösse  h  nach  und  nach 
stets  kleinere  Werthe  erhält  und  dadurch  das  von  ß  bis  /?  4-  ä 
reichende  Intervall  beständig  verengert.  Es  darf  aber  aus 
der  Bedingung,  welche  in  §  20  für  die  Stetigkeit  der  Function 
f(x)  vorgeschrieben  ist,  geschlossen  werden,  dass,  sobald  der 
numerische  Werth  des  Increments  A  unter  eine  gewisse  kleine 
Grösse  d  herabgeht,  die  Differenz  von  je  zwei  Functionswerthen 
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des  von  ß  bis  ß  +  h  ausgedehnten  Intervalls  numerisch  kleiner 
als  eine  beliebig  kleine  Grösse  X  bleibt.  Indem  man  also  den 
numerischen  Werth  von  h  kleiner  als  d  voraussetzt  und  die  in 
dem  genannten  Intervall  vorkommenden  Functionswerthe  mit 
dem  ersten  Functionswerth  f(£o)=f(ß)  vergleicht,  zeigt  sich, 
dass  alle  zwischen  den  Grössen  f(ß)  —  X  und  f(ß)  +  X  liegen 
müssen,  und  dass  es  daher  erlaubt  ist,  die  letztem  Aus- 
drücke beziehungsweise  an  die  Stelle  von  3Jl  und  91  zu  setzen. 

Der  Werth  des  Quotienten  ^^^^ — ±yPL   igt  demnach   zwi- 

h 

sehen   den    Grössen  f(ß)—X   und  f(ß)-^X  eingeschlossen,  und 

convergirt,  da  für  ein  ohne  Ende  abnehmendes  d  die  Grösse  X 

beliebig  klein  wird,  gegen  den    Grenzwerth  f{ß).    Mithin  gilt 

für  die  Differentiation  der  Function  tp{ß)  der  folgende  Satz: 

(II)  Der  DifferentialquotietU  der  durch  die  Gleichung  (3) 
definirten  Function  \p  (ß),  die  su  einem  von  abis  ß  ausgedehnten 
Intervall  gehört,  in  Bejsug  auf  die  Variable  ß  genommen,  ist 
gleich  dem  Functionswerth  f{ß\  der  dem  Endwerth  ß  des  he- 
treffenden  Intervalls  entspricht. 

Hiemach  hat  die  Function  rp{ß)  die  Eigenschaft,  an  die 
Stelle  der  Function  qp  (ß)  in  die  Gleichung  (5)  substituirt,  die- 
selbe zu  befriedigen,  und  bildet  eine  Lösung  der  durch  die 
Gleichung  bezeichneten  Aufgabe.  Die  Function  xp{ß)  wird  das 
von  der  Grenze  a  bis  eu  der  Grenze  ß  ausgedehnte  Integral 
der  Function  f{x)  genannt  und  vermittelst  des  von  Leihnite  ein- 
geführten Integralzeichens  1  so  bezeichnet 


ff{x)dx. 


wobei  die  Grenzen  a  und  ß  ausserdem  zu  bemerken  sind.  Bei 
der  später  nach  dem  Vorgange  Fouriers  angenommenen  Notation 
setzt  man  die  untere  Grenze  der  Integration  a  unter,  die  obere 
Grenze  der  Integration  ß  über  das  Integralzeichen,  so  dass  die 
Darstellung 


xp{ß)=ff{x)dx 


a 


entsteht.    Durch  die  Bildung  der  Function  \p{ß)  wird  die  Inte- 
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gratum  der  gegebenen  Function  f(ß)  in  Betug  auf  die  Variable 
ß  bewertstdligt.  Mit  dem  Nachweise  der  Existena  der  Function 
xp  iß)  ist  jmgleich  bewiesen,  dass  die  Aufgabe^  die  gegebene  Func- 
tion f(ß)  eu  integriren^  immer  eine  Lösung  hat. 

Das  in  §  21  entwickelte  Princip  fbr  die  Quadratur  von 
ebenen  Fläehenstttcken  lässt  sich  jetzt  so  aussprechen,  dass  bei 
einer  positiven  Differenz  ß  —  a  und  einer  positiv  bleibenden 
Function  f{x)  der  Inhalt  des  Fläcfaenstttcks,  welches  durch  die 
Abscissenaxe,   die  zu  a  und  ß  gehörenden  Ordinaten  und  die 

Curve  y=f{x)  begrenzt  wird,   gleich  dem  Integral  /  f[x)dx 

a 

ist.  Mit  Rücksicht  hierauf  pflegt  man  die  Ermittelung  des 
Werthes  eines  Integrals  abgekürzt  eine  Quadratur  zu  nennen. 


t  88.    AoslUmiii^  d«r  Xntogration  fOr  elnselae  FftU«. 

Der  vorige  §  enthält  eine  Vorschrift  zur  thatsächlichen 
Ausführung  der  Integration,  das  heisst  derjenigen  Operation, 
welche  nach  §  17  die  umgekehrte  Operation  der  Differentiation 
ausmacht.  Da  das  zwischen  den  Grenzen  a  und  ß  zu  neh- 
mende Integral  der  Function  f{x)  als  der  Grenzwerth  definirt 
wird,  gegen  welchen  der  Snmmenausdruck 

(1)       f{x^)  {X,  -  x^)  +  fix,)  (x,— a;j)  + . . .  +  f{x^_^)  (x^—x^^{) 

bei  stets  wachsender  Zahl  n  und  abnehmenden  Differenzen  der 
eingeschalteten  Werthe  convergirt,  ist  es  klar,  dass  der  Werth 
des  Integrals  in  jedem  einzelnen  Falle  mit  beliebiger  Ge- 
nauigkeit bestimmt  werden  kann,  indem  man  den  Summenaus- 
druck (1)  fbr  eine  hinreichend  grosse  Zahl  n  und  eine  genügend 
fortgesetzte  Theilung  des  Intervalls  wirklich  berechnet.  Der 
hierbei  begangene  Fehler  ist  dann  nach  (10)  des  §  20  zwischen 
den  zugehörigen  Grössen  —  A(/?— a)  und  k(ß--a)  eingeschlossen, 
wobei  wir  an  die  I,  §  105  mitgetheilten  Erörterungen  erinnern. 
Um  die  Abhängigkeit  des  Integrals 

(2)^  V{ß)=/f(x)dx 

a 

von  dem  Werthe  ß  seiner  oberen  Grenze  auszudrücken,  muss 
die  Rechnung  für  einen  festen  Werth  a  der  unteren  Grenze  und 
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für  eine  Folge  von  verschiedenen  Werthen  der  oberen  Grenze 
ß  angestellt  werden.  Ungeachtet  dieser  sicheren  allgemeinen 
Methode  bleibt  jedoch  bei  jeder  gegebenen  Function  f{x)  die 

Aufgabe  bestehen,  den  Werth  des  Integrals   /  f{x)dx  wo  mög- 

a 

lieh  als  das  fertige  Resultat  von  leicht  zu  übersehenden  analy- 
tischen Operationen  darzustellen.  Ohne  eine  systematische  Be- 
trachtung zu  beginnen,  wollen  wir  das  Wesen  der  letzteren 
Aufgabe  durch  die  Behandlung  einzelner  Fälle  zu  erläutern 
suchen. 

Es  sei  die  Function  f{x)  gleich  einer  Potenz  von  x  mit 
ganzem  oder  gebrochenem  Exponenten 

(3)  m = x\ 

zugleich  seien  a  und  ß  irgend  zwei  positive  Werthe  und  a  der 
kleinere  derselben.  Die  Function  f{x)  bleibt  dann  für  das  von 
a  bis  ß  ausgedehnte  Intervall  eindeutig,  endlich  und  stetig.  In 
Bezug  auf  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  u  stellt  die 
Gleichung 

(4)  u  =  a: 

für  den  Werth  4=2,  wie  sich  durch  die  Vergleichung  mit  (11) 
des  §  2  crgiebt,  eine  Parabel,  für  den  Werth  A;  =  — 1,  wie  aus 

(5)  des  §  7  folgt,  eine  Hyperbel  dar.  Für  alle  rationalen  Werthe 
des  Exponenten  h  mit  Ausnahme  des  Werthes  — 1  ist  die  Be- 
stimmung der  durch  die  verschiedenen  Curven  begrenzten  Flächen- 
räume vor  Entdeckung  der  Infinitesimalrechnung  von  P.  de  Fermat 
in  der  Abhandlung:  de  aequaiionum  localium  iranstnutaiione  et 
emendatione  ad  multimodam  curvilineorum  inter  se  et  cum  rectilineis 
comparationem  gegeben  worden.  Der  Grundgedanke  dieser 
merkwürdigen  in  ein  geometrisches  Gewand  gekleideten  Arbeit, 
welcher  darin  besteht,  in  dem  Intervall  der  zu  der  Curve  gehö- 
renden Abscissenaxe  eine  Folge  von  Punkten  so  anzunehmen, 
dass  ihre  von  einem  bestimmten  Punkte  gemessenen  Entfernungen 
eine  geometrische  Reihe  bilden,  lässt  den  vorgesetzten  Zweck 
schnell  erreichen. 

Man  schalte  demnach,  um  für  die  angegebenen  Voraus- 
setzungen den  Grenzwerth  des  Ausdrucks  (1)  zu  erhalten,  zwi- 
schen die   positiven  Grössen  a  und  ß  eine  Folge   von  (n  —  1) 
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Grössen  so  ein,  dass  sie  eine  geometrische  Reihe  mit  dem  Quo- 
tienten  q  darstellen,  und  setze 

In  Folge  dessen  mnss  der  Quotient  q  gleich  der  positiven 
nten  Wurzel  aus   der   über    der   Einheit  liegenden   positiven 

Grösse  —  sein,  mithin  selbst  einen  über  der  Einheit  liegenden 

Werth  haben.  Der  Summenausdruck  (1)  geht  dann  vermöge 
der  Gleichung  (3),  durch  welche  die  Function  f(x)  definirt  ist, 
in  den  folgenden  über 

(6)  a  {ag — cc)  +  (ag)   (a^  — -a^)  +  ...  +  (a^"~  )  (a^* — ctQ*"). 
Hier  ist  in  allen  Summanden  der  Factor  (q  —  1)  enthalten, 

durch  dessen  Absonderung  der  Ausdruck  (6)  die  Gestalt  annimmt 

(7)  ia'*'  +  (ae)**'+  (ap«)*^'+ . .  +  (op"-')**')  («- 1). 
Die  in   der  Klammer  befindlichen  n  Grössen   bilden   eine   geo- 

metrische  Reihe  mit  dem  ersten  Gliede  a  und  dem  Quotien- 
ten Q  ,  welcher  für  keinen  Werth  von  Jcj  mit  Ausnahme  des 
Werthes  der  negativen  Einheit,  gleich  der  positiven  Ein- 
heit, dagegen  für  k  =  —  1  gerade  gleich  der  positiven  Ein- 
heit  ist.  Aus  diesem  Grunde  wird  die  Summe  der  vorliegenden 
geometrischen  Reihe,  wenn  k  nicht  gleich  —  1  ist,  durch  die 
Formel 

/       ii\*+*  k+l 

yp)  im  ' 

wenn   dagegen   k  =  —  1   ist,   indem   die  n  Glieder   sämmtlich 

gleich  der  Einheit  werden,  durch  die  Zahl 

(8*)  n 

dargestellt.    Dem  entsprechend  erhält  der  Summenausdruck  (7) 

für   einen  von  der  negativen  Einheit  verschiedenen  Werth  von 

h  die  Bestimmung 

/        ii\*+l  k+l 

l«g ;    —  « 

9       —1 

für  k  =  —  1  die  Bestimmung 

(9*)  n  (^  --  1). 

Da  nach  (5)  das  Product  ag"*  gleich  der  Grösse  ß  ist,  so 
darf  der  Ausdruck  (9)  durch  den  folgenden 


(9)  -^"^-^.^-(^-1), 
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(10)  (^^1.04^ 

9     —1 
ersetzt  werden.    Es  handelt  sich  jetzt  darum,   die  Grenzwerthe 
zu  finden,  gegen  welche  (10)  und  (9*)  convergiren,  sobald  man 
die  Zahl  n  über  jedes  Mass  hinaus  wachsen  lässt.    Die  Grösse 

hat  alsdann,  da  —  grösser  als  die  Einheit  ist,  die  in  I,  §  100 

nachgewiesene  Eigenschaft,  über  der  Einheit  bleibend  der- 
selben beliebig  nahe  zu  kommen,  wobei  die  sämmtlichen  Dif- 
ferenzen x^  —  Xq,  x^—'X^j...x^  —  x^_^  der  Voraussetzung  gemäss 
fortwährend  abnehmen.  In  dem  Ausdrucke  (10)  ist  der  Factor 
Z^"*"^  —  a**^^  von  der  Veränderung  der  Grösse  g  unabhängig.  Für 

den  Quotienten  -^j:i unterscheiden  wir  nach  der  Beschaffen- 
heit des  Exponenten  k  mehrere  Fälle. 

Wenn  k   und   daher   auch  ä;  + 1   eine  positive  ganze  Zahl 
ist,  so  gilt  die  Gleichung 

(12)  ^— rr-  =  H-^  +  ^'+...  +  ^*; 

während  sieb  nun  die  über  der  Einheit  liegende  Grösse  q  der 
Einheit  nähert,  convergirt  jedes  Glied  der  rechten  Seite  gegen 
die  Einheit,  mithin  die  Summe  und  daher  auch  der  auf  der 
linken  Seite  befindliche  Werth  gegen  die  Zahl  k  +  1. 

Ist  k  gleich  einem  positiven  ganzzahligen  Bruche  ->  folglich 

8 

r-H 

80  kann  man 


1^ 

• 


(14)  (f  =  a 

setzen,  wodurch  (13)  in  den  Ausdruck 

/tr\  ^     — 1        o     — 1     a — 1 
(15) 


a'— 1  a  — 1      a'— 1 

übergeht.    Die  durch  (14)  definirte  Grösse  a  hat  ebenso  wie  q 
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die  Eigenschaft,  abnehmend  gegen  die  Einheit  zu  eonvergiren. 
Vermöge  der  itlr  den  Bruch  (12)  angestellten  Betrachtung  nähert 


sich  der  Bruch t—  der  ganzen  Zahl  r+ 5,  der  Bruch 

0—  1  °  a  — 1 

der  ganzen  Zahl  5  als  Grenzwerth,  mithin  convergirt  der  Aus- 

r  +  8 
druck  (15)  gegen  den  Quotienten  »   der  gleich  i  +  l  ist. 

8 

Wofern  k  und  auch  k  +  l  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl  ist, 
hat  man 

(>  — 1  (1--)  \Q        Q  Q        J 

und  findet  als  Grenz werth  die  Grösse  — (— t-~l)  =  t+l.  So- 

bald  k  gleich  dem  negativen  ganzzahligen  Bruche  ist,  führt 

die  Substitution  (14)  zu  der  Darstellung 

(17)         (>     — 1  __  ^^       — ^1   _  <^       —1      <'— 1    . 


^-1  a'-l  ^-1         o'-l     ' 

der  Bruch  — — --  convergirt  in  Folge  der  für  (12)  abgeleiteten 

Vorschrift  gegen  die  Zahl  s,  der  Bruch  -^ —  nähert  sich, 

falls  —r  +  Ä  positiv  ist,  aus  demselben  Grunde,  falls  —r+s 
negativ  ist,  nach  der  für  (16)  gegebenen  Vorschrift  demWerthe 
— r  +  s,  daher  nähert  sich  der  Ausdruck  (17)  beide  Male  dem 

Quotienten ==  i  4- 1. 

8 

Auf  diese  Weise  geht  hervor,  dass  der  Quotient        _^y 

bei  jedem  von  der  negativen  Einheit  verschiedenen  rationalen 
Werthe  von  *  gegen  den  Grenzwerth  k+ 1,  und  deshalb  der  um- 
gekehrte Quotient  -^ gegen  den  reciproken  Werth 


convergirt.  Demnach  liefert  der  Ausdruck  (10)  für  das  ge- 
suchte Integral  der  Function  x\  falls  k  nicht  gleich  —  1  ist, 
die  Darstellung 

LlpMhtti,  Aniüyils  n.  8 
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(18)  /-*^-=^lEl 


u 


Der  Ausdruck  (9*),  welcher  zu  der  VorauBsetznug  jb=  — 1 
gehört,  verwandelt  sich  mit  Hülfe  von  (11)  in  das  Product 


1^ 


welches  auch  als  der  Quotient 


1 

n 


(4)- 


(20)  ^ 


11 

aufgefasst  werden  kann.  Der  Grenzwerth,  gegen  welchen  der- 
selbe für  eine  wachsende  Zahl  n  convergirt,  ist  aber  nichts 
anderes  als  der  Differentialquotient  der  mit  der  positiven  Basis 

—  gebildeten  Exponentialfunction  f— )   für   den  Werth    j0'  =  O; 

denn  weil  diese  Function  für  £^  =  0  der  Einheit  gleich  wird, 
so  entspricht  dem  zu  dem  Werthe  Null   der  Variable  z  hinzu- 


1 

N 


gefügten  Increment  —  das   Increment  der  Function  f-  j  —  1. 
Nach   der  Formel  (11)  des  §  12  wird  der  Differentialquotient 

der  Function  (--J  so  ausgedrückt 

<-)      #=(0>»«(f-)' 

und  ist  deshalb  für  den  Werth  ^8^  =  0  gleich  dem  Logarithmus 

Li 

naturalis  des  Bruches      •    Folglich  ist  der  gesuchte  Grenzwerth 

des  Quotienten  (20)  gleich  log   -->   woraus    für   das   verlangte 
Integral  die  folgende  Bestimmnng  entsteht 

(22)  y   3;-'rf.T  =  log^-. 
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Hiermit  ist  die  Aufgabe  der  Quadratur  fttr  die  Function  x 
bei  allen   rationalen  Werthen   des  Exponenten  Ä  gelöst.    Ftlr 

den  Exponenten  ä  =  0,  wo  sich  die  Functon  x  in  die  Einheit 
verwandelt,  ist  der  Summenansdruck,  dessen  Grenzwerth  das 
bestimmte  Integral  ergiebt,  durch  Fortheben  der  eingeschal- 
teten Werthe  gleich  der  Differenz  ß  —  a,  und  stellt  nach 
der  eingeführten  geometrischen  Deutung  den  Flächeninhalt 
eines  Rechtecks  dar,  dessen  Basis  durch  ß  —  a  und  dessen 
Höhe  durch  die  Einheit  gemessen  wird.  Die  Gleichung  (18) 
enthält  bei  i  =  2  die  von  Archimedes  gefundene  Quadratur 
eines  von  einem  Parabelbogen  begrenzten  Flächensttlcks.  Durch 
die  Gleichung  (22)  wird  die  Quadratur  eines  von  einem  Hy- 
perbelbogen begrenzten  Flächensttlcks  auf  die  Bildung  des 
natürlichen  Logarithmus  zurückgeführt,  der  wegen  dieser  Eigen- 
schaft auch  der  hyperbolische  Logarithmus  heisst. 

I  24.   UnbestliiimtM  und  bestimmtM  Xnte^aL 

Am  Anfange  des  §  19  wurde  bemerkt,  dass  bei  der  Aufgabe, 
welche  in  §  18  für  die  Functionswerthe  Fia),F{x^\F(x^\...F(ß) 
gestellt  ist,  einer  derselben  willkürlich  bleibt,  und  als  solcher 
galt  F{a).  Für  die  entsprechende  Aufgabe,  welche  durch  die 
Gleichung  (1)  des  §  17  ausgedrückt  wird, 

und  die  Integration  einer  gegebenen  Function  f{x)  verlangt,  ist 
in  §  22  gezeigt  worden,  dass  sie  eine  Lösung  erlaubt  oder 
möglich  ist.  Man  sieht  aber  leicht  ein,  dass  diese  Aufgabe 
mehr  als  eine  Lösung  zulässt.  Denn  gesetzt,  es  sei  auf 
irgend  eine  Weise  eine  Function  q)(x)  gefunden,  welche  der 
Gleichung  (1)  genügt,  so  muss  das  Aggregat  von  q)  {x)  und  einer 
willkürlichen  von  x  unabhängigen  oder  constanten  Grösse  c 
(2)  (p{x)-^c 

die  Gleichung  ebenfalls  erfttUen,  da  der  Differentialquotient 
einer  constanten  Grösse  gleich  der  Null  und  der  Differential- 
quotient eines  Aggregats  gleich  dem  Aggregat  der  Differential- 
quotienten der  beiden  Summanden  ist.  In  §  6  sind  beide 
Sätze  bewiesen  und  durch  die  dortige  Gleichung  (19)  auf  den 
gegenwärtigen  Fall  angewendet. 
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Um  aber  zu  erfahren,  ob  es  mOglicb  sei,  die  sämmtlichen 
Auflösungen  der  Aufgabe  (1)  dadurch  aus  einer  einzigen  abzu- 
leiten, dass  man  zu  der  letzteren  eine  willkürliche  Gonstante  ad- 
dirt,  wollen  wir  annehmen,  dass  zwei  gegebene  Functionen  q>  (x) 
und  x(^)  der  Aufgabe  genügen,  und  untersuchen,  was  hieraus 
für  die  beiden  Functionen  folge.  Die  Subtraction  der  Gleichung 
(1)  von  der  auf  die  Function  xi^)  bezüglichen  entsprechenden 
Gleichung 
(3)  M±  =  f(^^) 

erzeugt  die  Gleichung 

^^  dx  dx     ~"' 

deren  linke  Seite  gleich  dem  Differentialquotienten  der  Differenz 

x{x)  —  qp {x)  ist    Wenn  daher  die  Bezeichnung 

(5)  x{^)  —  q^{x)  =  o{x) 

gebraucht  wird,   so  geht  (4)  in  die  Gleichung 

(6)  ^  =  0 

über.  Die  Function  f{x)  ist  für  das  von  a  bis  h  ausgedehnte 
Intervall  der  Variable  x  gegeben.  Aus  der  Voraussetzung,  dass 
sowohl  die  Function  q^(x)  wie  die  Function  x(a:)  für  das  ganze 
Intervall  die  Gleichung  (1)  respective  (3)  erfüllen,  folgt  alsdann, 
dass  auch  die  Differenz  o  (x)  innerhalb  des  ganzen  Intervalls  der 
Gleichung  (6)  genüge,  das  heisst,  einen  verschwindenden  Diffe- 
rentialquotienten habe. 

Jetzt  bleibt  zu  entscheiden,  ob  der  in  §  C  mit  (1)  be- 
zeichnete Satz  umgekehrt  werden  dürfe,  das  heisst,  ob  eine 
Function  v{x),  deren  Differentialquotient  für  ein  gewisses 
Intervall  der  Variable  gleich  Null  ist,  innerhalb  desselben 
nothwendig  constant  sei.  Es  wird  sich  zeigen,  dass  die  Frage 
unter  einer  noch  zu  erwähnenden  Bedingung  zu  bejahen  ist. 

Eine  Function  muss  innerhalb  des  ganzen  von  a  bis  b 
reichenden  Intervalls  von  a-  constant  sein,  sobald  für  je  zwei 
in  demselben  angenommene  Werthe  a  und  ß  die  Gleichung 
v(ß)  =  v  (a)  besteht.  Für  eine  Function  v  (x),  von  der  ange- 
nommen wird,    dass  innerhalb  des   von  a  bis  b  ausgedehnten 

d  V  (»Ci 
Intervalls  der  Variable  x  der  Differentialquotient — t^~  gleich 

(m  X 
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Null  sei,  wähle  man  zwei  beliebige  Werthe  der  Variable 
a  und  ß^  schalte  zwischen  denselben  wie  in  §  18  eine  Folge 
von  Grössen  ein,  welche  wie  dort  bezeichnet  werden  und  ge- 
ordnet sind, 

(7)  a=XQ,  Xy,  ^2»  •  •  •  ^„_]>  P^^^H'i 

und  stelle  die  Folge  von  Differenzenquotienten  auf 

a?j      Xq  x^—  Xy  x^  —  x^__^ 

Sobald  die  Differenz  x^—x^  numerisch  beliebig  klein  wird, 
nähert  sich  der  erste  Quotient  dem  in  Bezug  auf  die  Variable 
X  genommenen  Differentialquotienten  der  Function  v(x)  für 
x  =  x^]  in  gleicher  Weise  convergirt  der  zweite  Quotient,  wenn 
x^  —  Xi  numerisch  beliebig  klein  wird,  gegen  den  Differential- 
quotienten der  Function  v  (x)  für  x=^x^,  und  das  entsprechende 
gilt  für  jeden  in  (8)  vorkommenden  Quotienten.  Die  Voraus- 
setzung, dass  der  nach  der  Variable  x  genommene  Differential- 
quotient der  Function  v{x)  in  dem  ganzen  von  a  bis  b  ausge- 
dehnten Intervall  gleich  Null  sei,  betrifft  deshalb  jeden  Werth, 
der  zwischen  a  und  ß  liegt  oder  einem  von  diesen  Werthen 
gleich  ist.  Deshalb  convergirt  jeder  der  in  (8)  enthaltenen  Quo- 
tienten bei  beliebiger  Verkleinerung  der  im  Nenner  stehenden 
Differenz  als  Grenzwerth  gegen  die  Null.  Es  muss  also  der  nume- 
rische Werth  eines  jeden  Quotienten,  wofern  der  numerische  Werth 
des  Nenners  unter  eine  gewisse  kleine  Grösse  d  herabgeht,  beliebig 
klein  werden.  Die  vorhin  erwähnte  Bedingung,  die  wir  nunmehr 

eintreten  lassen,  besteht  darin,  dass  der  Quotient  -^ { — 

n 

für  jedes  zwischen  a  und  b  angenommene  Paar  von  Werthen 
X  und  X  +  h  stets  numerisch  kleiner  werden  soll  als  eine  und 
dieselbe  beliebig  kleine  Grösse  //,  sobald  die  Differenz  h  nume- 
risch kleiner  als  die  kleine  Grösse  8  ist.  Nachdem  durch  eine 
hinreichende  Vergrösserung  der  Zahl  n  und  entsprechende 
Annäherung  der  Zwischenwerthe  die  sämmtlichen  Differenzen 
^i~"^o>  ^2~"^i>- •^i»"~^i«-i  kleiner  als  d  geworden  sind,  folgen 
aus  der  festgesetzten  Bedingung  für  die  sämmtlichen  in  (8)  ent- 
haltenen Quotienten  die  Ungleichheiten 
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*.  — •»'• 


Die  Differenzen  iFj  —  a:^^,  aTj—ar^,.  .a:^  —  ar^,  haben  einerlei  Vor- 
zeichen wie  die  Differenz  ^—ci,  so  dass  durch  Mnltiplication 
jeder  Ungleichheit  mit  dem  betreffenden  Nenner  für  /?— a>0 
die  Ungleichheiten 

(10)       — /^(a:,  —  ä:«)     <  v  (o:  J  —  t;  (a:.)     </i(a:,  —  xj 

für  (i  —  a<:0  diejenigen  Ungleichheiten  entstehen,   welche  ans 

(10)  durch  die  Vertauschung  von  —  /i  und  /i  erhalten  werden. 
Die  Addition  der  Ungleichheiten  (10)  ergiebt  durch  einen  mehr- 
fach benutzten  Schluss  für  eine  positive  Differenz  ß-^a  das 
Resultat 

(11)  -  ^  {ß--a)<v{x^)  ^v{x,)<^i  (/?-  a), 

während  bei  einer  negativen  Differenz  ß  —  a  auf  entsprechende 

Weise  das  Resultat 

(11*)  ^,(ß^a)<vix^)-v(x,)<-^^i(ß'-a) 

hervorgeht.    Mithin  ist  die  Differenz  v{xj  —v{xQ)  =  v(ß)—v(a) 

immer  zwischen  den  Grössen  — /i(/t?  — a)  und  /«  (/^  — «)  einge- 
schlossen, und  muss,  weil  der  Werth  /i  unter  jede  Grösse  herab- 
gedrückt werden  kann  und  gleichzeitig  die  Differenz  ß  —  a 
endlich  ist,  selbst  unter  jede  noch  so  kleine  Grösse  herabsinken 
oder  gleich  Null  sein.  Unter  der  angegebenen  Voraussetzung 
besteht  also  der  Sota,  dass  eine  Function  v(x)y  deren  nach  x  ge- 
nommener Differentiälquotient  innerhalb  des  von  a  bis  b  ausge- 
dehnten Intervalls  von  x  gleich  Null  ist,  in  diesem  Intervall  einen 
Constanten  Werth  haben  muss. 

Der  gegenwärtige  Satz  lässt  schliessen  dass  die  Differenz 
X(x)— <jp(a;),  welche  nach  (5)  und  (6)  gleich  einer  Function 
a{x)  ist,  deren  Differentialquotient  fUr  das  von  a   bis  b  ausge- 
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dehnte  Intervall  von  x  verschwindet,  in  dem  ganzen  Intervall 
gleich  einer  Gonstante  sein  muss.  Wenn  die  Functionen 
(p(x)  und  x{^)  ftlr*  das  von  a  bis  b  reichende  Intervall  von  x 

die  Gleichung  (1)  so  eritillen,  dass  ^^ — ^ — ^^—f{x)   bei 

hinreichend    kleinem  h  für   jedes  x    unter  derselben    beliebig 

kleinen  Grösse  liegt,  und  ^^^^ -  -\    --^-^   —  f{x)  der  gleichen 

h 

Forderung  genttgt,  so  entspricht  die  Differenz  /(a:)— <)p(a?)=(7(a;) 
den  Bedingungen  des  für  v{x)  bewiesenen  Satzes,  und  x(^) 
entsteht  aus  q^{x)  durch  Addition  einer  Constante  c.  AUe 
Auflösungen  der  Aufgabe  (1)  werden  alsdann  in  dem  Ausdrucke 
(2)  vermitteUi  einer  einzigen  Auflösung  q>{x)  dargestdU. 

Diese  Betrachtung  lässt  sich  anwenden,  um  diejenige  Auf- 
lösung, welche  in  den  vorhergehenden  §§  nachgewiesen  und  als 
Grenzwerth  eines  Summenausdrucks  definirt  ist,  mit  einer  belie- 
big gegebenen  Auflösung  zu  vergleichen.  Damit  die  Bezeich- 
nungen übereinstimmen,  werde  wieder  mit/*/  ein  veränderlicher 
Werth  angedeutet,  der  zwischen  einer  beliebigen  festen  Grösse 
a  und  der  gegebenen  Grösse  h  liegt,  und  ferner . 

(12)  rp{ß)=ff{x)dx 

a 

gesetzt.  In  §  22  ist  am  Schlüsse  des  Beweises  von  Satz  (II)  aus 
der  für  f(x)  vorgeschriebenen  Stetigkeitsbedingung  gefolgert,  dass 

der  Quotient -^^^^ { —^  falls  h  unter  einer  kleinen  Grösse  d 

h 

liegt,  von  der  Grösse  f(ß)  um  einen  Betrag  abweicht,  der  unter 

der  dort  eingeführten   beliebig  kleinen   Grösse  l  enthalten  ist. 

Diese  Thatsache  bedeutet  nichts  anderes,  als  dass  der  Ausdruck 

"- ^ —  f{^\   sobald   Ä  kleiner  als  <J  ist,   für  jedes 

vorkommende  x  =  ß  unter  derselben  beliebig  kleinen  Grösse  A 
bleibt.  Wenn  daher  durch  eine  zweite  gegebene  Function  (p{x) 
für  das  von  a  bis  b  reichende  Intervall  die  Gleichung 

(13)  ''lf=m 

in  der  Weise  erfüllt  wird,  dass  der  Ausdruck  --- — ^     ^^'^^  —fix) 

Hl 
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bei  hinreichend  kleinem  h  für  jedes  vorkommende  x=ii  unter 
derselben  beliebig  kleinen  Grösse  enthalten  bleibt,  so  haben  die 
Functionen  tp(x)  und  (p{x)  die  Eigenschaften,  welche  vorhin 
von  dea  Functionen  xM  u»d  (p{x)  verlangt  wurden,  und  die 
Function  cp{ß)  muss  gleich  dem  Aggregat  von  \p(ß)  und  einer 
Gonstante  c  sein, 
(U)  rp(ß)  =  v{ß)-^c. 

Der  Werth  der  Gonstante  c  kann  durch  die  Betrachtung 
eines  einzelnen  Falles  bestimmt  werden.  Das  Gorollar  zu  dem 
Satze  (I)  des  §  22  hat  nach  der  jetzt  eingeftihrten  Ausdrucks- 
weise den  Inhalt,  dass  das  über  eine  Function  f(x)  von  a  bis  ß 
ausgedehnte  Integral  gleich  Null  wird,  sobald  die  obere  Greneeß 
mü  der  unteren  Grenze  a  zusammenfällt.  Daher  verschwindet 
das  Integral  ipia),  und  bei  der  Substitution  des  Werthes  ii  =  a 
in  (14)  entsteht  die  Gleichung 

(15)  0  =  y(a)  +  c, 

vermöge  welcher   die  Gonstante  c  gleich  dem  negativ  genom- 
menen Functionswerthe  (p(a)  ist.  Die  Subtraction  der  Gleichung 

(15)  von  der  vorhergehenden  (14)  erzeugt  aber  die  folgende  Darstel- 

/•/^ 
lung  des  Integrals  ipiß)  oder/  f{x)dx  durch  die  Function  qp(ir) 

a 

(16)  ff{x)  d{x)  =  q,(ß)-(p  («). 


a 


Mit  der  vorstehenden  Gleichung  öffnet  sich  der  Einblick 
in  die  Verknüpfung  zwischen  dem  Integral,  welches  über  eine 
Function  f(x)  zwischen  den  gewählten  Grenzen  a  und  ß  ge- 
nommen wird,  und  einer  gegebenen  Function  (p{x),  deren  Dif- 
ferentialquotient gleich  der  vorgeschriebenen  Function  f(x)  ist. 
Ersetzt  man  die  als  veränderlich  geltende  obere  Grenze  ß  des 
Integrals  durch  das  Zeichen  x,  so  folgt  für  die  Function  q)(x) 
die  Darstellung 

(16a)  (p  (x)  =  q)(a)  +  j  f(x)  dx. 


a 


Es  wird  daher  jede  Function  q^{x),  deren  Differentialquo- 
tient gleich  der  betreffenden  Function  f[x)  ist,  erhalten, 
indem    man     zu     dem    von    a   bis   x   ausgedehnten    Integral 
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von  f(a:)  die  Constante  y(a)  hinzuaddirt.  Das  um  eine  Con- 
Btante  vermehrte  von  einem  beliebigen  Werthe  a  bis  zu  dem 
Wertbe  x  genommene  Integral  der  Function  f{x)  wird  ein  uvhe- 
stimmtes  Integral   der  Function  f{x)    genannt   und   durch   das 

Zeichen  /  f{x)  dx  angedeutet,  so  dass  die  Gleichung  (16»)  in  die 

Gleichung 

(16b)  fp(x)=  ff{x)dx 

übergeht;  vermöge  derselben  heisst  die  Function  q^ix)  ebenfalls 
ein  unbestimmtes  Integral  der  Function  f(x).  Dagegen  hat 
das  von  der  Grenze  a  bis  zu  der  Grenze  ß  ausgedehnte  Integral 
der  Function  f{x),  welches  als  Grenswerth  eines  Summenausdrucks 
deßnirt  worden  isl,  den  Namen  eines  innerhalb  der  Grenzen  a 
und  ß  genommenen  oder  bestimmten  Integrals.  Die  Gleichung 
(16)  verwandelt  sich  durch  die  angegebenen  Benennungen  in  den 
Satz,  dass  das  von  der  Grenze  a  bis  zu  der  Grenze  ß  ausge- 
dehnte bestimmte  Integral  der  Function  f{x)  gleich  der  Differenz 
von  den  Werthen  des  zugehörigen  unbestimmten  Integrals  qi(x) 
ist,  welche  der  unteren  und  der  oberen  Grenze  entspreclhen;  bei 
dieser  Differenz  muss  der  zu  der  oberen  Grenze  gehörende 
Functionswerth  positiv,  der  zu  der  unteren  Grenze  gehörende 
negativ  genommen  werden.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass  die  in  der 
obigen  Gleichung  (1)  enthaltene  Aufgabe  der  Integration  durch 
die  Bedingung,  dass  die  gesuchte  Function  y  für  den  Werth 
a:=a  einen  beliebigen  Werth  y^  annehme,  eindeutig  bestimmt  wird, 

und  dass  alsdann  die  Function  y  den  Ausdruck  yo  +  /  f(x)dx 

a 

bekommt. 

Die  im  vorigen  §  ausgeflihrten  bestimmten  Integrationen 
sollen  jetzt  unter  dem  neu  gewonnenen  Gesichtspunkte  betrach- 
tet werden.  Dort  ist  die  Function  f{x)  gleich  der  mit  dem 
ganzen  oder  gebrochenen  Exponenten  k  gebildeten  Potenz  o;*; 
die  Vollziehung  der  unbestimmten  Integration  bietet  keine  Schwie- 
rigkeiten dar,  da  nach  der  Gleichung  (13)  des  §  12  für  den 
Differentialquotienten  einer  mit  dem  beliebigen  Exponenten  q 
gebildeten  Potenz  die  Bestimmung  gilt 
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(17)  -"M  =  ,,-. 

Sobald  q  nicht   gleich  Null   ist,   dürfen   beide  Seiten  durch  q 
dividirt  werden,  so  dass  die  Gleichung 


\  3       /  _  Jf-^ 


entsteht.  Hier  kann  für  jeden  Werth  einer  Grösse  ä-,  die  nega- 
tive Einheit  ausgenommen,  statt  des  Exponenten  q  der  Exponent 
jfc  +  1  geschrieben  werden ;  dadurch  erhält  man  die  Gleichung 


U-.'i_ 


und  diese  sagt  aus,  dass  für  jeden  Werth  von  k  mit  Ausnahme 
der  negativen  Einheit  das  unbestimmte  Integral  der  Potenz  x^ 
durch  den  Ausdruck 

X  dx  =  ^-—-  +  const. 
a:4-  1 

bezeichnet  wird.    In  dem  Falle  i  =  —  1   giebt  dagegen  die  zu 

der  Differentiation  des  Logarithmus  naturalis  dienende  Formel 

(44)  des  §  10  das  Resultat 

(21)  ''-ä'=  .-  , 

vermöge  dessen  das  unbestimmte  Integral  der  Potenz  x  ^  gleich 
dem  Ausdrucke 

(22)  lx~^  dx  =  log  a;  -h  const. 

ist.  Der  Werth  des  innerhalb  der  positiven  Grenzen  a  und  ß 
zu  nehmenden  bestimmten  Integrals  der  Function  a:*  ist  jetzt  nach 

(16)  gleich  der  Differenz  der  zugehörigen  Functionswerthe  , 

oder  log  Xy  je  nachdem  der  Exponent  h  von  der  negativen  Ein- 
heit verschieden  oder  derselben  gleich  ist.  Demnach  erhält  man 
beziehungsweise  die  erste  oder  zweite  der  Gleichungen 

(23)  /  .'  dx  =  1-^-^  -  '^ , 

a 

(24)  /  x-^dx^  log/J  -  logo, 


a 
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von  denen  die  erste  mit  der  Gleichung  (18),  die  zweite  mit  der 
Gleichung  (22)  des  vorhergehenden  §  zusammenfällt. 


I  95.    Kaapt0&tse  der  Beohnung  mit  Xntegral«n.    Trans- 
formation eines  Xnte^als  dorch  Hnführang  einer  neuen 

Variable. 

Nachdem  die  Begriffe  der  Differentiation  und  Integra- 
tion einer  Function  einer  variabelen  Grösse  entwickelt  sind, 
erinnern  wir  daran,  dass  in  §  1  ausgesprochen  ist,  die  Auf- 
gabe der  Differential-  und  Integralrechnung  bestehe  in  der 
Erforschung  der  Beziehungen  von  Grössen,  die  stetig  veränder- 
lich sind,  die  beiden  Disciplinen  unterschieden  sich  indessen 
durch  die  besondere  Art  der  zu  lösenden  Probleme  und 
durch  den  Character  der  hierbei  zu  überwindenden  Schwierig- 
keiten. Der  angedeutete  Unterschied  kann  jetzt  genauer  so  be- 
zeichnet werden,  dass  die  Aufgabe,  eine  gegebene  Function  in 
Bezug  auf  ihre  unabhängige  Variable  zu  differentiiren,  auf  die 
Anwendung  einer  beschränkten  Zahl  von  Regeln  hinausläuft, 
dass  dagegen  die  Untersuchung  der  durch  Integration  einer 
gegebenen  Function  entstehenden  Functionen  einen  unerschöpf- 
lichen Reichthum  neuer  Aufgaben  in  sich  schliesst.  Aus  dieser 
Ursache  nehmen  in  der  Rechnung  mit  Integralen  nicht  die  Vor- 
schriften zur  Ausführung  der  unbestimmten  Integration  sondern 
solche  Sätze  die  erste  Stelle  ein,  die  zu  der  Ergrttndung  von 
Eigenschaften  der  Integrale  dienen.  Hierher  gehören  die  im 
Gange  der  Darstellung  bereits  mitgetheilten  Sätze  (I)  und  (II) 
des  §  22;  andere  werden  gegenwärtig  angeführt  und  bewiesen 
werden. 

(I)  Wenn  für  das  von  a  bis  b  ausgedehnte  Intervall  der 
Variable  x  zwei  eindeutige^  endliche  und  stetige  Functioneti  f{x) 
und  g(x)  gegeben  sind,  wenn  die  Grössen  a  und  ß  beliebig 
ewischen  a  und  b  gewählt,  und  die  auszuführenden  Integrationen 
von  der  Grenze  a  bis  zu  der  Grenze  ß  genommen  werden,  so  ist 
das  Integral  über  die  Summe  der  Functionen  f(pc)'\'g(x)  gleich 
der  Summe  des  Integrcds  über  f(x)  und  des  Integrals  über  g{x\ 
femer  das  Integral  über  die  Differenz  der  Functionen  f{x)  —  g  (x) 
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gleicti  dem  BesuUat  der  Subtraction  des  Integrals  über  g{x)  von 
dem  Integral  über  f{x). 

Es  seien  wieder  x^  x^j, ,,  x^__^  der  Reihe  nach  zwischen  den 
Grenzen  XQ=a  und  x^=^(i  eingeschaltet;  dann  sind  die  be- 
treffenden bestimmten  Integrale  nach  §  22  gleich  den  Grenzwer- 
then  der  folgenden  SummenausdrUcke  bei  stets  wachsender  Zahl 
n  und  beständiger  Annäherung  der  Zwischen werthe : 

(1)    Jf{x)dx=lim.{f{x,){x,^x,)  +  ,..  +  f{x^^,Kx^-x^^,)) 


a 


a 


(3)    f{f{x)  +  g{x))dx 


a 


=  lim . {(f{x^)  +g{x„))(x—Xo)  +...  +  (/i[a;,_,) +^(a:,..,))(a;,— a:,.  ,)) 

(4)  nnx)-g(x))dx 

•• 
a 

=  lim . {f{x^) '-g{x^)){x—XQ)-\- ...  +{f{x^_,)-g{x^^,)(x^—x^_^,)). 

Verbindet  man  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  zuerst  durch 
Addition,  hierauf  durch  Subtraction,  so  ergeben  sich  durch  eine 
Schlussweise  die  zuerst  I,  §  16  entwickelt  ist,  die  zu  beweisenden 
Gleichungen 

(5)  y  {f(x)  +  g(x))dx=J^  f{x)dx-^J  g(x)dx 

a  a  a 

(6)  y  (f{x)-g{x))dx=f  f{x)dx-f  g{x)dx. 


a  a  a 


(II)  Das  von  a  bis  ß  über  das  Product  aus  einer  Constante  c 
und  der  Function  f(x)  genommene  Integral  ist  gleich  dem  Product 
aus  der  Constante  c  und  dem  innerhalb  derselben  Grenzen  über 
die  Function  f(x)  genommefien  Integral. 

Vermöge  der  aufgestellten  Definition  hat  man 


,-i^ 


(7)     /  cf{x)dx 

a 

= lim .  (ef{Xg)ix-  x^) + cf[x^  )(x^-x^)+ ...+  cfXx^_j)  (x^  -a;,_i)). 
Durch  Multiplication  der  obigeo  Gleichong  (1)  mit  der  Con- 
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stante  c  entsteht  hiernach  mit  Hülfe  des  erwähnten  Schlussver- 
fahrens die  verlangte  Gleichung 

(8)  y  cf{x)dx=cf  f{x) dx. 


a 


(III)  Ein  Integral^  hei  dem  sich  die  zu  integrirende  Function 
als  das  Product  von  zwei  Fadoren  darstellen  lässty  von  denen 
der  eine  f{x),   der  andere   der   vollständige  Differentialquotient 

^-  ^  der  Function  g(x)  ist,  und  wo  fix)  und  g(x)  die  für  den 

Satz  (I)  aufgestellten  Bedingungen  erfüllen ,  wird  durch  eine 
Mähode,  welche  man  die  theilweise  Integration  nennt,  folgender- 
massen  eis  das  Aggregat  eines  von  dem  Integralzeichen  freien 
Ausdruckes  und  eines  anderen  Integrals  dargestellt: 

(9)  J  f{x)^-^dx=f{ß)g{ß)-^f{a)g{a)^J   ^J^g(x)dx. 

a  a 

Der  vollständige  Differentialquotient  des  Products  der  Functionen 
f{x)  und  g(x)  hat  den  Ausdruck 

(10)  l(^)^))=^^(^)+/-(^)^. 

ax  (ix  ax 

Da  in  Folge  dessen  das  unbestimmte  Integral  der  auf  der 
rechten  Seite  befindlichen  Summe  von  Verbindungen  nach  dem 
vorhergehenden  §  gleich  f(x)  g  (x)  4-  const.  ist,  so  wird  das  über 
die  rechte  Seite  von  a  bis  ß  genommene  Integral  durch  die 
Differenz  der  Functionswerthe  f(ß)g(ß)-'f{a)g(a)  dargestellt. 
Mit  Hülfe  der  Abkürzung 

(11)  q>{ß)-9(^)={.V(x)]a 
erhält  man  demnach  *4ie  Gleichung 

(12)  J'l^')gix)  +  f{x)  i9^Tjda:  =  [f(x)  g  (x)t 

a 

Das  auf  der  linken  Seite  befindliche  Integral  ist  aber  nach 
dem  Satze  (I)  oder  der  Gleichung  (5)  als  eine  Summe  von  zwei 
Integralen  darstellbar 
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Substituirt   man   in  (12)   und    bringt  das  eine  Integral   durch 
Snbtraction  auf  die  andere  Seite^  so  geht  die  Gleichung 

^ß  ^ß 


(14)      J  f(x)^-^}^dx=[f{x)g{x^^^ 


X 


hervor,    welche   mit   der   zu   beweisenden   Gleichung  (9)   zu- 
sammenfUllt 

Aus  den  Sätzen  (I),  (II),  (III),  welche  fUr  bestimmte  Integrale 
formulirt  sind,  erhält  man  correspondirende  Sätze,  die  sich  auf 
unbestimmte  Integrale  beziehen,  indem  man  statt  der  Grösse  ß^ 
durch  welche  die  obere  Grenze  der  Integrale  angedeutet  ist,  das 
Zeichen  x  einführt,  und  vermöge  der  im  vorigen  §  auf- 
stellten Definitionen  die  Bezeichnungen 


/  f(x)dx  +  const.  =  /  f(x)dxj 


a 


/  g{x)dx  +  const.  =  /  g(x)dx 


anwendet.    Alsdann   verwandeln  sich   die   obigen  Gleichungen 

i^)}  (6)»  (ß)i  (^)>  respective  in  die  folgenden, 

(5a)  fif(x)^g{x))dx=/^f(x)dx-\'J^g{x)dx  + const, 
(6»)  /  (A^)— i^(^))^^=  ff(x)dx—  j  g(x)dx  +  const., 
(8»)         /  cf{x) dx  ="  olf  (x) dx  +  const., 

(9.)       /f(^)-J^^^  =f^a:)g{x)-^/^f-g{x)dx+const^ 

welche   leicht  in  Worte  gekleidet   werden  können. 

(IV)  Sobald  die  jsu  integrirende  Function  f(x)  innerhalb  des 
von  a  bis  ß  ausgedehnten  Intervalls  der  Integration  ihr  Vor- 
zeichen nicht  ändert,  so  ist  das  Voreeiclien  für  den  Werth  des 
zugehörigen  bestimmten  Integrals  von  vorne  herein  angebbar; 
es  wird  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  das  Vorzeichen  der 
Function  f{x)  und  das  Vorzeichen  der  Differenz  ß — a  gleich  oder 
entgegengesetzt  sind. 

Die  Richtigkeit  der  Behauptung  folgt  unmittelbar  aus  der 
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DefinitionsgleichüDg  (1),  da  in  den  einzelnen  Summanden  des 
zu  bildenden  Ausdrucks  die  sämmtlichen   Funetionswerthe  fix^^ 

fi^i)}  '-f(^n-i)  d^^  gegebene  Vorzeichen,  und  die  sämmtlichen 
Differenzen  x^  —  Xq,  x^  —  x^,.,,  x^ — x^_^  das  Vorzeichen  der  Dif- 
ferenz ß—a  haben. 

Für  den  Fall,  dass  man  das  unbestimmte  Integral  von 
f{x),  das  heisst  eine  Function  q)(x)  kennt,  deren  nach  x  ge- 
nommener Differentialquotient  gleich  f(x)  ist,  dass  mithin  nach 

dem  vorigen  §  die  Gleichung  /   f{x)dx^=q>(ß)-—q){a)    gilt, 

a 

lässt  sich  der  gegenwärtige  Satz  so  aussprechen,  dass  bei  einer 
positiven  Differenz  ß — a  die  Differenz  (p(ß)—q>{o)  positiv  oder 
negativ  ausfällt,  je  nachdem  f{x)  dauernd  positiv  oder  dauernd 
negativ  ist.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn  der  Differential' 
quotient  f{x)  einer  Function  (p{x)  für  das  von  a  bis  b  gehende 
Iniervall  sein  Vorzeichen  nicht  ändert,  die  Function  q)  (x)  innerhalb 
dieses  Intervalls  im  algebraischen  Sinne  beständig  wächst  oder 
beständig  abnimnUy  je  nachdem  f{x)  positiv  oder  negativ  ist. 

(V)  Ein  ewiscJien  bestimmten  Grenzen  genommenes  Integral 
geht  durch  Vertauschung  der  oberen  mit  der  unteren  Grenze  in 
den  entgegengesetzt  gleichen  Werth  über. 

Mit  dem  in  (1)  definirten  Integral  /    f{x)dx    werde    das 

a 

Integral  /  f{x)dx  verglichen.    Zu  dem  Ende  ist  zwischen  ß 

und  a  eine  Reihe  von  Grössen  einzuschalten 

(15)  ^  =  /?,  ^„  f„  . . .  |_„  I,  =  a, 

und  für  diese  der  Snmmenansdruck  (1)  herzustellen,  so  dass  die 
Gleichung 

(16)  Jf{x)dx 

=  lim.(/-(g(|,-|„)+/-($,)(^-^,)H- ...  +f(^._,)(i.-?._.)) 

entsteht.  Allein  es  hindert  nichts,  die  Grössen  (15)  in  der  Art 
zu  wählen,  dass  sie  der  Reihe  nach  mit  den  Grössen 

(17)  ^i,=/^>    ^»-1,    ^n-V    •  •  •  ^1»   ^0=« 

zusammenfallen,  die  bei  der  Bildung  der  rechten  Seite  von  (1) 
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angewendet  sind.  Dadurch  kehrt  sich  die  Ordnung  der  Zeiger 
um,  und  die  Gleichung  (16)  wird  zu  der  folgenden 

(18)        f  f{x)dx 

= lim .  (/-(o;  J  {x^^^  -  X  J  +/'(a:„_i)  (x^^^  -^^__^)  +  . .  ^-fix^  (a^o-^i))- 

Die  auf  der  rechten  Seite  befindliche  Summe  ist  aber  gleich 
der  in  die  negative  Einheit  multiplicirten  Summe  (2*)  in  §  20 

welche  nach  einer  dortigen  Bemerkung  bei  waohsender  Zahl  n 
gegen  denselben  Grenzwerth  wie  die  auf  der  rechten  Seite  von 
(1)  stehende  Summe  convergirt,  und  daher  ebenfalls  das  Integral 

f(x)  dx  repräsentirt.  Daher  gilt  die  zu  begründende  Gleichung 


/ 


f^fi 


(19)  f  f{x)dx=—f  f{x)dx. 

(VI)  -Es  bejseichne  ^  einen  zwischen  den  Grenjsen  a  und  ß 
eines  bestimmten  Integrals  beliebig  angenommenen  Werth,  dann  ist 
das  über  die  gegebene  Function  f(x)  von  a  bis  ß  ausgedehnte 
Integral  gleich  der  Summe  der  beiden  über  dieselbe  Function 
ausgedehnten  Integrale^  von  denen  das  erste  von  a  bis  ß^,  das 
aweite  von  ßi  bis  ß  geht. 

Der  Beweis  des  Satzes  ist  am  Ende  des  §  20  geführt. 

(VII)  Der  nach  der  oberen  Grenze  ß  genommene  Differen- 

tialquotient  des  bestimmten  Integrals   1  f(x)dx    ist   gleich   dem 


a 


ZU  der  oberen  Grrenze  gehörenden  Functionswerth  f(ß).  Der  nach 
der  unteren  Grenze  a  genommene  Differentialquotient  desselben 
Integrals  ist  gleich  dem  mit  der  negativen  Einheit  multiplicirten 
zu  der  unteren  Grenze  gehörenden  Functionswerth,  — /"(o). 

Während  sich  der  erste  Theil  des  Satzes  mit  dem  Satze 
(II)  des  §  22  deckt,  lässt  sicli  der  zweite  Theil  auf  ähnliche 
Art  beweisen.  Man  schalte  zwischen  «  und  ß  die  Grösse  a  +  A 
ein,  so  liefert  der  Satz  (VI)  die  Gleichung 

(20)  Jf{x)  dx=J^f(x)dx  +f'f{x)dx. 
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Insofern  die  untere  Grenze  a  des  Integrals  ftlr  veränderlich,  die 
obere  ß  für  unveränderlich  gilt,  möge  dasselbe  als  die  Function 
CO  (a)  bezeichnet  werden,  wodurch  (20)  die  folgende  Gestalt  an- 
nimmt 

/a+A 
f(x)dx+(D(a  +  h). 


a 


Hiemach  entsteht  für  die  Differenz  a)(a  +  h)—ix} (a)  der  Ausdruck 

f(x)dx. 

a 

Indem  man  hier  die  Betrachtungen  wiederholt,  welche  in 
§  22  an  die   dortige   Gleichung  (6)  angeknüpft   sind,   gelangt 

man  zu  dem  Resultat,  dass  der  Quotient  — '^ {■ ^  bei 

h 

numerisch  abnehmendem  h  zwischen  zwei  Grössen  eingeschlossen 

ist,  die  von  dem  negativ  genommenen  zu  a  gehörenden  Functions- 

werthe  — /*(«)  beliebig  wenig  abweichen.    Der  nach  der  unteren 

Grenze  a  genommene  Dififerentialquotient  des  Integrals  /  f{x)dx 

a 

ist  also  gleich  der  Grösse  —f(pt\  wie  behauptet  worden  war. 

(VIII)  Wenn  eine  von  ahis  ß  zu  integrirende  Function  als 
ein  Product  von  zwei  Factoren  p  {x)  q  (x)  dargestellt  werden  hann, 
deren  jeder  innerhalb  des  Intervalls  der  Integration  eindeutig, 
endlich  und  stetig  ist,  von  denen  ferner  in  demselben  Intervall 
der  erste  sein  Vorzeichen  nicht  ändert,  der  zweite  algebraisch 
zwischen  den  Grössen  M  und  N  enthalten  bleibt,  so  ist  der  Werth 

des  Integrals  1  p{x)q  (x)  d  x    algebraisch    zwischen    denjenigen 

a 

Grossen  eingeschlossen,   die  entstehen,   indem  man   das  über  die 
Function  p  (x)  ausgedehnte  Integral  /  p(x)dx  das  eine  Mal  mit 


a 


der  Grösse  M,  das  andere  Mal  mit  der  Grösse  N  mtdtiplicirt. 

Die  in  dem  Satze  gemachte  Annahme  bewirkt,  dass,  falls 
M<:N  ist,  die  beiden  Differenzen  q{x)  —  M  und  N — q{x) 
innerhalb  des  ganzen  von  a  bis  ß  erstreckten  Intervalls  der 
Integration  positiv  sind.  Wenn  man  daher  jede  derselben  mit 
der  Function  p{xy  multiplicirt,  so  haben  beide  Productc  noth- 

LIpMhits,  AüAlyBia  II.  9 
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wendig  das  Vorzeichen  von  |;  (x).  In  Folge  dessen  lässt  sich 
dnrch  den  Satz  (IV)  das  Vorzeichen  der  beiden  Über  diese  Pro- 
dncte  ausgedehnten  Integrale  bestimmen.  Je  nachdem  das  Vor- 
zeichen von  p(x)  und  der  Differenz  ß  —  a  zusammenfallen  oder 
nicht,  sei  €=1  oder  =  —  1;  dann  wird  jedes  der  beiden  In- 
tegrale, mit  €  raultiplicirt,  gleich  einer  positiven  GriJsse,  oder  in 
Zeichen 

(23)  tj p (x)  {q{x)  —  M)  dx  >0,     t  f  p (x)  (N  —'q(x))  dx  >  0. 


a  ft 


Die  zu  integrirende  Function  ist  hier  beziehungsweise  gleich 
der  Differenz  p{x)  q(x)  —  Mp{x)  und  ^pipc) —p{x)q(x).  Man 
darf  nun  vermöge  des  Satzes  (I)  statt  jedes  Integrals  eine 
entsprechende  Differenz  von  zwei  Integralen  substituiren, 

(24)   €  I p{x)q(x)dx  —  e  I  Mp(x)dx'>0^  fi  1  Np(x)dx  —  e  1  p(x)q{x)dx>Oj 


a  na 


hierauf  nach  dem  Satze  (II)  sowohl  die  Constante  M  wie  auch 
die  Constante  N  vor  das  betreffende  Integralzeichen  setzen, 
und  schliesslich  die  beiden  Ungleichheiten  ableiten 

p(x) q{x) dx>eM I pix)  dx,    eN  1  p(x)  dx>i  1  p(x) q{x) dx, 

n  nun 

welche  bei  e  =  \  die  Ungleichheiten 

(26)  M  fp  (x)  dx  <:  fp  (x)  q  (x)  dx  <  N ^p  (x)  dx, 

a  a  « 

bei  e  =  —  1  die  Ungleichheiten 

(27)  N  fp (x)  dx  <  fp (x)  q (x)  dx<M  fp {x)  dx 


a  a  ft 


ausdrücken,  und  daher  in  beiden  Fällen  den  Inhalt  des  zu  be- 
weisenden Satzes  darstellen. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  pix)  gleich 
der  positiven  Einheit  genommen  wird,  geht  das  Integral  /p(x)  dx 


a 


in  den  Werth  der  Differenz  ß—a  über,  und  der  gegenwärtige 
Satz  (VIII)  verwandelt  sich  in  den  Satz  (I)  des  §  22.  Dem  im 
Eingange   des    §  22    hervorgehobenen  Bedürfniss,   für  ein   ge- 
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gebenes  bestimmtes  Integral  Grössen  zu  erbalten,  innerhalb 
deren  sein  Wcrth  eingeschlossen  ist,  entspricht  der  Satz  (VIII) 
in  vollkommenerer  Weise,  als  der  erwähnte  speciellc  Satz,  weil 
eine  vorgelegte  zu  integrirende  Function  je  nach  dem  zu  er- 
reichenden Zweck  auf  verschiedene  Arten  als  das  Product  einer 
Function  von  ungeändertem  Vorzeichen  und  eines  vollständigen 
DiflFerentialquotienten  dargestellt  werden  kann. 

(IX)   Hin  hestimmtes  Integral  1  f(x)  dx  kann  durch  Finfüh- 


u 


rung  einer  neuen  Integrationsvariable  in  ein  anderes  transformirt 
werden.  Es  sei  die  Integrationsvarialle  x  gleich  einer  stetigen 
Function  x(f)  einer  Variable  t;  während  t  beständig  wachsend 
oder  *  abnehmend  von  einem  Werihe  q  zu  einem  Werthe  a  fort- 
schreitet, bewege  sich  x  ebenfalls  beständig  tvachsend  oder  abneh- 
mend von  dem  Werthe  a  bu  dem  Wertlie  ß;  innerhalb  des  he* 
eeichnden  Iniervalls  sei  die  Differenz  zwisclhen   dem  Quotienten 

—- ^ —  --  und  detn  Differentidlquotienten  -  \^,     für  ein  nu- 

ii  av 

merisch  hinreichend  Meines  h  numerisch  Meiner  als  dieselbe  be- 
liebig kleine  Grösse  l;  dann  verwandelt  sich  das  gegebene  Integral 

I  fix)  dx   durch  Einführung    der   Variable  t   in    das  Integral 

a 

-^^W  at, 

dt 

Indem  zwischen  den  Werthen  q  und  o  der  Variable  t  eine 
Reihe  von  auf  einander  folgenden  Grössen  eingeschaltet  wird, 

(28)  Q  =  t^,  t^,  ^2,...  t^_„  o=t^, 

entstehen  für  die  Variable  x  die  entsprechenden  Werthe 

(29)  «  =  :r^=x(0,  ^^  =  x{t,\...x„__,=yXt„^,),  ß=x^  =  x{t^)x 
setzt  mau  diese  in  die  Definitionsgleichung  (1)  des  zu  transfor- 
mirenden  bestimmten  Integrals  ein,  und  dividirt  und  multipli- 
cirt  die  auf  einander  folgenden  Glieder  respective  mit  den 
Differenzen^, — ^o»  ^2"~^i>  •  •  •>  »o  gelangt  man  zu  der  Glei- 
chung 
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(30)  /  fix)  dx 


a 


Der  Grenzwerth  ist  vermöge  der  getroffenen  Voraussetzungen 
in  der  Weise  zu  bilden,  dass  die  Anzahl  n  ohne  Ende  wächst, 
und  die  Grössen  (28)  einander  beständig  genähert  werden.  Be- 
zeichnet man  den  Dififerentialquotienten  -4-/    mit  x'{^)i  so  folgt 

aus  der  über  seine  Beschaffenheit  gemachten  Annahme,  dass 
für  die  auf  der  rechten  Seite  von  (30)  vorkommenden  Quotienten 
die  Ungleichheiten  gelten 

(31)  x'iQ     -  ^  <  ^  ^*^}  ~  ^  ^^-")  <  X'  (^o)  +  A 


t.-K 


Z'  (<. )     -  A  <  ^  ^^«)  J-  (^>   <  X'  (<  J  +  A 

z-  (<._,)  -  A  <  --^~f-'^  <  X'  (t,_,}  +  X. 

Es  ist  festgestellt  worden,  dass  die  sämmtlichen^Differenzen 
^1  *"  ^ü?  tj—  ^,, . . .  dasselbe  Vorzeichen  haben,  welches  durch 
die  Differenz  o — q  bestimmt  wird,  und  welches  wir  ohne  Beein- 
trächtigung des  zu  liefernden  Beweises  positiv  voraussetzen 
können.  Alsdann  wird  die  rechte  Seite  von  (30)  verkleinert, 
sobald  man  den  als  Factor  des  Functionswerthes  /'(x(0)  auftre- 
tenden Quotienten  fttr  einen  positiven  Functionswerth  verkleinert, 
für  einen  negativen  vergrössert;  durch  das  umgekehrte  Ver- 
fahren wird  sie  vergrössert.  Bedeutet  nun  Ä  eine  positive 
Grösse,  welche  jeden  der  vorkommenden  Functionswertho/*(;<(0) 
numerisch  übertrifft,  so  folgt  aus  dem  Obigen,  dass  die  rechte 
Seite  von  (30)  zwischen  zwei  Grössen  enthalten  ist,  welche  er- 
zeugt werden,  indem  man  zu  der  Summe 

(32)    f(xit,)) x'(g (<i-g  +-+f{xiK-,)) z'(^_,)  («.-<._,) 

den  Werth  AX(a-~())  negativ  oder  positiv  hinzufügt.  Bei  Ver- 
grösserung  der  Zahl  n  und  beständiger  Abnahme  der  Diffe- 
renzen ^1  —  ^0,  t^  —  t^j...  wird  aberA,  während -4  und  (7—(>  un- 
geändert  bleiben,  beliebig   klein,  so  dass  sich  der  Ueberschuss 
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Al{a  —  Q)  beliebig  der  Null  nähert.  Gleichzeitig  convergirt  die 
Summe  (32)  gegen  einen  Greuzwerth,  welcher  das  bestimmte 
Integral 

(33)  ff(xmx'{t)dt 


o 


darstellt.  Mithin  fallt  der  Werth  des  gegebenen  Integrals  mit 
dem  Werthe  des  vorliegenden  zusammen,  und  das  war  behauptet 
worden. 

Die  abgeleitete  Translbrmationsgleichung  eines  Integrals 
gewinnt  an  Durchsichtigkeit,  sobald  in  dem  transformirten  In- 
tegral (33 )  für  X  (ß)  das  Zeichen  x  beibehalten  und  für  den  Dif- 

dy(i)  dx 

ferentialquotienten  —y-^  das  entsprechende  Zeichen      gebraucht 

wird;  dadurch  bekommt  sie  die  Gestalt 

(34)  ffix)dx  =  f}{x)^dt. 

a  \ 

Da  ferner  die  obere  Grenze  a  derjenige  Werth  von  t  ist,  zu 
welchem  als  Werth  von  x  die  obere  Grenze  ^  gehört,  so  ergiebt 
sich  für  das  betreffende  unbestimmte  Integral  die  Transforraa- 
tionsgleichnng 

(35)  ff{x)  dx  =ff{x)  ^  dt, 

die  mit  der  Regel  des  §  12,  nach  welcher  die  Function  einer 
Function  diflferentiirt  wird,  correspondirt. 


I  26.    Satz  vom  Mittelwerthe. 

Man  kann  den  Satz  (VIII)  des  vorigen  §,  welcher  fllr  den 
Werth  eines  bestimmten  Integrals  zwei  Ungleichheiten  liefert, 
vermittelst  einer  gewissen  Modiiication  in  die  zur  Anwendung 
bequemere  Gestalt  einer  Gleichung  bringen.  Dort  wurde 
angenommen ,  dass  die  mit  g  {x)  bezeichnete  Function  für 
das  von  a  bis  ß  ausgedehnte  Intervall  algebraisch  zwischen  den 
Grössen  M  und  N  liege.  Mithin  darf  man  sich  die  Grössen  M 
und  N  so  gewählt  denken,  dass  die  Function  q{x)  in  dem  be- 
treifenden Intervall  zwar  gleich  3i,  aber  nie  kleiner  als  -Sf,  und 
ausserdem  zwar  gleich  iV,  aber  nie  grösser  als  N  werden  kann. 


134  Satz  vui'n  Mittelwerthe.  §  26. 

Diese  Voraussetzung  möge  jetzt  gelten,  so  dass  in  jenem  In- 
tervall die  Grösse  M  den  kleinsten  oder  einen  der  unter  ein- 
ander gleichen  kleinsten  Werthe,  die  Grösse  N  den  grösten  oder 
einen  der  unter  einander  gleichen  grösten  Werthe  von  q{x)  dar- 
stellt. Im  vorigen  §  wurde  die  positive  oder  negative  Einlieit  i  so 

'    definirt,  dass  das  Integral  €//?(ä:)  rfa;  einen  positiven  von  Null 

a 

verschiedenen  Werth  bekommt.  Die  Division  desselben  in  den 
Werth  des  Integrals  e  1  p{x)q{x)dx  liefert  daher  einen   voll- 

u 

kommen  bestimmten  Quotienten 

(1)  ^  -, =ii, 

£  /  p{x)  dx 


it 


für  welchen  aus  den  Ungleichheiten  (2b)  des  vorigen  §  die  Un- 
gleichheiten 

(2)  M<zR<:N 

folgen.  Vermöge  der  so  eben  hinzugefügten  Voraussetzung  wird 
bei  jeder  von  beiden  Ungleichheiten  der  Fall  der  Gleichheit 
nicht  ausgeschlossen,  was  wir  durch  die  Zeichen 

(2*)  m<r<:n 

andeuten.  Demnach  ist  die  Grösse  R  algebraisch  zwischen  dem 
kleinijten  Werthe  M  und  dem  grösten  Werthe  N  enthalten,  den  ' 
die  Function  (/U)  in  dem  von  a  bis  fi  ausgedehnten  Intervall 
empfilngt.  Wofern  nun  aus  der  Beschaflfenheit  der  Function  q(x) 
geschlossen  werden  kann,  dass  dieselbe,  während  die  Variable  x 
von  a  bis  /i  fortschreitet,  jedem  zwischen  M  und  N  enthaltenen 
Werthe  wenigstens  ein  Mal  gleich  wird,  dann  muss  sie  auch 
wenigstens  ein  Mal  gleich  jenem  Werthe  R  werden.  Gesetzt 
dies  geschehe  für  den  Mittelwerth  der  Variable  a  -\-  ü  [ß  —  a\ 
wo  B  eine  zwischen  Null  und  der  positiven  Einheit  liegende 
Grösse  beileutet,  so  ist  die  Grösse  R  gleich  einetn  Mittelwerthe 
d^r  Function  q  ix),  der  zu  dem  von  a  bis  li  ausgedehnten  Intervall 
der  Variable  x  gehört^  und  man  hat 

(3)  R=q(a+e{ß--a)). 
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Diese  Gleichung  vertritt  die  Ungleichheiten  (2*).  Es  entsteht 
daher,  sobald  man  für  R  den  in  (1)  angegebenen  Quotienten 
einfuhrt  und  den  Nenner  durch  Multiplication  entfernt,  an  Stelle 
der  im  vorigen  §  bewiesenen  Ungleichheiten  (25)  die  Gleichung 

(4)  /  p  {x)  q  (.r)  dx=q(a  +  H  di—  «))  /  p  (x)  dx. 


a  a 


Sie  enthält  den  folgenden  Satz,  welchen  man  den  Satjs  vom  Mit- 
tclwcrthe  nennt: 

Wenn   eine  von   a  bis  ß  zu  integrirende  Function  als  ein 

Frodiict  von   zivei  Factorcn  p(x)q{x)  dargestellt  werden  kann^ 

d^ren  jede)'   innerhalb  des   Intervalls   der  Integration  eindetäigj 

endlich  und  stetig  ist,    von  denen  femer   der  erste  in  demselben 

Intervall  sein  Vorzeichen  nicht  ändert,  so  ist  der  Werth  des  Inte- 

r^  /-/^ 

grals  1  p{x)  q(x)  dx  gleich  dem  Product  aus  dem  Integral  1  p{x)dx 

ti  a 

und  einem  zu   dein  Integrationsintcrvdll  gehörenden  Mittelwerthe 
der  Function  q{x). 

Zu  der  vollständigen  Begründung  dieses  Satzes  fehlt 
noch  der  Beweis  des  Postulats,  dass  die  in  dem  von  a  bis 
fi  ausgedehnten  Intervall  von  x  eindeutige,  endliche  und  stetige 
Function  q(x),  wenn  die  Variable  x  jeden  zwischen  «  und  ß 
befindlichen  Werth  annimmt,  mit  Nothwendigkeit  wenigstens 
ein  Mal  jedem  beliebigen  Werthe  gleich  wird,  der  zwischen  dem 
kleinsten  Functionswerth  M  und  dem  grösten  Functionswerth 
N  enthalten  ist.  Der  Beweis  lässt  sich  unter  Voraussetzungen 
in  Betreff  der  Function  q(x\  wie  sie  in  §  21  für  die  Function 
fix)  gemacht  sind,  in  der  folgenden  Weise  führen.  Wir  be- 
trachten zuerst  eine  Function  q{x)^  die  innerhalb  des  von  a  bis 
ß  erstreckten  Intervalls  entweder  beständig  wächst  oder  be- 
ständig abnimmt.  Wenn  q(x)  die  Eigenschaft  hat,  während  x 
sich  von  a  bis  ß  bewegt,  beständig  zu  wachsen,  so  eraeugt  die 
Einschaltung  der  Reihe  von  auf  einander  folgenden  Werthen 
XQ=a,  x^y  x^y  .  ,  .  a;^_,,  x^=^ß  eine  Reihe  von  Functions  werthen, 
von  denen  q(a)  —  M  der  kleinste,  q(ß)  =  N  der  gröste  ist,  und 
die  der  Ordnung  nach  die  Ungleichheiten  erfüllen 
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Die  Stetigkeit  der  Fanetion  q{x)  bringt  es  mit  sich,  dass, 
sobald  die  Differenzen  x^ — a,  x^—x^,  . .  (i — x^__^  sämmtlich 
numerisch  unt^r  einer  beliebig  kleinen  Grösse  liegen,  die  ent- 
sprechenden Differenzen  der  Functionswertbe 

ebenfalls  numerisch  beliebig  klein  werden.  Hierzu  wird  noch 
die  Bedingung  hinzugefltgt,  welche  bei  den  in  der  Analysis  vor- 
kommenden Functionen  in  der  Regel  erfüllt  ist,  dass,  wenn  die 
Diff'erenzen  der  Werthe  der  Variable  sUmmtlich  kleiner  als  eine 
GriJsse  d  sind,  die  entsprechenden  Diff^erenzen  der  Functions- 
wertbe unter  dieselbe  beliebig  kleine  Grösse  ).  herabsinken;  die 
gegenwärtig  vorgenommene  Einschaltung  sei  so  eingerichtet,  dass 
sie  der  genannten  Voraussetzung  genügt. 

Nun  bezeichne  R  einen  beliebigen  algebraisch  zwischen 
M  und  N  enthaltenen  Werth;  es  soll  die  Existenz  eines 
Werthes  von  x  nachgewiesen  werden,  für  welchen  q{x)=R  ist. 
Der  Werth  R  werde  seiner  algebraischen  Grösse  nach  mit  den 
Functionswerthen  g(a),  q{x^\  •••5(^«_i)>  5 (/)  verglichen.  Ent- 
weder ist  -R  einem  der  betreffenden  Werthe  selbst  gleich;  in 
diesem  Falle  hat  man  den  Werth  von  x,  für  welchen  q{x)=^R 
wird,  direct  gefunden  und  damit  ist  das  Postulat  selbstverständ- 
lich erledigt.  Oder  -R  ist  keinem  der  gewählten  Functionswertbe 
gleich;  dann  muss,  weil  -R  zwischen  M  und  N  enthalten  ist, 
und  weil  die  Ungleichheiten  (5)  bestehen,  die  Grösse  R  zwischen 
zwei  bestimmten  von  jenen  Functionswerthen  qix^)  und  q{x^^^ 
eingeschlossen  sein,  so  dass  die  Ungleichheiten 

(«)  q(xj<l{<q(x„^,) 

gelten.  In  Folge  der  getroffenen  Voraussetzung  ist  hier  die  Diffe- 
renz x^^^—x^  numerisch  unter  d,  die  Differenz  ^(^^^.i)  —  ?(^«) 
numerisch  unter  A  gelegen.  Es  hat  daher  sowohl  die  Dif- 
ferenz -R —  q{xj  wie  die  Differenz  qix^^^)—  R  einen  unter 
der  beliebig  kleinen  Grösse  l  enthaltenen  numerischen  Werth. 
Mithin  wird  die  Gleichung  q{x)  —  R=0,  sowohl  durch  den 
Werth  x=x^  wie  auch  durch  den  Werth  x=x„..  mit  beliebi- 
ger  Genauigkeit  erfüllt,  der  Unterschied  .7'^^i  —  a:^  ist  gleichzeitig 
beliebig  klein,  und  desshalb  wird  der  gesuchte  Werth  sowohl 
durch  x^  wie  durch  x^^^  mit  beliebiger  Genauigkeit  dargestellt 
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Das  Postulat  ist  also  auch  für  den  zweiten  der  unterschiedenen 
Fälle  erwiesen. 

Wofern  die  Function  q{x)  so  beschaffen  ist,  dass  sie, 
während  x  von  a  bis  ß  läuft,  stets  abnimmt,  so  wird  der  ge- 
wünschte Zweck  durch  eine  genau  entsprechende  Betrachtung 
erreicht.  Wenn  die  Function  q{x)  in  dem  von  a  bis  ß  ausge- 
dehnten Intervall  mehrere  Male  vom  Wachsen  zum  Abnehmen 
übergeht,  sind  diejenigen  Intervalle  zu  sondern,  in  welchen  die 
Function  fortwährend  zunimmt,  ferner  diejenigen,  in  welchen 
sie  fortwährend  abnimmt,  und,  falls  solche  vorkommen,  die- 
jenigen, in  welchen  die  Function  ihren  Werth  nicht  ändert  oder 
constant  bleibt.  Wir  setzen  voraus,  dass  die  Anzahl  der  Inter- 
valle von  jeder  der  drei  Arten  eine  beschränkte  sei.  Der 
kleinste  Werth  M  und  der  gröste  Werth  N^  welchen  die 
Function  q{x)  in  dem  ganzen  von  a  bis  ß  reichenden  Intervall 
annimmt,  bilden  alsdann  in  einem  oder  in  mehreren  durch 
die  Zerlegung  entstandenen  Intervallen  änsserste  Werthe,  und 
zwar  sind  sie  die  äussersteu  unter  allen,  welche  'in  den 
einzelnen  Intervallen  als  solche  Werthe  erscheinen.  Ein  be- 
liebig gegebener  algebraisch  zwischen  M  und  N  enthaltener 
Werth  B  ist  jetzt  zunächst  mit  den  äussersten  Werthen  der 
vorhandenen  einzelnen  Intervalle  zu  vergleichen,  und  muss 
nothwendig  zwischen  den  äussersten  Werthen  von  wenigstens 
einem  dieser  Intervalle  gelegen  sein,  kann  aber  auch  zwischen 
den  äussersten  Werthen  von  mehr  als  einem  Intervall  vorkom- 
men. Für  jedes  einzelne  Intervall,  das  die  Eigenschaft  hat, 
dass  R  zwischen  dessen  äussersten  Werthen  liegt,  lässt  sich 
wieder  eine  der  angestellten  ähnliche  Betrachtung  durchführen, 
und  jedes  Mal  ergiebt  sich  daraus  die  Bestimmung  eines  Werthes 
x,  durch  welchen  die  Gleichung  g[(a:)  — jB^=0  erfüllt  wird. 
Hiermit  ist  das  in  Rede  stehende  Postulat  in  dem  bezeichneten 
Umfange  erwiesen  und  ebenso  auch  der  Satz  vom  Mittelwerthe 
gerechtfertigt 


I»8  Taylorscher  Satz.  §  27. 


Capitel  III. 

£ntwickelangr  Tpn  Fopctionen  einer  yariabeln  Grosse 

in  Potenzrellien. 

I  27.    Taylonoher  8ats  mit  voUst&ndlgem  Beatausdmok. 

Die  Methoden  des  Differentiirens  und  Integrirens  zeichnen 
sich  dadurch  aus,  dass  mit  ihrer  Htilfe  verschiedene  Gattungen 
von  Aufgaben  gelöst  werden,  die  ohne  die  Zuziehung  der  Infi- 
nitesimalrechnung von  einander  unabhängig  zu  sein  scheinen. 
Als  Bestätigung  hieiTon  lassen  sich  aus  dem  Bisherigen  die 
beiden  geometrischen  Grundprobleme  anführen,  an  eine  beliebige 
ebene  Curve  in  einem  bestimmten  Punkte  eine  berührende  Linie 
zu  construiren,  und  den  Inhalt  eines  von  einer  beliebigen  Curve 
begrenzten  ebenen  Flächenstücks  zu  messen,  welche  Probleme 
einzeln  zu  überwinden  so  grosse  Anstrengungen  verursacht  hat 
Eine  fernere  Bestätigung  wird  durch  die  Behandlung  der  Auf- 
gabe erhalten,  auf  welche  I,  §  112  hingewiesen  wurde,  und  die 
dahin  geht,  eine  bestimmte  gegebene  Function  einer  variabeln 
GnJsse,  falls  dies  möglich  ist,  in  eine  nach  den  ganzen  positi- 
ven Potenzen  der  Variable  fortsclireiteude  Keihe  zu  entwickeln. 

Wie  in  dem  vorigen  Capitel  sei  für  das  von  a  bis  b  aus- 
gedehnte Intervall  der  Variable  x  eine  eindeutige,  endliche  und 
stetige  Function  f(x)  gegeben.  Ausserdem  wird  angenommen, 
dass  innerhalb  desselben  Intervalls  der  erste  auf  x  bezügliche 
DifferentiaUiuotient  von  fix)  als  eindeutige,  endliche  und  stetige 
Function  von  x  vorliege;  später  wird  in  gleicher  Weise  das 
Vorhandensein  der  Differentialquotienten  der  successiven  höhe- 
ren Ordnungen  vorausgesetzt  werden,  und  zwar  })edienen  wir 
uns  der  in  §  16  erklärten  von  Lagrange  eingeführten  Bezeich- 
nungen/''(-^X /""(-i*)»  .../'^''\A  Indem  mm  x  und  x^-h  zwei 
innerhalb  des  bezeichneten  Intervalls  liegende  Werthe  bedeuten, 
suchen  wir  zuerst  den  Werth  der  Function  f{x  +  h)  in  eine 
Heihe  zu  entwickeln,  die  nach  den  ganzen  positiven  Potenzen 
des  zu  der  Grösse  x  hinzugefügten  Increments  h  geordnet  ist. 
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Vermöge   der  Definition   des   ersten  Diflferentialqnotienten 
der  Function  f{x) 

(1)  ^  =  /"(^) 

die 

darf  man  die  Function  f{x)  als  unbestimmtes  Integral  der  Func- 
tion f*  {x)  ansehen,  und  die  Differenz  von  zwei  Functionswerthen 
f{ß)^f(fi)y  die  ZI  den  im  gegebenen  Intervall  beliebig  ge- 
wählten Werthen  a  und  ß  gehören,  durch  ein  Integral  aus- 
drücken, das  über  die  Function  f  (x)  von  der  Grenze  a  bis  zu 
der  Grenze  (i  genommen  ist, 

(2)  f{ß)-f{a)=fr{x)dx. 


a 


Die  linke  Seite  lässt  sich  nach  (11)  des  §  25  durch  das  Zeichen 
ff 

[/* (:z:)]„  andeuten.  Da  es  aber  freisteht,  in  diesem  Ausdruck 
einer  Differenz  wie  auch  in  dem  eines  bestimmten  Integrals 
den  für  die  Variable,  beziehungsweise  die  Integrationsvariable, 
gewählten  Buchstaben  durch  jeden  anderen  zu  ersetzen,  so 
schreiben  wir  statt  der  Gleichung  (2)  die  folgende 

(3)  irit)t=frif)dt. 


a 


Das  gewünschte  Ziel  wird  erreicht,  indem  mau  für  das  gegen- 
wärtige Integral  in  einer  passenden  Weise  die  in  (III)  des  §  25 
angegebene  Methode  der  theilweisen  Integration  benutzt. 

Die  Function  f*  (t)  ist  gleich  dem  Product  von  sich  selbst 
in  die  Einheit,  die  Einheit  gleich  dem  nach  t  genommenen 
Differentialquotienten  der  um  eine  Constante  vermehrten  Variable  t. 
Wählt  man  die  zu  addirende  Constante  gleich  dem  negativen 
Werth  einer  Grösse  c,  so  verschwindet  das  Aggregat  für  den 
Werth  t  =  c^  und  es  kommt 


u  u 


Alsdann  entsteht,  indem  vermöge  der  Formel  (14)  des  §  25 
theilweise  integrirt  wird,  weil  die  nach  der  Variable  ausgeführte 
Differentiation  des  ersten  Differentialquotienten  den  zweiten 
erzeugt,  die  Umformung 
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(5) 


f'^^)^^^^^  =  -yf'^-*)^<=-^)t  +J  f"me-t)dt. 


a  a 


Die  Gültigkeit  derselben  setzt  voraus,  dass  auch  der  zweite 
Differentialquotient  f*  ix)  innerhalb  des  betreffenden  Intervalls 
eine  eindeutige,  endliche  und  stetige  Function  von  x  sei.  Der 
Factor  c  —  t  lässt  sich  als  der  negativ  genommene  vollständige 

Differentialquotient  der  Function  -^ — ^ —  in  Bezug  auf  die  Va- 
riable t  auffassen;  unter  der  Annahme,  dass  die  successive  zu 
bildenden  Differentialquotienten  der  Function  fix)  die  für  die 
beiden  ersten  Differentialquotienten  vorgeschriebenen  Eigenschaf- 
ten haben,  ergiebt  also  die  abermalige  theilweisc  Integration 
das  Resultat 

(6)  -fr  0  i  f °i  ">' = -  \r  « ^'^X*ß"  <"  ^'^  "'• 


fi 


Ferner    entsteht    durch    die   beliebig   ausgedehnte   Fortsetzung 
dieses  Verfahrens,  da 

ist,  eine  Reihe  von  Gleichungen 

-/•(')/,(^.-,'>")<''=-[r'(o*;:ri>/(ofc^>-<r. 


(7)< 


a  a 


-/" « /,  (feS'" = -  L'^" « ^"i.'rj  t/^""<"  ti:> 


a  a 


Die  Addition  der  Gleichungen  (3),  (5),  (6),  (7)  führt  dann  zu 
der  folgenden  Gleichung,  in  welcher  rechts  nur  das  auf  der 
rechten  Seite  der  letzten  Gleichung  (7)  befindliche  Integral 
übrig  bleibt  und  links  alle  anderen  Glieder  vereinigt  sind 

(8)    [mt  +  [r  (i)  (c  -  t)t +[f"  (0  ^' :-  '^  ■']'  + . . + [/*"  (<)  ^i  -  'n 


=//"*"(')  ^^:S*; 
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ihre  Eichtigkeit  kann  auch  durch  directe  Ausführung  der  Dif- 
ferentiation der  linken  Seite  bewiesen  werden. 

Das  auf  der  linken  Seite  von  (8)  befindliche  Aggregat  ist 
gleich  der  DiflFerenz  von  zwei  Aggregaten 

(9)  m  +  fiß)(.e-ß)+fV)^^-+...+f^\'i)^{^ 

-  (/^(a)  +naXc-a)  +  /"(a)  ^^  +  • . .  +  ^'(a)  ^|). 

Legt  man  der  verfügbaren  Constante  c  denWerth  ß  bei,  so  re- 
ducirt  sich  das  positiv  zu  nehmende  Aggregat  durch  das  Ver- 
schwinden von  allen  auf  das  erste  folgenden  Gliedern  auf  den 
einzigen  Functionswerth  f(ß)j  während  das  zu  subtrahirende 
Aggregat  die  Gestalt  bekommt, 

(10)  f{a)  +  r(a)iß^a)+^(ß-ay  +  ..  +  ^l(ß^af. 

Der  Functionswerth /*(/^)  wird  daher  gleich  der  Summe  aus 
dem  Aggregat  (10)  und  dem  Integral,  in  welches  die  rechte 
Seite  von  (8)  durch  die  Substitution  des  Werthes  ß  für  die  Grösse 
c  übergeht, 

(1 1)  fiß)  =  f(a)  +  r  («)  (/i^-«)  +  ^  0^  -«)»+.. . 


a 


Hier  braucht  man  nur  statt  a  das  Zeichen  x,  statt  ß — a 
das  Zeichen  h  einzuführen,  um  auf  der  linken  Seite  den  Werth 
der  Function  f(x  +  h),  auf  der  rechten  eine  nach  den  ganzen 
positiven  Potenzen  des  Increraents  h  fortschreitende  Reihe  zu 
erhalten,  zu  deren  {p  +  l)  auf  einander  folgenden  Gliedern  das 
bestimmte  Integral  als  Restausdruck  hinzuaddirt  wird, 

(12)  ax+h) 

Diese  Gleichung  enthält  die  Taylorsche  EntwicJcelung  der 
Function  f(x  +  h)  als  eine  nach  den  ganzen  Potenzen  des  Incre- 
ments  h  geordnete  Summe  mit  Hinzufügung  eines  den  Rest  vollstän- 
dig ausdrückenden  bestimmten  Integrals;  hierbei  gut  die  Vor- 
aussetzungj  dass  die  Function  f(x)  und  deren  sämmtliche  Differen- 
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ticUquotienten  f  {x),  f*{oc\,,j^^  {x)  innerhalb  des  heeüglichen 
Intervalls  eindeutig^  endlich  und  stetig  sind. 

In  §  16  ist  hervorgehoben,  dass  die  Potenzen  einer  Va- 
riable mit  ganzen  positiven  Exponenten  die  Eigenschaft  besitzeni 
bei  einer  Diflferentiation  von  eben  so  hoher  Ordnung,  als  der 
Exponent  andeutet,  eine  Constantc,  bei  einer  Differentiation  von 
höherer  Ordnung  die  Null  hervorzubringen.  Hieraus  folgt,  dass 
jede  rationale  ganze  Function  einer  Variable  von  einem  belie- 
bigen «ten  Grade  bei  nfacher  Differentiation  eine  Constaute,  bei 
(tn-l)facher  Differentiation  denWerth  Null  ergibt.  Alle  Diflferen- 
tialqnotienten  einer  rationalen  ganzen  Function  von  x  sind  für 
jede  Ausdehnung  des  Intervalls  eindeutig,  endlich  und  stetig. 
Wenn  daher  die  Gleichung  (12)  auf  eine  rationale  ganze  Function 
f{x)  des  nten  Grades  angewendet  und  die  Zahl  ^>=w  genommen 
wird,  so  ist,  welchen  Werth  auch  die  Grössen  x  und  x-\-h  em- 
pfangen mögen ,  die  in  dem  Restausdruck  unter  dem  Inte- 
gralzeichen auftretende  Function  f"^  (t)  dauernd  gleich  Null,  so 
dass  der  Restausdruck  überhaupt  verschwindet;  mithin  wird  (12) 
zu  der  Gleichung 

(12*)  f(x+h)  =f{x)  +r{x)h  +  f'P- *«+...+  Q^y h"\ 

die  mit  der  Gleichung  (12)  des  §  16,  und,  wie  dort  erwähnt, 
auch  mit  (7)  in  I,  §  49  zusammcnfilllt. 

Das  auf  der  rechten  Seite  von  (11)  befindliche  Integral  ist 

über  das  Product  der  beiden  Factoren  T'"*"   (t)  und  i— -  -  aus- 

2.3..P 

zudehnen,  von  denen  der  zweite  während  des  Laufes  der  Inte- 
gration das  Vorzeichen  der  Grösse  (i:?  —  a)'' unveränderlich  fest- 
hält. Der  Werth  des  Integrals  kann  deshalb  mit  Hülfe  des 
Satzes  (VIII)  des  §  25  abgesehätzt  werden.  Nach  einer  schon 
wiederholt  gebrauchten  Bemerkung  ist  das  unbestimmte  Integral 

der  Function  -^-^ gleich  der  Function  -^r^—r  ^-TN  +  const., 

folglich  erhält  das  von  a  bis  ß  genommene  bestimmte  Integral 
den  Werth 


(13)    ß^  -  '^"  rf< = r  -  ^^  --^^''' 1 = -^^— «> 

^  J    2.3..;)  L2.3..;)ö)4-l)J,_      2.3..;)(j 


p+1) 
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Wenn  also  der  Wertli  der  Fnnction  Z'''*"^  (t),  während '<  von  « 
bis  ß  geht,  algebraisch  zwischen  den  Grössen  -3/^^,  und  N^^ 
liegt,  so  ist  der  Werth  des  abzuschätzenden  Integrals  algebraisch 
zwischen  den  Grössen 

eingeschlossen.  Durch  Anwendung  des  in  §  26  entwickelten 
Satzes  vom  Mittelwerthe  lässt  sich  der  Werth  des  Integrals 
folgendennassen  ausdrücken 


ff"*"- 


(15)  /r-'«-^.'];4.=/""(.+»e<-.)) , »--f ;',) 


a 


wo  ^  eine  zwischen  der  Null  und  der  Einheit  liegende  Grösse 
bezeichnet.  Die  Einsetzung  von  (15)  in  (11)  erzeugt  daher  die 
Gleichung 

(1«)  fQi) = m + f  («)  iii- «)  +  ^--!f  iß-  «)'+••• 

und  die  Eutwickelung  der  Function  f{.r+h)  in  (12)  nimmt  die 
entsprechende  Gestalt  an 

(17)    f(x  +  h) 

-fix)  ^f(x)h^  c:(^h.^  +  +  Ä'O  A^  -^l'W^^o  jf^^ 

Die  Darstellung  des  Restes  hat  die  merkwürdige  Eigen- 
schaft, dass  sie  sich  an  das  Bildungsgesetz  der  Glieder  der 
Reihe  anschliesst.  Das  allgemeine  mte  Glied  der  Reihe  ist 
gleich  dem  Product  des  (w— l)ten  Differentialquotienten  der 
Function  f(x)  und  der  (w?—l)tcn  Potenz  des  Increment  A,  durch 
das  aus  den  natürlichen  Zahlen  gebildete  Product  (m— 1)!  divi- 
dirt.  Der  Restausdruck,  welcher  zu  der  auf  (p  +  1)  Glieder 
ausgedehnten  Eutwickelung  hinzuzufügen  ist,  wird  aus  dem 
(p-l-2)ten  Gliede  der  Reihe  abgeleitet,  indem  man  bei  dem 
(p-hl)tenDiflFerentialquotienten  der  Function  f(x)  an  die  Stelle 
des  bestimmten  Arguments  x  den  Mittelwerth  x+Oh  setzt,  wel- 
cher sich  auf  das  von  x  bis  x-^rh  ausgedehnte  Intervall  der  un- 
abhängigen Variable  bezieht. 
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1 28.  Kao  Xtaurln'flolMr  Satz  mit  ▼ollgtlnfllym  BMtaiuidnidk. 

Für  das  Verständniss  der  Gleichung  (11)  des  vorigen  §  ist 
es  wesentlich,  zu  beachten,  dass  innerhalb  des  von  a  bis  b  aus- 
gedehnten Intervalls,  für  welches  die  Function  f{x)  und  ihre 
Differentialquotienten  eindeutig,  endlich  und  stetig  gegeben 
sind,  die  Grössen  a  und  ß  beliebig  geändert  werden  dürfen. 
Bei  dem  in  (12)  dargestellten  Taylor' sehen  Satze  liegt  der  Nach- 
druck darauf,  dass  das  ausgewählte  engere  Intervall  mit  einem 
beliebigen  Werthe  x  beginnt.  Man  kann  jedoch  auch  der  Auf- 
fassung den  Vorzug  geben,  dass  der  Werth  a,  mit  welchem  das 
Intervall  antUngt,  ein  bestimmter  und  die  Grösse  des  Intervalls 
ß — a=x  eine  beliebige  sei.  Dann  nimmt  die  erwähnte  Gleichung 
(11)  des  vorigen  g  die  Gestalt  an 
(1)         /•(«  +  x) 

t3  («+'-')'" 


a 


und  gleichzeitig  wird  aus  der  zugehörigen  (15)  die  folgende 


a 


WO  6  wie  früher  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Die 
vorstehende  Gleichung  (1)  löst  die  Aufgabe,  eine  gegebene 
Function  f{a  +  x)  in  eine  nach  den  positiven  ganzen  Potenzen 
der  Variable  x  fortschreitende  Reihe  zu  entwickeln. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  das  von  a  bis  b  erstreckte 
Intervall,  in  welchem  f^{x)  und  seine  successiven  Differential- 
quotienten eindeutig,  endlich  und  stetig  sind,  den  Werth  der 
Null  in  sich  begreift,  kann  nun  auch  der  Werth  a  gleich  Null 
angenommen  werden.    Alsdann  liefern  die  Gleichungen  (1)  und 

(2)  für  die  Function  f{x)  die  folgende  Entwickelung,  die  nach 
den  positiven  ganzen  Potenzen  der  Variable  x  geordnet  ist, 

(3)  f(x) 


0 
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2.3. ..p  ^  ^  2.3....(p  +  l) 

0 

Sie  stellt  den  Mac  LaurirC sehen  Säte  mit  Himufügung  des 
vollständigen  Restausdrucks  dar. 

Durch  die  gefundene  Gleichung  (3)  wird  die  Function  f(x) 
in  die  Gestalt  einer  Reihe  gebracht,  bei  welcher  die  Coeffi- 
cienten  der  auf  einander  folgenden  Potenzen  3er  Variable  x  Con- 
stanten sind,  die  aus  der  Division  von  den  zu  dem  Werthea;=0 
gehörenden  successiven  Differentialquotienten  durch  die  ent- 
sprechenden Zahlenfacultäten  entstehen. 


I  29.   Unbegrenste  Entwlokelimg  einer  Function  durch  den 
Taylor'echen  nnd  H4c  Xiaurln'echen  8ats. 

Aus  der  Ableitung  des  mitgetheilten  Verfahrens  geht  her- 
vor, dass  dasselbe  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Gliedern  ausge- 
dehnt  werden  darf,  wofern  nur  die  zu  entwickelnde  Function 
und  ihre  Differentialquotienten  bis  zu  der  entsprechenden  Ord- 
nung die  vorgeschriebenen  Bedingungen  erfüllen.  Auch  haben 
die  Glieder  der  Reihe  ein  solches  Bildungsgesetz,  dass,  wenn 
die  Anzahl  p  zuerst  einen  bestimmten  Werth  empfangen  hat 
und  später  einen  grösseren  Werth  p^  erhält,  die  ersten  (p  + 1) 
Glieder  der  Reihe  dieselben  bleiben,  und  statt  des  zu  den  (p+l) 
Gliedern  gehörenden  Restausdrucks  die  Summe  der  (p^ — p) 
folgenden  Glieder  und  des  neuen  zu  den  (p^  + 1)  Gliedern  ge- 
hörenden Restausdrucks  eintritt.  Man  kann  daher  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  zu  entwickelnde  Function  und  ihre 
sämmtlichen  Differentialquotienten  bis  zu  einer  beliebig  hohen 
Ordnung  die  verlangte  Beschaffenheit  besitzen,  der  betreffenden 
Entwickelung  eine  unbegrenzte  Ausdehnung  geben,  indem  man 
sich  auf  die  allgemeine  Definition  stützt,  die  in  I,  §  105  von 
der  Convergenz  einer  unbegrenzt  ausgedehnten  Summe  ge- 
geben ist.  Hiemach  leuchtet  es  ein,  dass  die  in  Rede  stehende 
Summe  bei  unbegrenzter  Ausdehnung  dann  und  nur  dann  con- 
vergirt,  wenn  der  als  bestimmtes  Integral  dargestellte  Rest  die 
Eigenschaft  hat,  für  einen  hinreichend  grossen  Werth  der  Zahl 
p  numerisch  kleiner  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  zu  werden. 

LipMhitB,  ABAlyaii  U.  10 
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Sobald  dies  festgestellt  ist,  giebt  die  convergente  Reihe  noth- 
wendig  eine  Darstellung  der  betreffenden  Function,  und  demzu- 
folge führt  die  Gleichung  (17)  des  §  27,  die  Gleichung  (1)  und 
(3)  des  §  28  respective  zu  den  folgenden  Entmckelungen  einer 
Function  einer  Variable  in  eine  unendliche  Reihe: 

(1)  f(x  +  h)=f{x)+f'{x)h+  ^-*'  +  "+  2-^'.^*pA'  +  •■• 

(2)  f{a  +  x)= fia)  +  r («) X  +  f'--^'^- X+..  +  /-^ x' +  . . . 

(3)  f{x)=f  (0)  +  f  (0)  x  +  ^-"f  ^  a;*  +  •  •  +  /r  " --  a:'  +  •  •  • 

Die  erste  und  zweite  Gleichung  drückt  den  Taylor^ sehen,  di£ 
dritte  den  Mac  Laurin'schen  Satz  aus. 

Beide  Sätze  sind  ursprünglich  zu  dem  Zwecke  gebildet 
worden,  eine  gegebene  Function  in  eine  unendliche  Reihe  zu 
entwickeln,  während  die  Hinzufügung  des  Restausdrucks  und 
die  Erörterung  der  Convergenz  aus  einer  späteren  Zeit  herrührt. 


§  30.    Binomialreihe. 

Mit  Hülfe  der  dargestellten  allgemeinen  Methode  sollen 
jetzt  die  Grundfunctionen  der  Analysis  entwickelt  werden,  deren 
auf  einander  folgende  DifFerentialquotienten  in  §  16  angegeben 
sind.  Den  Anfang  macht  eine  Potenz  der  Variable  von  belie- 
bigem Exponenten  x*\  die  Differentialquotienten  der  verschiede- 
nen Ordnungen  haben  den  folgenden  Ausdruck 

ax 


(1) 


\^  =  n(n  — l)a; 
dx 


i^-A±A==n(w  --l)(w---2)...(w~i?4-l)a;""*, 
dar 


Dass  die  Function  und  ihre  sämmtlichen  Differentialquotienten 
bei  einem  ganzen  positiven  Werth  von  n  für  jeden  gegebenen 
Wcrth  von  x  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind,  ist  mehrfach 
erwähnt  worden.  Nach  §  8  wird  die  Function  und  ihre  sämmt- 


(2) 
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liehen  Differentialquotienten  bei  einem  ganzen  negativen  Expo- 
nenten n  für  x  =  0  unendlich,  sie  bleiben  aber  für  alle  posi- 
tiven und  negativen  Werthe  der  Variable  eindeutig,  endlich  und 
stetig. 

In  dem  Falle,  dass  der  Exponent  n  nicht  einer  ganzen  Zahl 
gleich  ist,  setzt  die  von  der  Function  a;"  gegebene  Definition 
einen  positiven  Werth  der  Variable  x  voraus,  und  zwar  gelten 
die  aufgestellten  Gleichungen  (1)  vermöge  einer  in  §  9  ge- 
machten Bemerkung  auch  mit  Einschluss  des  Wertnes  a;=0,  so 
lange  der  auf  der  rechten  Seite  erscheinende  Exponent  einen 
positiven  Werth  hat.  Weil  aber  der  gegebene  Exponent  n  bei 
nach  und  nach  steigender  Ordnung  der  Differentiation  um 
stets  grössere  Zahlen  vermindert  wird,  so  gelangt  man  in  (l) 
schliesslich  immer  zu  solchen  Gleichungen,  bei  denen  der  auf 
der  rechten  Seite  vorkommende  Exponent  negativ  ist  und  nun 
auch  negativ  bleibt.  Aus  diesen  Gründen  ist  man  nur  dann 
»icher,  dass  die  Function  x"  und  ihre  sämmtlichen  Differential- 
quotienten bei  einem  Werthe  von  n,  der  keiner  ganzen  positiven 
Zahl  gleich  ist,  überall  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind,  wenn 
man  festsetzt,  dass  die  Variable  x  jeden  beliebigen  positiven 
Werth,  mit  Ausschluss  des  Werthe»  Null,  erhalten  darf.  Wir 
machen  die  bezügliche  Annahme  und  fordern  also,  indem  wir 
die  Function  f{x)=^x''  in  die  Gleichung  (1)  des  §  28  substi- 
tuiren,  dass  die  Grössen  a  und  a  -hx  die  Null  übertreffen.  So 
entsteht  die  Gleichung 


/n(n-— l)...(n- 

'^J  1.2.3...P 


^,+1=  /  -v--v;»v-^jz^  rP-^  («  +  ^  ^  tf  dt. 


a 


Die  Gleichung  (2)  des  §  28  liefert  flir  den  Restausdruck 
iJ^^j  die  Darstellung 

in  welcher  mit  ö  ein  positiver  echter  Bruch  bezeichnet  ist.  Die 
gegenwärtige  Entwickelung  der  nten  Potenz  des  Binoms  a+x 
wird  bei  unendlicher  Ausdehnung  zu  der  in  I,  §  112  u.  s.  f.  un- 
tersuchten Binomialreihe,  Um  dieselbe  Gestalt  hervorzubringen, 


148  Binomialreihe.  §  30. 

sind  beide  Seiten   der   vorstehenden   Gleichung  (2)   durch   die 

positive  Grösse  a     zu   dividiren  und   hierauf  ist  -    durch  e  zu 

a 

ersetzen. 

Die  Convergenz  der  gefundenen  Reihe  wird  jetzt  vermöge 
des  Restausdrucks  i?^^j  beurtheilt  werden,  wobei  mehrere  Fälle 
zu  unterscheiden  sind.  Es  sei  erstens  die  Grösse  x  positiv  und 
kleiner  als  a;  dann  kann  man  aus  (3)  schliessen,  dass  sich 
Hp^x  flir  bestftndig  wachsende  Werthe  der  Zahl  p  der  Null  nähern 
muss.  Indem  aus  den  (p-f  1)  successiven  Factoren  des  vorlie- 
genden Zählers  die  negative  Einheit  als  Factor  herausgezogen^ 

und  von  der  Potenz  (a  -h  Oxf^^"  der  Factor  (a  +  ßx^  abgelöst 
wird,  findet  sich 

Die  Anzahl  (p+ 1)  der  Brüche  (~"V  ( ^~\  . . .  i^~  \ 
stimmt  mit  dem  Exponenten,  zu  dem  die  Verbindung 


a  +  ßx 

erhoben  ist,  überein,  so  dass  jedem  der  Brüche  einer  der  Fac- 
toren der  (p-fl)ten  Potenz  zugeordnet  werden  darf.  Die  ge- 
nannten Brüche  sind  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  nothwendig 
positiv  und  kommen  bei  wachsendem  Stellenzeiger  der  Einheit 

beliebig   nahe;    die  Verbindung  — t~^  ~  hat  vermöge  der  ge- 

troffenen  Voraussetzung  einen  positiven  Werth,  welcher  zwischen 

—  und  -.  —  liegt,   mithin   höchstens  gleich  der  Grösse  —  ist, 

deren  Werth  kleiner  als  die  Einheit  sein  soll.  Man  ist  somit 
immer  im  Stande,  einen  Stellenzeiger  p  anzugeben,  für  welchen 

das  Product  ( -]   -  und  daher  auch  das  Product  ( -  —  )  — — 

sowie  die  sämmtlichen  Producte  ( ^ r^    ) ;-  >••(,)  — ^;- 

\    p  +  2    Ja-i-ßx       \p+lju  +  ßx 

unter  einer  Grösse  ^  liegen,   die   selbst  kleiner  als  die  Einheit 

ist.  .Der   in    (4)   aufgestellte   Ausdruck   von    JR^,  besteht  aus 

dem   von  j)   unabhängigen    Factor   (a+ßx)",  aus  dem  Factor 


7 
X 
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(—1)''  ,  der  nur  das  Vorzeichen  betrifft,  aus  dem  Product  der 
beschränkten  Anzahl  von  Factoren 

/  — n\       X  /l — n\     _x  /  p  —  1 — n\      x 

\    1    y  a+Öx  '    V     2    )~a+ex  '  *  *  *  V  p  /  ä+öS" 

und  endlich  aus  dem  Product  P  der  so  eben  characterisir- 
ten  positiven  |} — p  +  1  Factoren.  Das  Product  P  ist  aber 
von  kleinerem  Werthe  als  ein  Product  von  p  —  \>  +  l  Factoren, 
deren  jeder  gleich  der  unter  der  Einheit  enthaltenen  Grösse  ^ 

ist,  oder  als  die  Potenz  ^"^^  .  Weil  nun  die  positive  Zahl 
/>~p+  1  beliebig  gross  genommen  werden  darf,  und  weil  nach 
I,  §  19  eine  Potenz  einer  unter  der  Einheit  liegenden  Grösse  ^ 
für  einen  beliebig  hohen  Exponenten  beliebig  klein  wird,  so  hat 
das  Product  P  und  deshalb  auch  der  Restausdruck  U^^^  für 
eine  wachsende  Zahl  p  die  Null  zum  Grenzwerthe,  wie  be- 
hauptet worden. 

Für  den  zweiten  Fall,  in  welchem  die  Grösse  x  negativ 
und  numerisch  kleiner  als  die  positive  Grösse  a  ist,  gelangt  man 
durch  eine  andere  Schätzung  des  Integrals  U^^j  zum  Ziele.  Bei 
den  beiden  unter  dem  Integralzeichen  vorkommenden  Potenzen 
hat  für  die  von  a  bis  a  +  ^  auszudehnende  Integration  die  Basis 
t  beständig  das  positive,  die  Basis  a+x—t  beständig  das  Vor- 
zeichen von  X,  welches  gegenwärtig  negativ  sein  soll.  Wenn  man 

daher  die  Potenz  ^""'^  in  das  Product  von  t"~  und  f'*  zerlegt, 

so  kann  der  Factor  t~''  {a  +  x  —  t)'^^  abgesondert   werden,  und 

das  über  den  Factor  t  auszuführende  Integral  liefert  den 
Werth 


a 


Mithin  giebt  die  Anwendung  des  Satzes  vom  Mittelwerthe  den 
folgenden  Ausdruck,  in  welchem  die  Grösse  n  im  Zähler  und 
Nenner  fortgehoben  und  durch  a  ein  positiver  echter  Bruch  an- 
gedeutet ist, 

^  l.J.d...^)  {a+ox) 

Statt  der  negativen  Grösse  x  —  ox  kann  deren  absoluter  Werth 
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— X  '\'Ox  eingeführt  werden;  durch  Vertheilung  der  p  negativen 
Einheiten  an  die  p  Factoren  des  Zählers  kommt  dann 

(') «-« = (' T"  )(-7-)-  ■  •(^')  (("  -  ')■  -•°-)(^?^1'- 

Der  auf  die  pte  Potenz   zu   erhebende  Bruch   hat  hier  einen 
Werth,   der   höchstens  gleich    der  unter  der  Einheit  liegenden 

Grösse  — --  ist,  wie  aus  der  Gleichung 

—  X-\-GX  — X  <5x(a-\'X) 

—  4-         ^  ' 


a+ax  u  a{a'\'Ox) 

hervorgeht,  da  a,a+x^  a-hax,a  positive  Grössen  sind,  x  aber 
negativ  ist.  Demnach  gilt  in  Bezug  auf  die  rechte  Seite  von 
(7)  dieselbe  Betrachtung,  die  über  die  rechte  Seite  von  (4)  an- 
gestellt ist,  und  man  erhält  das  Resultat,  dass  der  Restausdruck 
JR^^i  unter  der  angegebenen  zweiten  Voraussetzung  bei  einer 
stets  wachsenden  Zahl  p  ebenfalls  gegen  die  Null  convergirt. 

Sobald  die  Grösse  x  einen  positiven  über  a  liegenden  Werth 
hat,  gentigt  die  Betrachtung  der  einzelnen  Glieder  der  Reihe, 
um  zu  erkennen,  dass  ihre  numerischen  Werthe  mit  wachsendem 
Stellenzeiger  jedes  Mass  überschreiten,  und  dass  aus  diesem 
Grunde  eine  unendliche  Ausdehnung  der  Reihe  nicht  zulässig 
ist.  Auf  gleiche  Weise,  wie  aus  (3)  der  Ausdruck  (4)  hervor- 
gebracht wird,  erhält  man  für  das  (j)4-l)te  Glied  der  rechten 
Seite  von  (2)  die  Gestalt 

Indem  man  wieder  jeden  der  p  Factoren    *      mit  jedem  der  p 

Bruche  multiplicirt,  leuchtet  es  ein,  dass  bei  einer  hinreichend 
grossen  Zahl  p  immer   eine  Zahl  p  gefunden  werden  kann,  für 

welche  sowohl  das  Productf  — '*)  '^  wie  auch  die  sämmtlichen 

\P  +  i/  « 

folgenden  Producte  (       Ti"")  '^->  •  •( -~— ^-|  *^    grösser  als 

eine  über  der  Einheit  liegende  Grösse  ^  sind.  Hieraus  folgt 
aber,  dass  das  in  (8)  dargestellte  (^4- l)te  Glied  der  zu  unter- 
suchenden Reihe  seinem  absoluten  Werthe  nach  von  einem  ge- 
wissen Zeiger  (p  +  1)  ab   grösser    sein  muss  als   das  Product 
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einer  festen  Grösse  in  die  (p  — p)te  Potenz  einer  über  der  Ein- 
heit liegenden  Grösse  f,  und  deshalb  in  der  That  nach  und 
nach  jede  gegebene  Grösse  übertrifft. 

Dass  in  der  vorliegenden  Reihe  die  Variable  x  einen  nega- 
tiven Werth  erhalte,  welcher  den  Werth  a  numerisch  übertrifft, 
ist  durch  die  Voraussetzung,  dass  die  Grössen  a  und  a-\-x 
positiv  sein  sollen,  ausgeschlossen.  Man  sieht  aber  vermöge 
der  so  eben  durchgeführten  Betrachtung,  dass  alsdann  ebenfalls 
die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  für  zunehmende  Zeiger  nu- 
merische Werthe  erhalten  würden,  die  über  jedes  Mass  hinaus 
wttchsen. 

Die  bisherigen  Ergebnisse  lassen  sich  dahin  zusammen- 
fassen, dass  die  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  befindliche  Reihe 

bei  unendlicher  Ausdehnung  convergirt  und  die  Function  (a+a:)'' 
darstellt,  so  lauge  der  numerische  Werth  der  Grösse  x  kleiner 
ist  als  die  positive  Grösse  a,  dass  dagegen  die  unendliche  Reihe 
nicht  convergirt,  wofern  der  numerische  Werth  der  Grösse  x 
grösser  ist  als  die  positive  Grösse  a.  Jetzt  fehlt  noch  die 
Untersuchung  der  Fälle,  in  denen  x  =  a  und  a;  =  —  a  ist. 

Bei  der  Annahme  x  =  a  kann  der  in  (4)  enthaltene  Aus- 
druck des  Restes  -R^^^  in  der  Weise  benutzt  werden,  dass  man 
die  Bedingungen  aufsucht,  unter  denen  sich  das  daselbst  vor- 
kommende Product 

(»)       (^)(^)-(fi") 

flir  eine  wachsende  Zahl  p  der  Null  nähert.  Von  der  Verbiun 
düng  — — r — >  bei  der  der  echte  Bruch  für  geänderte  Werthe 
von  p  ebenfalls  andere  Werthe  erhalten  kann,  und  die  nunmehr 
gleich  ,  ,  ^  wird,  kennt  man  keine  obere  Grenze  als  die  Ein- 
heit  selbst;  mithin  darf  nicht  geschlossen  werden,  dass  die  Potenz 

I  -    -^- 1     für   eine   wachsende  Zahl  p   abnehmen  müsse.    Das 
Product  (9)  entsteht  aus  dem  Product 
(10)  (i_X)(i_X)..., 

sobald  y  den  Werth  w4- 1    erhält,    und    convergirt   also   nach 
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I,  §  111  für  eine  unbegrenzt  wachsende  Zahl  von  Factoren 
gegen  die  Nnll,  sobald  n  + 1  positiv  ist.  Da  nun  keiner  der 
auf  der  rechten  Seite  von  (4)  zu  dem  Product  (9)  hinzutre- 
tenden Factoren  bei  wachsender  Zahl  p  einen  festen  Werth 
überschreiten  kann,   so  nähert  sich  der  Restausdruck  U^^^  der 

Null,  wofern  die  Grösse  n  +  1  positiv  ist,  oder  n  oberhalb 
der  negativen  Einheit  liegt.  Unter  dieser  Voraussetzung  conver- 
girt  daher  die  unendlich  ausgedehnte  Reihe  (2)  auch  fttr  den 
Werth  x  =  a. 

Wenn  w  =  — 1  ist,  werden  die  CoefBcienten  der  Reihe 
abwechselnd  der  positiven  oder  negativen  Einheit  gleich,  und 
die  hervorgehende  geometrische  Reihe  convergirt  für  x=a  nicht. 
Bei  einem  unter  der  negativen  Einheit  liegenden  Werthe  von  n 
erhält  das  allgemeine  Glied  der  Reihe 

n(n— l)(n— 2)...(n— j?-h  1)   n 
1  .2.3...P 

die  Eigenschaft,  für  eine  wachsende  Stellenzahl  p  jede  gegebene 
Grösse  zu  übertreflFen,  wie  in  I,  §  119  aus  dem  Verhalten  der 
untersuchten  unendlichen  Producte  abgeleitet  ist;  die  Convergenz 
der  Reihe  wird  hierdurch  ausgeschlossen. 

In  BetrcflF  der  Annahme  a;  =  —  a  verweisen  wir  auf  die 
ebenfalls  in  I,  §  119  ausgeführte  endliche  Summation  der  Reihe, 
wonach  die  unendliche  Reihe  so  lange  convergirt,  als  der  Expo- 
nent n  positiv  ist.  Die  gegenwärtig  ermittelten  Bedingungen 
der  Convergenz  sind  in  den  a.  a.  0.  mitgetheilten  Bedingungen 
eingeschlossen;  die  letzteren  beziehen  sich  auf  reelle  und  eom- 
plexe  Werthe  der  Variable,  während  jetzt  nur  reelle  Werthe 
zugelassen  werden. 


§31.  XiOgarithmiiolie  Beihe.  Vergleiohnnff  einet  Xiogaritlimiui 
mit  der  Bnmme  einer  harmoniechen  Reihe. 

Wie  sich  die  Definition  der  Function  Logarithmus  auf  alle 
positiven  Werthe  des  Numerus  mit  Ausschluss  der  Null  erstreckt, 
so  gelten  auch  die  Ausdrucke  der  auf  einander  folgenden  Dif- 
ferentialquotienten, nämlich 
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(1) 


< 


(   dloga  

da 
d^  log  X 


X 

—  1 


d  log  j?  , -  .p— 1  1  .2.8..  {p —  1) 

in  demselben  Um&nge  und  sind  eindeutig,  endlich  nnd  stetig. 
Wenn-  daher,  wie  im  vorigen  §,  zwei  positive  Grössen  a  und 
a  +  x  gewählt  werden,  so  bringt  die  Einflihrung  der  Function 
f{x)  =  loga:  in  die  Gleichung  (1)  des  §  28  das  Resultat 

(-1) 


2 


log(a  +  ir)  =  log  a  +  -^—  Y  "a 

^     OL 


+  ...+ 


a 


(2K 


!?,..=  (-1//%=^ 


d<; 


a 


ferner  folgt  aus  (2)  desselben  §,  indem  ß  einen  positiven  echten 
Bruch  bedeutet, 


^p+i  = 


^  (- 1) 


p 


p+i 


lP+1 


""'      p  +  1   («  +  M' 

Dadurch,   dass  man    die   Grösse  loga  auf  beiden   Seiten  der 

•  

ersten  Gleichung   (2)   subtrahirt,   erhält   man   für  die  Differenz 
log (a  +  ic)  —  log a,  die  gleich  logll+  -    I  ist,    eine  nach  den 


X 


Potenzen  des  Quotienten  —  fortschreitende  Reihe,  die  unendlich 


a 


ausgedehnt  mit   der   in   I,  §  120   mitgetheilten  logarithmischen 
Beihe  zusammenfällt 

Um  die  Voraussetzungen  ihrer  Convergenz  mit  Hülfe  des 
Restausdruckes  B^^^  zu  erkennen,  werde  wie  im  vorigen  § 
verfahren.  Sobald  x  positiv  und  kleiner  als  die  positive  Grösse 
a  oder  auch  derselben  gleich  ist,  so  convergirt  die  Reihe,  weil 
sich  der  Ausdruck  (3)  des  Restes  B^^^  für  eine  beständig  zu- 
nehmende Zahl  p  der  Null  nähert.  Denn  derselbe  ist,  abge- 
sehen von  dem  Vorzeichen  (—  l/,  gleich  dem  Product  des  gegen 

die  Null  abnehmenden  Quotienten  — -  —   und    der    (p  +  1)  ten 

jp  -t- 1 
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Potenz  des  positiven  Bruches  — '--z — >  dessen  Werth  nicht  klei- 

a  +  Qx 

X  X 

ner  als      .  —  und  nicht   grösser   als  -  ist,   mithin   unter   der 

Einheit  liegt  oder  nur  äussersten  Falles  derselben  gleichkommt; 
also  kann  der  Werth  der  Potenz  niemals  die  Einheit  über- 
treffen. Bei  einem  negativen  Werthe  von  x,  der  numerisch 
kleiner  als  a  ist,  benutzen  wir  die  in  (2)  enthaltene  ursprüng- 
liche Darstellung  des  Restes  B^^j  als  Integral,  und  zerlegen  die 
unter  dem  Integralzeichen  vorkommende  Function  in  die  beiden 

Factoren  ^^ —  -—  und     >  die  während  der  Integration  ihr 

c 

Vorzeichen  nicht  ändern.  Die  über  den  zweiten  Factor  auszu- 
führende Integration  wird  durch  das  für  positive  und  negative 
Werthe  von  x  geltende  Integral 


(4) 


--  =log(c  +  ar)  -  loga=logn  +  ^j- 


a 


bewerkstelligt.  Wenn  daher  wieder  mit  o  ein  positiver  echter 
Bruch  bezeichnet  wird,  so  folgt  für  das  in  Rede  stehende  Inte- 
gral aus  dem  Mittelwerthsatze  die  Schätzung 

(5)  ,j^^_(_i/(-^-_<'^log(l  +  j). 

(a  +  ox)  V         "/ 

Da   nun   nach    der   im    vorigen   §   angestellten  Erwägung   die 

Grösse   — einen  unter  dem  echten  Bruche befind- 

a  -{'  öx  « 

liehen  Werth  hat,  so  nähert  sich  der  vorstehende  Ausdruck 
ii^^j  für  eine  stets  wachsende  Zahl  p  der  Null,  und  demgemäss 
muss  die  logarithmische  Reihe  convcrgiren. 

Positive  Werthe  von  :r,  die  grösser  als  a  sind,  haben  zur 
Folge,  dass  das  allgemeine  Glied  der  logarithmischen  Reihe 
bei  wachsendem  Stellenzeigcr  numerisch  jede  Grösse  übertrifft, 
und  widersprechen  deshalb  der  Convergeuz  der  Reihe.  Es 
genügt,  das  (/;4-l)te  Glied  der  rechten  Seite  von  (2)  in  die 
Gestalt  zu  bringen 


(«,  ,_,ri.|.?...^- '(:-)' 
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und  die  im  vorigen  §  bei  dem  Ausdrucke  (8)  benutzten  ScblUsse 
zu  wiederholen.  Ein  negativer  Werth,  der  numerisch  grösser 
als  a  oder  auch  gleich  —  a  ist,  darf  der  Variable  x  nicht  bei- 
gelegt werden.  Die  Discussion  der  sämmtlichen  zulässigen 
reellen  Werthe  lehrt  also,  dass  die  logarithmische  Beihe  dann 
und  nur  dann  convergirt,  wenn  die  Variable  x  zwischen  den 
Grenzen  —  a  und  +  a  enthalten  ist,  die  erstere  ausgeschlossen 
und  die  zweite  eingeschlossen,  wie  auch  in  I,  §  120  ge- 
funden war. 

Es  möge  jetzt  eine  merkwürdige  Eigenschaft  der  durch 
das  Integral  (4)  gegebenen  Darstellung  der  logarithmischen 
Function  entwickelt  werden,  und  zwar  wird  hier  x  positiv  voraus- 
gesetzt. Theilt  man  die  Grösse  x  m  n  gleiche  Theile,  so  dass 
a?  =  n  (!  ist,  und  bildet  den  nach  §  19  zu  dem  Integral  gehören- 
den Summenausdruck,  dann  ergiebt  sich  eine  Reihe  von  Brüchen, 
deren  Zähler  derselbe  ist  und  deren  Nenner  eine  arithmetische 
Beihe  bilden;  so  entsteht  die  harmonische  Reihe 

(7)  -  +  ..  .-^+z-7ö-^  + 


u       a  +  (f      a4-2(f      "*       a  +  (n—l)(f 

Wir  machen  die  fernere  Annahme,  dass  d  nicht  grösser  als  a 
sei,  und  benutzen  die  Gleichung  (2),  in  welcher  x  positiv  und 
ebenfalls  nicht  grösser  als  «  angenommen  wird,  Itlr  i)=0  und 

|)=1.    Hier   ist  B^   positiv    und   kleiner  als   —>  Bg  negativ 

cc 

und  numerisch  kleiner  als  -~j>  woraus  die  Ungleichheiten 

iß 

log(a  4-  x)  —  loga  <  —  ) 
(8)  {  "        .  ., 


log(a  +  a;)  — log«:^   ^^       .    , 


a:        \  x^ 
ä  ""  2  ö^ 


folgen.  Dieselben  lassen  sich  auch  mit.Hülfe  eines  in  §  10  be- 
nutzten Princips  aus  dem  Umstände  ableiten,  dass  die  auf  ein- 
ander folgenden  Glieder  der  rechten  Seite  von  (2)  regelmässig 
abwechselnde  Vorzeichen  haben  und  numerisch  beständig  ab- 
nehmen. Setzt  man  in  (8)  statt  x  die  Grösse  d,  statt  a  nach 
einander  die  Grössen  a,  a  +  d,  . . .  a  -t-  (w  —  l)d,  die  vermöge  der 
über  d  gemachten  Annahme  von  der  ersten  ab  sämmtlich  grösser 
als  d  sind,  so  entstehen  die  Ungleichheiten 
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(9) 


log  (a  +  d)—  log  a 


a 


log(a  +  2d)  —  log  (a  +  d)  <  --  . 

a  'T  o 


log(a  +  nd)  —  log  (a  +  (n  —  1)  d) 


und 


a+(n  —  l)S 


(9*)< 


log(a  +  (J)  —  loga> 


\ogia  +  2d)  —  log{a  +  d): 


a        2   a* 

<r       1 


d» 


«  +  *       2   (a  +  *)* 


log(a+«<J)-log(a+(«-l)(J)>^^^^-l^— ^^^-^^^^ 


(10) 


aus  denen  man  respective  durch  Addition  die  Ungleichheiten 

i 


J,og(a+ncJ)-loga<J^^-^A_ 


ffl=:il 


cT« 


l0g(cf  +  nd)  — log«>  ^   -— — Tv^"     o    ^    i     ^f  ^\A\^ 

m  =  i«4-(m  — l)d       2  ,«  =  i(a -f-(m  — l)d)' 

erhält.  Da  die  linke  Seite  den  Werth  des  Integrals  (4)  aus- 
drückt, so  dienen  dieselben  dazu,  den  Werth  von  (4)  mit  der  zu- 
gehörigen Summe  (7)  zu  vergleichen,  und  begründen  die  Aus- 
sage, dass  die  Summe  (7),  um  den  Werth  des  Integrals  ver- 
mindert, eine  Differenz  liefert,  die  positiv  und  gleichzeitig  kleiner 
als  die  Summe 


I    IN  =  n 


rf' 


^^^^  2™-^i(«  +  (m— l)rf)« 

ist.    Bei  der  geometrischen  Interpretation  des  §  7,  nach  welcher 

y  =  .    die  Gleichung  einer  Hyperbel  bildet,  drückt  diese  Difife- 

rcnz  das  FlächenstUck  aus,  um  welches  das  durch  den  Summen- 
ausdruck (7)  gemessene  Aggregat  von  Rechtecken  den  von  der 
Abscissenaxe,  der  ersten  und  letzten  Ordinate  und  der  Hyperbel 
begrenzten  Flächenraum  übertrifft. 

Man  vergrc>ssert  ein  einzelnes  Glied  der  Summe  (11),  in- 
dem man  in  dem  Nenner  (a-\-{m~\)dY  statt  des  einen  der 
beiden   gleichen  Factoren  den  um  d  kleineren  für  m^X  eben- 


§  31.  Harmonische  Reihe.  167 

falls   positiven   Factor  a-f(w  — 2)<J  setzt;   wegen   des  Werthes 
m=l  wird  hier  a>d  angenommen.    Es  ist  aber 

a2)  * -^^ ?— . 

^^    (a+(m— 2)(r)(a  +  (m  — l)d)       a  +  (m  — 2)*      a+(tii— 1)* 

Nun  heben  sich,   falls  von  m=l  bis  m=w  summirt  wird,   die 
Bestandtheile  der  einzelnen  Differenzen   auf  der  rechten  Seite 

so  ffCffen  einander  auf,  dass  die  Differenz  — -7. —; -r-i 

°°  '  « —  oa  +  (n— 1)0 

übrig  bleibt,  und  es  kommt 

"=«  S  11 

^^^^     «-?i(a  +  (m  — 2)(r)(a4-(m-l)(r)'^^r^""ä  +  (w— l)d* 
Somit  gilt  die  Ungleichheit 

Dieselbe  lehrt,  dass,  wenn  statt  a  ein  Werth  ß  gesetzt  wird,  fUr 

welchen  der  Quotient  y  hinreichend  gross  ist,  die  betreffende 

Summe 

(15)  ^  Z 


2  ,^i(/J+(r-l)rf)« 
kleiner  als  ^Tä — >x»  folglich  auch  bei  einer  ohne  Ende  wachsen- 

*  

den  Zahl  r  beliebig  klein  ausfällt.  Hieraus  folgt  erstens,  dass 
die  auf  der  linken  Seite  von  (14)  befindliche  Summe  bei  unend- 
licher Ausdehnung  convorgirt,  da  bei  der  Bestimmung  ß=a-\-nd 
die  Gleichung 


besteht,  und  ^^=^ci'\-nd  durch  eine  passende  Wahl  von  n  belie- 
big gross  gemacht  werden  kann,  mithin  die  bis  m=^n-\-r  aus- 
gedehnte von  der  bis  m^=^n  ausgedehnten  Summe  um  eine 
beliebig  kleine  Grösse  abweicht.  Zweitens  aber  folgt  in  der- 
selben Weise,  dass  sich  die  erwähnte  Differenz 

(17)  "z  --rüT-TVx-  Oög(«  +  ncJ)  -  log«) 

bei  einer  über  jedes  Mass  zunehmenden  Zahl  n  ebenfalls  einem 
festen  Grenzwerth  nähert  Denn  wenn  die  Summation,  wie 
vorhin,  zuerst  von  m=l  bis  zu  einem  gewissen  Werthe  n,  dann 
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aber  weiter  von  n-f  1  bis  zu  einem  Werthe  n  +  r  ausgedehnt 
wird,  so  kommt  zu  (17)  ein  Ausdruok  hinzu,  der  für  ß=a+nd 
die  Gestalt 

annimmt,  folglich  positiv  und  kleiner  als  die  Summe  (15),  also 
auch  kleiner  als  die  Grösse  ,^  __  ^.  ist,  und  deshalb  für  eine  ge- 
nügend grosse  Zahl  n  beliebig  klein  wird.  Somit  ist  die  That- 
sacJie  bewiesen,    dass   sowohl  der  Werth   des  Integrals 

=  log(a4-nd) — loga 

wie  auch  der  Summe  (7)  für  eine  unhegrenst  wachsende  ZaJd  n 
über  jedes  Mass  hinauswächst^  dagegen  die  in  (17)  gebildete Diffe^ 

rene  der   beiden  Werthe  gegen  einen  f^ten  von  -r  abhängenden 

Grenewerth  convergirt.  Es  möge  derselbe  mit  i/;  1  ^  J  bezeichnet 
werden,  so  dass 

ist.  Die  auf  diese  Weise  definirte  Function  ipie)  hängt  mit  der 
Function  *F(j&),  welche  Gauss  in  den  disquisitiones  generales  circa 

seriem  infinitam  1  +  -/     x  +  . . .  untersucht  und  berechnet  hat 

1  .y 

durch  die  Gleichung  — 'F(;?  — l)=i/'(^)  — logje^  zusammen.  Für 
d=l,  a=l  wird  die  harmonische  Reihe  (7)  zu  der  Summe  der 
in  die  Einheit  dividirten  natürlichen  Zahlen,  von  welcher  in  I, 
§  105  gezeigt  worden  ist,  dass  ihr  Werth  bei  unendlicher  Aus- 
dehnung über  jedes  Mass  wächst.    Die  entsprechende  Grösse 

(17b)  lim  .  (T  ^  -  log  (n  + 1))  =  i/;  (1) 

heist  die  Mascheronische  Constante  und  hat,  auf  18  Decimalstel- 
len  berechnet,  den  Werth 

tp  (1)  =  0,577215664901532861. 
Unter  der  gleichen  Annahme  (!  =  1,  a  =  l  geht  die  Reihe  (14) 
in  die  Summe  der  in  die  Einheit  dividirten  Quadrate  der  natür- 
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liehen  Zahlen  über,  eine  Sumnfic,  deren  Convergeijz  aus  dem  in 
I,  §  111  bewiesenen  allgemeineren  Satze  folgt,  dass  die  Summe 

1  1  1 


I  1     1    /T  •"     '        1  -l_  «•  '  •    •      • 


^,+.  ^t  +  .  ^,+. 


für  jeden   über   der  Einheit  liegenden  Exponenten   1  +  a  con- 


vergirt. 
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metrischen Functionen  Sinns  und  Oosinns. 

Sowohl  die  Exponentialfunction  e  wie  auch  die  trigono- 
metrischen Functionen  sin  x  und  cos  x  haben  fUr  jeden  negativen 
oder  positiven  Werth  von  x  mit  Einschluss  ihrer  sämmtlichen 
Differentialquotienten  die  Eigenschaft,  eindeutig,  endlich  und 
stetig  zu  sein.  Man  kann  daher  bei  der  Entwickelnng  von 
jeder  dieser  Functionen  durch  den  in  §  28  angegebenen  Mac 
Lawnw'schen  Satz  der  Variable  x  einen  beliebigen  Werth  bei- 
legen. Die  Exponentialfunction  c  hat  lauter  Differentialquo- 
tienten, die  ihr  selbst  gleich  sind  und  deshalb  fllr  ;t;=0  in  die 
positive  Einheit  tibergehen.    Durch  die  Substitution  der  Func- 

tion  f{x)=e    in  (3)  und  (4)  des  §  28  folgt  demnach  die  für 
jeden  Werth  von  x  geltende  Bestimmung 


0) 


/=i-..-t-f4-..+^-.ij,,. 


er 

e  p+1 


p^  '  2.3...(i)  +  l) 


Man  sieht  leicht  ein,  dass  der  Restausdruck  iZ^^j  für  wachsende 
Werthe  der  Zahl  p  stets  beliebig  klein  werden  muss.    Der  mit 

dem  positiven  echten  Bruche  Ö  gebildete  Factor  e  '  kann  für 
einen  beliebig  gewählten  bestimmten  Werth  von  x  niemals  Aber 
eine   feste  Grösse   hinausgehen.    Der  andere  Factor   ist  aber 

XX  X 

gleich  dem  Product--... — — -  >  welches    schliesslich    immer 

1  2       p  + 1 

gegen  die  Null  convergirt.  Denn  man  kann  für  jeden  ge- 
gebenen Werth    von  x  eine  ganze  Zahl  p   bezeichnen,   welche 
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X  absolat  genommen,  flbertrifit,  nnd  hierauf  fttr  einen  über  p 
liegenden  Werth  der  Zahl  p  das  Prodaet 

XX  X       fx   X        x\(     XX  ^     \ 

f '2 '■*!)+  l'"\Ty*"p/\P  +  Ip  +  2"p~+T/ 

als  ein  Produet  von  zwei  Prodacten  auffassen,  deren  erstes  p 
Factoren  enthält  und  bei  zunehmendem  p  ungeändert  bleibt, 
deren  zweites  aber  aus  p  — p  +1  Factoren  besteht,  die  numerisch 

unter  der  Grösse  —  liegen,  welches  deshalb  numerisch  kleiner 

ist  als  die  (p— p+l)te  Potenz  des  echten  Bruches     »  mithin 

fttr  einen  angemessenen  Werth  von  p  unter  jeden  noch  so 
kleinen  numerischen  Werth   herabsinkt.    Aus   diesem  Grunde 

convergirt  die  für  die  Exponentialftmction  e  erhaltene  Ent- 
Wickelung,  welche  bei  unendlicher  Ausdehnung  gleich  der  in 
I,  §  112  u.  ff.  behandelten  Exponentidlr^he  ist,  fttr  jeden  be- 
liebigen reellen  Werth  der  Variable  x. 

Die  aufeinander  folgenden  Differentialquotienten  der  Func- 
tionen sina:  und  cosa;  werden  nach  (7),  (8),  (9)  und  (10)  des  § 
16  folgendemiassen  ausgedrückt 

/^x      dBinx  a  Binar  .         a  sin^ 

(2)     --  —  =  cosa:,        ^— =  — sma;, jr~  =  —C0BX, 

a  Bin  ar  .         d        bmüx      a  am  x 

——-  =  sin  X,  —--ifiT-  =  '     r    > 
dx  dx  dx 

,o\      dcoBX  .         a  coBX  d  cobx 

iß)     — ,—  =  —  Sin  X.         w-  =  —  cos  x^     "-^—  =  sm  x, 

d^  dx  dx 

d    GOBX  d  QOBX         d    COBX 

—  7 —  =  cos  a;, 4^+r~  "^  ~    ^^ —  • 

dx  dx  dx 

Für  den  Werth  a;=0  verschwindet  sina;  sammt  allen  Differen- 
tialquotienten gerader  Ordnung,  während  die  Differentialquo- 
tienten ungerader  Ordnung  abwechselnd  der  positiven  und 
negativen  Einheit  gleich  werden.  Für  denselben  Werth  von  x 
werden  dagegen  cosa;  und  seine  Differentialquotienten  gerader 
Ordnung  abwechselnd  gleich  der  positiven  oder  negativen 
Einheit,  während  alle  Differeutialquotienten  ungerader  Ordnung 
verschwinden.    Wenn  mau  daher  in  (3)  und  (4)  des  §  28  statt 
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p  das  Vierfache  einer  Zahl  q  setzt,  für  x  einen  beliebigen 
Werth  wählt,  und  zuerst  f(a?)  =  8ina;,  dann  f{x)=GOSX  nimmt, 
so  entstehen  die  Gleichungen 


(4) 


S  49—1 


(5) 


2  49 

cos  iF  =1  - -|- +  •••  + ^nr-7o  +  ^4,+i. 


2. 3... (4g) 


^*«+i 


-~y     2.3...(4ff)^^     '^    **'-      2.3...(4g+l)^ 

0 

Sowohl  der  Restansdrnck  der  ersten  Entwickelung 

cos  (0  x)  49+1 

«.8...(4g  +  l)  ^ 

wie  der  der  zweiten  Entwickelung  -7nr--rr — -7\  ^^^     haben 

^  2.3...(4g  +  l) 

die  Eigenschaft,   stets   beliebig   klein   zu   werden,   sobald  die 

Zahl   q    ohne  Ende   wächst,   da   die  mit  den  positiven  echten 

Brüchen   H  gebildeten   Factoren   cosf^rr  und  sin  6^0;  numerisch 

niemals    die    Einheit    tibertreffen,    und    da    sich    der   Factor 

49+1 
-r-z — j- — -—Tv  >  wie  vorhin  gezeigt  worden,  für  jeden  bestimmten 

A  mO,  m,\A  q    "T"    1  J 

Werth  von  x  bei  wachsendem  q  beliebig  der  Null  nähert.  Wir 
schliessen  also  wieder  ans  dem  Verhalten  der  Restausdrflcke, 
dass  die  für  die  Functionen  cos  x  und  sin  x  aus  (4)  und  (5) 
hervorgehenden  unendlichen  Reihen  bei  jedem  reellen  Werth 
der  Variable  x  convergiren.  Dieselben  Reihen  sind  in  I,  §  115 
erörtert 


I  83.    'BMhm  für  die  Fnnotioii  Arons  tan^entüi.  Differentiation 

▼on  algebraieohen  rationalen  ans  einer  reellen  Variable  nnd 

ans  oomplexen  constanten  OrOeeen  gebildeten  Functionen« 

In  §  16  ist  bemerkt  worden,  dass,  weil  die  ersten  nach 
dem  Argument  genommenen  Differentialquotienten  der  inversen 
trigonometrischen  Functionen   gleich   algebraischen  Functionen 

UpMbite,  Analyaia  n.  11 
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des  Argaments  sind,  die  sämmtlichen  höheren  Differentialquo- 
tienten von  allen  vier  Functionen  ebenfalls  gleich  algebraischen 
Functionen,  dass  ferner  die  sämmtlichen  Differentialquotienten 
der  Functionen  Arcus  tangentis  und  Arcus  cotangentis  gleich 
algebraischen  rationalen  Functionen  des  Arguments  werden. 
Wir  kommen  nun  zu  der  Bildung  der  successiven  Differential- 
quotienten der  Function  Arcus  tangentis,  schlagen  aber  einen 
Weg  ein,  der  später  zu  viel  umfassenderen  Ergebnissen  führen 
wird. 

Der  Differentialquotient   von   arctga:  hat   nach  §14   den 
Ausdruck 

dessen  Nenner  gleich  der  Summe  der  Quadrate  von  der  reellen 
Grösse  x  und  der  Einheit  ist.  Wenn  man  nun  von  der  in  I,  §  26 
u.  f.  begründeten  Rechnung  mit  reellen  und  imaginären  oder 
complexen  Grössen  Gebrauch  macht  und  wie  dort  die  imaginäre 

Einheit  1^—1  mit  i  bezeichnet,  so  kann  die  Summe  der  Qua- 
drate a;*+  1  in  ein  Product  von  zwei  Factoren  zerlegt  werden 

(2)  a;»  +  l  =  (a;-0(a;+i), 

zugleich  erzeugt  die  Division  der  Einheit  durch  die  complexe 
Grösse  x  ^  i  den  Bruch 

(3)  ^  =  4^  =  -rr^-v-+       *■ 


a?— /        ä'  +  1        x^  +  l         Ä»+l 

d  Are  tff  V 

Demzufolge  ist  der  Differentialquotient  — v      '  gleich  dem  von 
dem  Factor  %  befreiten    imaginären  Theile  des  Bruches 


Dieser  Umstand  erlaubt  das  Bildungsgesetz  für  die  successiven 
Differentialquotienten  der  Function  arctga;  in  sehr  einfacher 
Gestalt  anzugeben,  wofern  die  Operation  des  Differentiirens  in 
der  folgenden  Weise  auf  den  reellen  und  imaginären  Theil  von 
algebraischen  rationalen  Functionen  ausgedehnt  wird,  welche 
aus  einer  reellen  Variable  x  und  aus  Grössen  zusammengesetzt 
sind,  die  einen  constanten  reellen  und  imaginären  Theil  haben. 
Es  bedeute /"(a:)  einen  Ausdruck,  der  aus  der  reellen  Va- 
riable X  und  den  in  beliebiger  aber  beschränkter  Anzahl  gege- 
benen Grössen  a-f  tft,  a,  -h  t-Ä,, . . .  durch  Addition,  Subtraction, 
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Mnitiplication  und  Division  dargestellt  ist;  die  reellen  Grössen 
a,  a,, . .  und  b,  6,, . .  haben  unveränderliche  Werthe,  die  Verbin- 
dungen a  +  iby  a, +i&,,..  werden  constante  complexe  Grössen 
genannt.  Nachdem  in  f{x)  der  reelle  und  imaginäre  Theil  ge- 
trennt sind,  habe  man 

(4)  f{!c)  =  g>(x)  +  ix{x); 

dann  soU  diejenige  complexe  Grösse,  deren  reeller  Theil  gleicli 
dem  nach  x  genommenen  Differentialquotieftten  von  (f{x)  und  deren 
imaginärer  Theil  gleich  dem  mit  %  muliiplicirten  nach  x  genom- 
menen Differentialquotienten  von  x{x)  ist,  der  in  Beeug  auf  die 
Variable  x  genommene  Differentialquotient  der  Function  f  (x) 
heissen.    Diese  Definition  lautet  in  Zeichen 

(5)  dHpc)_  _  d(f{x)  _^  ^  dx{xl  ^ 

dx  dx  dx 

Setzt   man   statt  f{x)  eine   beliebige   complexe  constante 

flu. 

Grösse   a  +  ib,   so   hat   nach   (3)  in    §  6   sowohl   -^  wie  auch 

ux 

-z—  den  Werth  Null ,   folglich   auch   das  Aggregat  —  +  ♦  —  > 

und  es  entsteht  der  Satz: 

(I)  Der  nach  der  Variable  x  genommene  Differentialquotient 
einer  complexen  constanten  Grösse  ist  gleich  Null, 

Um  jede  algebraische  rationale  Function,  die  aus  der 
reellen  Variable  x  und  complexen  Constanten  gebildet  ist,  diffe- 
rentiiren  zu  können,  sind  die  Regeln  aufzusuchen,  nach  denen 
die  Differentialquotienten  für  die  Summe,  die  Differenz,  das 
Product  und  den  Quotienten  von  zwei  solchen  Functionen  gebildet 
werden,  falls  die  Diflferentialquotienten  von  jeder  derselben 
gegeben  sind.  Man  betrachtet  neben  der  obigen  Function  f{x) 
eine  von  gleicher  Beschaffenheit  g  {x\  welche  durch  Trennung 
des  reellen  und  imaginären  Theils  die  Gleichung 

(5)  ^(a:)  =  t/'(«)  -^i^^^x) 

liefert,  und  erhält  durch  Anwendung  der  vier  Grundoperationen 
der  Rechnung  nach  I,  §  26  und  §  27  die  Gleichungen 

(6)  f{x)  -¥g{x)  =  q>{x)  +  xp{x)  +  i{x{x)  +  io{x)y 

(7)  fix)  -  g{x)  =  q^{x)  -  i^^x)  +  i{x(x)  -  co{x)), 

(8)  f{x)g{x)  =  q> (x)  ifj{x)  —  x  (x)  to  (x)  +  i  ((jr (x)  w  (x)  +  x (x)  ip{x)), 
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Die  Ausführung  der  Differentiation  des  reellen  Theiles  und  des 
Factors  von  t  in  den  rechts  geschriebenen  Ausdrucken  giebt  die 
folgende  Bestimmung  der  Differentialquotienten  der  links  ste- 
henden Verbindungen 

QQx    d{f{x)-\-g{x))  ^dfp{x)   ^    d\lj{x)   ^    JdySx)  ^    dio{x)\^ 
^  dx  dx  dx  \    dx  dx     j' 

/ jj j   äJM—gix))  ^  difjx)  _  d\lj{x)_  ^  .  /  dx(x)  _  dw(x)\ 
dx  dx  dx  \    dx  dx     J^ 


(13) 


./du(x)     ,  .   .      .  .  dw(.r)   .    d/(x)  ,,.   ,      ,  .  dtf/(x)\ 
t(-^co(x)  +  <p(:c)    -^y  + -^  ,/.(*)  + x(x)  -^^-    ) 


% 


dx 
d  {g)(x)  tpix)  +/Xx)  ü)(x)) 

dx (y  0^0  ^ ('^)  + ;:  (^)  ^  (■^))  e?  ( v^ j^)  <K^) + fij(>r) tuC x)) 

d  (q{x)  (i)(x)—yXx)  V<.r)) 

rfa-  (</'(.'c)w(ä)— /(.r)V/(ar))  d(tp(. 


x)}tf(ä!)-\-(ti{x)(ü(x))  I 


\/j  (x)  iij(x)  ■h(jü(x)w  (x)      {y^(x)  yA^)  +  ^^(^)  ^G^))^ 

Man  kann  aber  die  erhaltenen  Ausdrücke  folgendermassen  zu- 
sammenfassen 

(15)    ^(/(^)~^(^))  _  dq\x)  ^  ^  d/Jx)  _  {d^i{x)_  ^  ^  dw{x)  \ ^ 
dx  dx  dx         \    dx  dx    ) 

dx 

und  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung 

xlt{x)  xf.){x)  +  io{x)  10  (x)  ={ilj(x)  +i(ü(x))  {iff{x)  —  i(o{x)) 
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(17)        -^^ 

{ifj{a!)  +  iwi«))  (v(a;)  —  ito (x)) 

dx 

(v^iW  +  iw {a:)y  {yj(x)  —iot (.r))^ 

Alsdann  lässt  sich  die  rechte  Seite  von  (14),  (15)  und  (16)  un- 
mittelbar durch  f{x)j  g{x)  und  deren  Differentialquotienten  dar- 
stellen Substituirt  man  ferner  auf  der  rechten  Seite  von  (17) 
statt  des  Differentialquotienten  des  Products 

(ip{x)  +tco(x))  (i//(a?) — i(i)(x)) 
den  nach  der  Vorschrift  (16)  gebildeten  Ausdruck 
(d\lj{x)  .    'd(xi(x)\,',  .       .    /  x\     /  .,  V     .    /  <\(dMx)      .dw(x)\ 

so  verwandelt  sie  sich  in  den  Ausdruck 

d(p(x)    .    ,dy(x)       r    /  \   ,    .   /  \\  f  dxpix)    .    ,  d(jü(x)\ 

(17'') ; j ^ Tj -^ 

\(j  (x)  -h  iw  (x)  [xp  (x)  -{-iw  (x)) 

der  ebenfalls  auf  die  angegebene  Art  darstellbar  ist.  Demnach 
gelten  die  vier  Gleichungen 

d{fix)  +  gix))^df(x)  ^  dg(x)^ 
dx  dx  dx 

d{f{x)-glx))_df{x)       dg{x) 


(18) 
(19) 


(20)  jte|(-)L  =  ^;^>,(.)  +  A-)^^: 


dx  dx 


(21)  -  _ 

dx  g{x)g{x) 

welche  beziehungsweise  mit  den  Gleichungen  (16),  (17),  (18) 
des  §  6  und  der  Gleichung  (8)  des  §  7  ttbereinstimmen  und 
deshalb  den  folgenden  Satz  begründen: 

(II)  Der  Differentialquotient  der  Summei  der  Differenz,  des 
Products  und  des  Quotienteti  von  zwei  algebraischen  rationalen 
Functioneny  die  aus  einer  reellen  Variable  x  und  eomplexen  con- 
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sfatUen  Grössen  gebildet  sind,  wird  in  Beeug  auf  die  Variable  x 
nach  den  gleichere  Regeln  abgeleitet,  die  für  das  Gebiet  der  reellen 
Grössen  bestehen. 

Aus  der  Verbindung  der  Sätze  (I)  und  (II)  ergiebt  sich 
die  Folgerung,  dass  der  DifferefUialquotient  einer  jeden  alge- 
braischen rationalen  aus  einer  reellen  Variable  z  und  complexen 
Constanten  Grössen  gebildeteti  Function  in  Bezug  auf  die  Variable 
X  ebetifalU  nach  den  für  das  Gebiet  der  reellen  Grössen  geltenden 
Regeln  erhalten  wird.  Betrachten  wir,  um  dies  allgemeine  Re- 
sultat durch  eine  besondere  Anwendung  deutlicher  zu  machen, 
das  A^regat  der  Variable  x  und   einer   complexen  Constante 

dx 
a  •¥  ib,  so  folgt  aus  (18),  da  -7-7=  1  und  nach  dem  Satze  (I) 

a  *f' 

^i.  -—- ii=r(j  igt,  die  Bestimmung 

(22)  'i(^/tJ^=l. 

dx 

Nun  zieht  die  wiederholte  Anwendung  von  (20),  wie  in  §  6  ans- 

geiUhrt  ist,  fUr  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  n  die  Gleichung 


'^f-=n{fi.)r^f:^ 


(23)         ä.    -'   ä. 

nach  sich,  und  auf  gleiche  Weise  ergiebt  (21)  für  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl  p  die  Gleichung 

(24^  %F  =-p(^ (^))"'"  -S?- • 

Wird  also  in  (23)  statt  f{x)  und  in  (24)  statt  g{x)  die  Ver- 
bindung a:+a+?7>  substituirt,  so  entsteht  ttlr  den  Differentialquo- 
tienten einer  beliebigen  positiven  oder  negativen  Potenz  der- 
selben der  Ausdruck 

(2o)  ^^ ;_- '-^  =  n(x  +  a-¥ib)     , 

aX 

(2b)  ''    — ^^- '--  =  -2;(x  +  a+tft)  '     . 

Nachdem  durch  (5)  der  in  Bezug  auf  x  genommene  Dif- 
ferentialq  uotient  einer  Function  /'(^)  =  qp(a;)  4-  ti/'(a;)  definirt  ist, 
kann  man,  wie  früher,  den  in  Bezug  auf  die  Variable  x  gebil- 
deten Differentialquotienten  dieses  Differentialquotienten  als  den 
zweiten  Differentialquotienten  der  Function  f((x)  bezeichnen,  und 
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80  fortfahrend  die  successiven  Diiferentialquotienten  der  Fiiuetion 
f(x)  definireD.  Für  den  Differentialquotienten  der  beliebig  hohen 
»ten  Ordnung  gilt  dann  die  Gleichung 

V-0  ,   n      — — 7-i —  +  *       ,   «-• 

dx  dx  dx 

Mit  Hülfe  der  Relation  (26)  lassen  sich  nun  die  auf  ein- 
ander folgenden  Differentialquotienten  eines  Bruches  — 
oder  (a;  +  a  +  i6)""^  leicht  angeben.  Man  findet 
(diix-k-a  +  ihy^) 


(28) 


dx 


=  —  (a;+a  +  iJ) 


—2 


dx  ' 


d  {{x  +a  + 1&)    )       /      1  xr  1    o        /     .        .   •/ \-'-i 

— ^^^ — -  =  { — 1)  1.2...r(a;4- a  +  i6) 

dx 

In  diesen  Gleichungen  ist  die  Beantwortung  der  Frage  enthal- 
ten, von  der  wir  ausgingen,  und  die  sich  auf  das  Bildungsgesetz 
der  auf  einander  folgenden  Differentialquotienten  des  von  dem 

Factor  i  befreiten  imaginären  Theiles  des  Quotienten  —  .  be- 

X  —  i 

zog.    Setzt  man  in  (27)  f{x)  =  — — :  ^  so  folgt  vermöge  der  in 
(3)  angegebenen  Zerlegung 

4--)   4^)    4^^ 

dx  dx  dx 

Andrerseits  hat  man  nach  (28),  indem  a  =  0,  J  =  —  1  ge- 
setzt wird. 


\x-ij  _ 


'^'  "  ,.   1.2...r 


(30)  — ^,--=(-1) 

dx  (X — t) 

Um  den  reellen  und  imaginären  Theil  dieses  Ausdrucks  zu 
trennen,  bemerke  man,  dass  da  x  reell  ist,  nach  einem  in 
I,  §  27  bewiesenen  Satze  der  conjugirte  Ausdruck  erhalten 
wird,  indem  ~i  durch  -\-i  ersetzt  wird,  dass  ferner  die  halbe 
Summe  von  zwei  conjugirten  complexen  Grössen  ihren  gemein- 
samen  reellen  Theil,   die  halbe  Differenz  derselben  den  imagi- 
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nären  Theil  der  als  Minuendus  geuommeneü  complexen  Grösse 
hervorbringt.  Demnach  entstehen  aus  (29)  und  (30)  die  beiden 
Gleichungen 


(31)        - 


(32) 


W+ V^  1  /(— 1)' 1.2.3. .r       (— l)'l.2.3..r\ 

^(^M^j ^  \_ a—  \)"l . 2.3..r _  (— l)''l.2.3..r\ 
d:,^  2t  V      (.r-tr^  (.r+t)'"''      / 


Die  letztere  giebt  flir  die  aufeinander  folgenden  Differen- 
tialquotienten der  Function  arctgrr,  da  der  ^te  Differential- 
quotient dieser  Function  gleich  dem  (p  — l)ten  Differential- 
quotienten des  ersten  Differentialquotienten  —^ri  ist,  die  ge- 
suchte  Bestimmung 

foo\  J^ctga?       ,     ^^p-i  1.2.3(jp  — 1)  /       1  1       \^ 

sie  soll  dazu  dienen,  die  Function /"(o?)  =  arctga;  in  die  Glei- 
chungen (3)  und  (4)  des  §  28  einzuführen.  Die  Function  arctg  x, 

welche   Mrie  in  §  14   von   den  Grenzen  — ^   und  +  —  einge- 

schlössen  wird,  verschwindet  ftlr  x=0,  desgleichen  verschwin- 
den  mit  X  zusammen  alle   ihre  Differentialquotienten  gerader 

Ordnung,   weil   ilir   eine   gerade  Zahl  p  der  Werth  ( — if  dem 

Werthe  {if  gleich  ist.  Dagegen  kommt  für  eine  ungerade  Zahl|> 

SO  dass  der  Differentialquotient  der  ungeraden  ^ten  Ordnung 
iür  a;=0  gleich  dem  Ausdrucke 

(-1)  '  1.2.3...(/>-l) 

wird.  Mithin  gelangt  man  durch  die  angegebene  Substitution, 
indem  p  gleich  dem  um  die  Einheit  verminderten  Doppelten 
einer  Zahl  q  genommen  wird,  zu  der  Gleichung 
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3  Ij— 1 

arctga;=  f"  "  ^  +  •  •  •  +  (—1)'"'  ^ZIi  +  ^n+v 


(34) 


^■'"^^  -Jh{-^^Z^  -  (,  +  lf-^O  ^''■"'^" 


dt 


o 


_     1       \  ( 1 1 ^\  ««+1 

(2  3  + 1)  2 i  \e^_  ifi*^      (Ö.T+if  ^' )  *       ' 
wo  B  wieder  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet. 

In  Folge  einer  in  §  31  bei  dem  allgemeinen  Gliede  der  lo- 
garithmischen Reihe  gemachten  Bemerkung  würde  auch  das  all- 

gemeine  Glied  der  vorliegenden  -^^ — ^  _J für  eine  hinrei- 
chend grosse  Zahl  q  numerisch  beliebig  gross  werden,  wenn 
man  der  Grösse  x  einen  die  Einheit  übersteigenden  numerischen 
Werth  beilegte.  Für  die  Convergenz  der  unendlichen  Reihe, 
welche  als  die  eur  Darstellung  der  Function  Arctis  tangentis  be- 
stimmte Reihe  in  (I),  §  120  vorkommt,  sind  demnach  nur  solche 
Werthe  von  x  zu  betrachten,  die  numerisch  unter  der  Einheit 
liegen  oder  sie  höchstens  erreichen,  und  bei  solchen  lässt  sich 
leicht  nachweisen,  dass  der  Restausdruck  Äj^+i  ™^*  wachsender 
Zahl  q  einen  beliebig  kleinen  Werth  annimmt. 

Für  jede  complexe  Grösse  g+ih  ist  offenbar  sowohl  der 
absolute  Werth  von  g  wie   auch   der  von  h  niemals  grösser  als 

der  absolute  Betrag  ^g*  +  h*.     Setzt  man 

(35)  ^T-W  =  ^  -^  *■*' 

(6x — i) 

80  wird  nach  einem  vorhin  angewendeten  Schlüsse,  weil  6x 
eine  reelle  Grösse  bezeichnet, 

mithin  ist  der  absolute  Werth  von  h  keinenfalls  grösser  als  der 

absolute  Betrag  der  complexen  Grösse  3— j-     Weil    nun 

{(ix  —  i) 

nach  einem  in  I,  §  27  bewiesenen  Satze  die  Norm  des  Products 

von  zwei  complexen  Grössen  gleich   dem  Product  der  Normen 

der    beiden  Factoren,    folglich    die    Norm    des    Products    von 
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mehreren  complexen  Grössen  gleich  dem  Produet  der  Normen 
der  sämmtlichen  Factoren,  und  deshalb  auch  der  absolute  Be- 
trag eines  Products  von  mehreren  ex>mplexen  Grössen  gleich 
dem  Produet  der  absoluten  Beträge  der  sämmtlichen  Factoren  ist, 

so  wird  der  absolute  Betrag  der  complexen  Grösse  ktt. 

1 


erhalten,  indem  man  den  absoluten  Betrag  des  Bruches 


(9a?--t 


das  heisst  den  Werth  -;r--_i^:=i_-,  auf  die  (2a  +  l)te  Potenz  er- 

hebt.  Der  absolute  Werth  des  Kestausdrucks  R^^i  übertrifft 
daher  unter  keinen  Umständen,  wenn  ±x  den  absoluten  Werth 
der  Variable  x  andeutet,  den  Werth 


Grösse  -,   ~   ^  ^-  und  folglich  auch  ihre  (25  +  l)te  Potenz  im 


Da  ±.r  höchstens  gleich  der  Einheit  sein  darf,  so  erreicht  die 

l'ö^'^M- 1 
äussersten  Falle  nur  die  Einheit;  darum  nähert  sich  der  Werth 

(86)  bei   einer  wachsenden  Zahl  q  vermöge   des  Factors  ^ 

nothwendig  der  Null.  Es  muss  sich  aber  der  Restausdruck  ^2^+1 
ebenso  verhalten;  die  in  (34)  für  die  Function  arctg  x  aufge- 
stellte Reihe  convergirt  also  bei  unendlicher  Ausdehnung,  wofern 
die  Grösse  x  numerisch  kleiner  als  die  Einheit  oder  derselben 
gleich  ist. 

Hiermit  haben  wir  die  Grundfunctionen  der  Analysis  für 
reelle  Werthe  des  Arguments  durch  den  Taylor  sehen  und  Mac 
iawnVschen  Satz  in  Potenzreihen  entwickelt,  und  die  Bedin- 
gungen der  Convergcnz  aus  den  bezüglichen  Restausdrücken 
abgeleitet. 
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Capitel  IV. 

Anwendungen  der  nach  den  Potenzen  einer  yariabeln 
Grosse  fortschreitenden  Beilien. 

i  34.    Bestimmnng  der  grOsten  und  kleinsten  Werthe  von 

Functionen  einer  variablen  OrOsse. 

Wie  die  Tangentenproblerae  gehören  die  Probleme  de  maxir 
mis  et  minimis  oder  die  Fragen  nach  den  Rösten  und  kleinsten 
Werthen,  welche  Grössen,  die  von  veränderlichen  Grössen  ab- 
hängen, annehmen  können,  zu  den  Aufgaben,  durch  deren 
besondere  Schwierigkeiten  die  Entdeckung  der  Infinitesimal- 
rechnung herbeigeführt  ist.  Schon  frUher  hatte  Fermat  in  der 
Arbeit  methodus  ad  disquircndam  maximam  et  minitnam  eine 
Vorschrift  zur  Lösung  der  hier  bezeichneten  Aufgaben  mitge- 
theilt,  und  die  Construction  der  Tangenten  an  gegebene  Curven 
darauf  zurückgeführt.  Auch  Leibnitz  erwähnt  beide  Gattungen 
von  Aufgaben  in  der  Abhandlung,  durch  die  er  in  den 
Leipziger  actis  eruditorum  von  1684  die  Grundzüge  der  Infini- 
tesimalrechnung publicirte,  und  die  den  Titel  flihrt:  Nova 
methodus  pro  maximis  et  minimis  itemque  tangentibus,  quae  nee 
fractas  nee  irrationales  guantitates  moratur^  et  singulare  pro  Ulis 
calcidi  genus.  Die  Behandlung  der  Probleme  de  maximis  et 
minimis  gründet  sich  darauf,  dass  man  von  der  Entwickelung  einer 
Function,  die  nach  den  Potenzen  einer  passend  gewählten 
Grösse  geordnet  ist,  eine  gewisse  Anzahl  der  ersten  Glieder 
benutzt,  und  enthält  ein  Vorbild  flir  die  übrigen  demnächst 
mitzutheilenden  Anwendungen  der  Potenzreihen. 

Bei  der  Untersuchung  der  Maxima  und  Minima  einer 
Function  f(x)  wird  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  für  ein  gewisses 
Intervall  der  Variable  x,  das  sich  wieder  von  a  bis  b  erstrecken 
möge,  eindeutig,  endlich  und  stetig  sei.  Es  bezeichne  c  einen 
bestimmten  Werth  von  Xj  h  eine  positive  oder  negative  ver- 
änderliche Grösse,  die  an  die  Bedingung  geknüpft  ist,  dass 
das  Aggregat  c  +  h  zwischen  zwei  Grössen  a  und  ß,  die  inner- 
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halb  des  von  a  bis  b  ausgedehnten  Intervalls  liegen,  einge- 
schlossen sei.  Man  sagt  nun,  dass  die  Function  f(x)  lür  den 
Werth  x=c  einen  grösten  Wcrth  oder  ein  Maximum  habe,  wenn 
der  Functlonswerth  f{c)  algebraisch  grösser  ist  als  jeder  andere 
Functionswerth  f{c  -f  ä),  und  dass  die  Function  f(x)  für  den 
Werth  x=^c  einen  kleinsten  Werth  oder  ein  Minimum  habe, 
wenn  der  Functionswerth  f{c)  algebraisch  kleiner  ist  als  jeder 
andere  Functionswerth  fic  +  Ä).  Es  wird  also  der  Func- 
tionswerth f{c)  immer  nur  mit  den  Nachbarwerthen  f(c  4-  h)  ver- 
glichen, für  welche  ci^-C-hh<,ß  ist,  und  wo  die  Grösse  des 
Intervalls  ß  —  er  je  nach  den  Umständen  bedeutender  oder 
geringer  ausfallen  -kann.  Demnach  ist  es  möglich,  dass  die 
Function  f(x)  innerhalb  des  ganzen  von  a  bis  b  reichenden 
Intervalls  fllr  verschiedene  Werthe  von  x  verschiedene  Maxima 
und  Minima  annimmt. 

Es  lässt  sich  die  angegebene  Definition  auch  so  aus- 
drücken, dass  die  Function  f(x)  für  x=c  zu  einem  Maximum 
wird,  sobald  die  Differenz  f{c-\'h)—f{c)  für  jeden  von  Null 
verschiedenen  innerhalb  der  Grenzen  a  —  c  und  ß — c  liegenden 
Werth  von  h  negativ  ist,  und  dass  die  Function  f{x)  für  x=c 
zu  einem  Minimum  wird,  sobald  die  bezeichnete  Differenz  für 
jeden  von  Null  verschiedenen  innerhalb  der  Grenzen  a — c  und 
ß  —  c  liegenden  Werth  von  h  positiv  ist.  Um  die  Bedingungen 
zu  erkennen,  unter  denen  das  eine  oder  andere  geschieht,  werde 
für  den  betreffenden  Werth  c  die  Function  f{c  +  A)  in  eine  nach 
den  Potenzen  der  Grösse  h  fortschreitende  Reihe  entwickelt,  und 
diese  nach  dem  in  h  multiplicirten  Gliede  durch  den  entspre- 
chenden Restausdruck  ergänzt.  Hierzu  dient  der  in  der  Glei- 
chung (17)  des  §  27  enthaltene  Taylor' sehe  Säte;  die  bei  der 
Function  f{x)  erforderlichen  Voraussetzungen  sind  in  demsel- 
ben §  angeführt.  Sie  bestehen  zunächst  darin,  dass  die  in 
der  Entwickelung  auftretenden  Differentialquotienten  f'(x)  und 
f'*{x)  innerhalb  des  bezüglichen  Intervalls  eindeutig,  endlich 
und  stetig  sein  müssen.  Dann  findet  man  für  die  Differenz 
f(c  +  h) — f{c)  die  folgende  mit  einem  positiven  echten  Bruche  6 
gebildete  Darstellung 

(1)        f{c  -f  h)-f{c)=r  (c)h  + '"'  ^'-^^h\ 
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Aus  derselben  ist  leicht  zu  folgern,  dass  die  Function  f{x) 
für  x=^c  weder  einen  grösten  noch  einen  kleinsten  Werth 
besitzt,  sobald  der  erste  DifiFerentialquotient  f(c)  einen  von  Null 
verschiedenen  Werth  hat.  Durch  Herausziehen  des  Factors  h 
bekommt  die  rechte  Seite  von  (1)  die  Gestalt 

(2)  (r(c)  +  Ar(c+f?Ä))Ä; 

man  kann  nun  der  Grösse  h  solche  Grenzen  a  —  c  und  ß — c 
vorschreiben,  dass  für  jeden  innerhalb  derselben  liegenden  Werth 
das  in  der  Klammer  befindliche  Aggregat  stets  dasselbe  Vor- 
zeichen wie  die  von  Null  verschiedene  Grösse  f{c)  behält. 
Wegen  der  Voraussetzungen,  die  ftlr  den  Gebrauch  des  Taylor- 
schen  Satzes  nothwendig  sind,  darf  die  Grösse  h  von  vorne 
herein  nur  einen  solchen  Spielraum  erhalten,  dass  der  zweite 
DifiFerentialquotient  f"(c-^ßh)  bei  jedem  Werthe  des  positiven 
echten  Bruches  ß  einen  endlichen  Werth  hat,  das  heisst  nume- 
risch kleiner  bleibt,  als  eine  gewisse  feste  Grösse  Je.  Wofern 
nun  die  der  Grösse  7*  zu  steckenden  Grenzen  a — c  und  ß  —  c 

f'ic) 
numerisch  kleiner  gewählt  werden  als  der  Bruch  --)r^  »^  muss 

der  Ausdruck 

stets  positiv  sein,  folglich  das  in  der  Klammer  von  (2)  befind- 
liche Aggregat  das  Vorzeichen  des  Factors  f*(c)  haben.  Legt 
man  alsdann  der  Grösse  h  innerhalb  der  festgesetzten  Grenzen 
zuerst  einen  negativen,  dann  einen  positiven  Werth  bei,  so  wird 
der  in  (2)  angegebene  Werth  der  Differenz  fic-hhj  —  fic)  im 
ersten  Falle  das  mit  f  (c)  übereinstimmende,  im  zweiten  Falle 
das  entgegengesetzte  Vorzeichen  annehmen;  die  Differenz  ist 
also  fähig,  nach  Belieben  das  positive  oder  das  negative  Vor- 
zeichen zu  erhalten,  und  das  verträgt  sich  weder  mit  der  Natur 
des  Maximums  noch  mit  der  des  Minimums,  indem  die  Differenz 
bei  dem  erstem  immer  negativ,  bei  dem  zweiten  immer  positiv 
sein  mttsste. 

Wenn  also  die  Function  f{x)  für  x  =  c  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  haben  soll,  so  muss  der  erste  Differentialquotient 
derselben  f  (x)  für  den  bezüglichen  Werth  verschwinden.  Hier- 
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durch  fällt  auf  der  rechten  Seite  von  (1)  das  in  h  multiplicirte 
Glied  fort,  und  es  entsteht  die  Gleichung 


(4) 


f{c  +  h)-f{c)  =  f^-±^h'. 


Dieselbe  erlaubt  über  das  Vorhandensein  eines  Maximums  oder 
eines  Minimums  zu  entscheiden,  wofern  der  zweite  DiflFerential- 
quotient  /*"  (x)  bei  x  =  c  einen  von  Null  verschiedenen  Werth 
erhält.  Für  die  Function  /*''  (x)  gilt  die  Voraussetzung  der 
Stetigkeit,  das  heisst,  für  je  zwei  innerhalb  des  benutzten 
Intervalls  befindliche  Werthe  x  und  x  +  l;  ist  die  Differenz 
f(x-h^) — f{x)  bei  einem  numerisch  hinreichend  kleinen  Werthe 
von  5  kleiner  als  eine  noch  so  kleine  gegebene  Grösse.  Sobald 
daher  f'*{c)  nicht  gleich  Null  ist,  kann  der  numerische  Werth 
der  Grösse  h  in  solchem  Masse  eingeschränkt  werden,  dass  die 
Differenz  f"  {c  +  ßh)  —  f"{c)  zwischen  zwei  Grössen  p  und  g, 
die  numerisch  kleiner  als  der  Werth  f"{c)  selbst  sind,  ent- 
halten bleibt;  dann  muss  /*"(c  +  öä)  einen  von  Null  verschie- 
denen Werth  haben,  dessen  Vorzeichen  mit  f"  (c)  übereinstimmt. 
Aus  den  Ungleichheiten 

folgen  nämlich  durch  Addition  von  /*"  (c)  die  Ungleichheiten 

p  +  r  (c)<r  ic  +  eh)<q+r  (c), 

wo  die  Grössen  p  +  f"  (c)  und  q  +  f"  (c)  nach  der  getroffenen 
Voraussetzung  dasselbe  Vorzeichen  wie  f"  (c)  haben  und  noth- 
wendig  von  Null  differiren.  Es  wird  demnach  festgesetzt,  dass 
die  Grösse  h  innerhalb  solcher  Grössen  a — c  und  ß — c  liegen 
soll,  für  welche  f"  (c  +  6  h)  das  Vorzeichen  von  /*"  (c)   festhält 

Da  die  Grösse  f**{c+Oh)  in  (4)  mit  dem  Factor  —  A'  multipli- 

cirt  ist,  der  für  ein  positives  wie  flir  ein  negatives  ä  positiv 
bleibt  und  nur  mit  h  zusammen  verschwindet,  so  hat  die  rechte 
Seite  von  (4)  für  jeden  zulässigen  Werth  von  A,  die  Null  aus- 
genommen, einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  der  positiv 
oder  negativ  bleibt,  je  nachdem  /*"  (c)  positiv  oder  negativ  ist 
Nun  wird  aber  das  Wesen  des  Maximums  dadurch  characterisirt, 
dass  für  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  A  die  auf  der 
linken   Seite   von  (4)  befindliche  Differenz  immer  negativ,  daa 


§  34.  Kriterien  der  Maxima  und  Minima.  175 

Wesen  des  Minimums  dadurch,  dass  diese  Differenz  immer 
positiv  bleibt.  Also  dari'  man  den  Schluss  ziehen,  dass  die 
Function  f(x)  für  x=c  zu  einem  Maximum  wird^  wenn  für 
diesen  Werth  von  x  der  erste  Differenticdquotient  f  {x)  ver- 
schmndet  und  der  zweite  Differentialquotient  f"  (x)  einen  negati- 
ven Werth  erhält j  dass  dagegen  die  Function  f{x)  für  x=c  zu 
einem  Minimum  wird,  wenn  für  diesen  Werth  von  x  der  erste 
Differentialquotient  f*  {x)  verschwindet^  und  der  zweite  Differen- 
iialquotient  f"(x)  einen  positiven  Werth  erhält . 

In  dem  Falle,  dass  für  einen  Werth  x=c  sowohl  der  erste 
wie  auch  der  zweite  DiflFerentialquotient  der  Function  f(x)  gleich 
Null  ist,  genügt  die  in  der  Gleichung  (1)  enthaltene  Entwicke- 
lang  zur  Beantwortung  der  aufgeworfenen  Frage  nicht  mehr. 
Wir  fahren  dann  die  in  der  Gleichung  fl7)  des  §  27  ange- 
gebene Reihe  bis  zu  dem  mit  h*  multiplicirten  Gliede  und  dem 
sich  anschliessenden  Restausdruck,  und  erhalten,  indem  die  mit 
h  und  A*  multiplicirten  Glieder  verschwinden,  die  Gleichung 

bei  der  auch  die  DiflFerentialquotienten  f"*{x)  und  f^*  (x)  ein- 
deutig, endlich  und  stetig  vorausgesetzt  werden.  Diese  Gleichung 
zeigt  ein  ähnliches  Verhalten  wie  die  obige  (1).  Wenn  der 
Werth  /*'"(c)  von  Null  verschieden  ist,  so  nimmt  die  rechte 
Seite  von  (5)  für  Worthe  von  h,  die  numerisch  unter  einer  ge- 
wissen Grösse  liegen,   nothwendig  das  Vorzeichen  des  Gliedes 

/"'"  (c) 

~-^-  A*  an,  welches  eine  ungerade  Potenz  von  h  als  Factor  ent- 

hält  und  deshalb  mit  der  Grösse  h  gleichzeitig  sein  Vorzeichen 
ändert.  Aus  diesem  Grunde  wechselt  jetzt  die  Differenz 
f{c  +  h)  —  f{c)  ihr  Vorzeichen,  sobald  die  Grösse  h  von  einem 
negativen  zu  einem  positiven  Werthe  übergeht,  es  tritt  also  bei 
der  Function  f{x)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  auf. 
Wenn  aber  /*'"  (c)  gleich  Null  ist,  so  wird  aus  (5)  die  Gleichung 

(6)  fic  +  h)-f(c)  =  f-^^l'h*, 

bei  der  es  auf  die  Grösse  f^^\c)  ankommt.  Für  einen  von  Null 
verschiedenen  Mtari||||B|^ben  kann  man  vermöge  der  voraas- 
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gesetzten  Stetigkeit  der  Function  f^  (z)  das  Intervall  von  h  so 

klein  wählen,  dass  f^^  (c  +  Ö  ä)  das  Vorzeichen  von  j  {c)  be- 
hält. Die  Differenz  f(c  +  h)-'f{x)  ist  nach  (6)  gleich  dem  Pro- 
duct  des  in  ßede  stehenden  Mittelwerthes  und  der  durch  die 
Zahl  2.3.4  dividirten  vierten  Potenz  der  Grösse  A,  welche  als 
eine  gerade  Potenz  stets  positiv  ist  und  nur  mit  h  zusammen 
verschwindet,   und  kann  daher  niemals  ein  anderes  Vorzeichen 

annehmen,  als  die  Grösse  r  (c)  hat.  Mithin  wird  die  Function 
f(x)  für  x^=c  zu  einem  Maximum  unter  den  Bedingungen 

rw=o,  rw=o,  r'(c)=o,  /'*Vc)<o, 

dagegen  zu  einem  Minimum  unter  den  Bedingungen 

r(c)=o,  r(c)=o,  r(c)=o,  /•(*)(c)>o. 

Wie  man  sieht,  fehlt  auch  hier  wieder  die  endgültige  Ant- 
wort, sobald  f  (c)  gleich  Null  ist,  so  dass  es  nöthig  wird,  die 
Entwickelung  der  DiflFerenz  f{c  +  h) — f{c)  noch  weiter  zu  treiben. 
In  der  That  muss  man  die  Beihe  der  Differentialquotienten 
f'*(c)j  /"'"  (c), . . . -so  lange  untersuchen,  bis  man  zu  dem  ersten 

Differentialquotienten  f  ''"*"  (c)  gelangt,  der  nicht  gleich  Null  ist. 
Dann  liefert  der  Taylor'sche  Satz  die  Gleichung 

bei  der  die  rechte  Seite  für  numerisch  hinreichend  kleine 
Werthe  von  h  ihr  Vorzeichen  mit  h  zusammen  wechselt,  falls 
p-hl    eine   ungerade  Zahl    ist,   hingegen   das  Vorzeichen   von 

f  '^  (c)  behält,  falls  p+l  eine  gerade  Zahl  ist.  Die  Function 
fix)  hai  also  für  einen  Werth  x=c,  der  ihren  ersten  Differen- 
tiälquotienten  eu  Null  machte  ein  Maximum,  wenn  der  niedrigste 
für  x=c  nicht  verschwindende  Differentialquotient  von  gerader 
Ordnung  ist  und  für  x=c  einen  negativen  Werth  annimmt j  sie 
hai  ein  Minimum,  wenn  der  niedrigste  für  x^=c  nicht  verschwin- 
dende Differentialquotient  von  gerader  Ordnung  ist  und  für  x=-c 
einen  positiven  Werth  annimmt,  sie  hat  endlich  weder  ein  Maxi- 
mum noch  ein  Minimum^  wenn  der  niedrigste  für  x=c  nicht 
verschwindende  Differentialquotient  von  ungerader  Ordnung  ist. 

Hierin  bestehen  die  vollständigen  Kriterien  der  Maxima 
und  der  Minima  einer  Function  einer  variabeln  Grösse. 
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f  35.    Oeometrlsohe  Deatanff  der  Mazliiia  und  lUnlma  einer 

Fnnotion  einer  variabeln  Oröeee. 

Indem  wie  früher  mit  x  und  y  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  eines  Punktes  einer  Ebene  bezeichnet  werden,  betrachten 
wir  die  durch  die  Gleichung 

(1)  y=f{x) 

dargestellte  Curve.  Der  Werth  y  misst  den  Abstand  des  Punk- 
tes (x^  y)  von  der  Abscissenaxe  und  bekommt  auf  der  einen 
Seite  derselben,  nach  der  in  §  2  eingeführten  Vorstellung  der 
oberen,  das  positive,  auf  der  anderen  Seite  das  negative  Vor- 
zeichen. Wenn  daher  die  Function  f{x)  für  einen  Werth  x^=e 
nach  der  Definition  des  vorigen  §  zu  einem  Maximum  wird,  so 
hat  der  betreflFende  Punkt  der  Curve  im  Vergleich  zu  seinen 
Nachbarpunkten  den  grösten  Abstand  von  der  Abscissenaxe; 
wird  dagegen  f(x)  für  x=c  zu  einem  Minimum,  so  hat  der 
zugehörige  Punkt  im  Vergleich  zu  seinen  .Nachbarpunkten 
den  kleinsten  Abstand  von  der  Abscissenaxe,  beides  unter  der 
Voraussetzung,  dass  der  in  Rede  stehende  Werth  f(x)  positiv 
ist  Für  negative  Werthe  von  f{x)  kehren  sich  die  Benennun- 
gen um. 

Da  der  erste  Differentialquotient  f*{x)  die  trigonometrische 
Tangente  des  Winkels  ausdrückt,  den  die  in  dem  betreffenden 
Punkte  an  die  Curve  gezogene  berührende  Linie  mit  der  Ab- 
scissenaxe bildet,  so  hat  die  für  das  Maximum  und  Minimum 
geltende  Bedingung,  dass  f'(x)  für  a;=c  verschwinde,  zur  Folge, 
dass  die  berührende  Linie  in  dem  Punkte  a;=c,  y=:f(c)  zu 
der  Abscissenaxe  parallel  wird.  Auf  diesen  Umstand  ist  schon 
in  §  4  aufmerksam  gemacht  worden.  Ferner  bezeichnet  die 
Differenz  f{e+h)'-f{c)  den  je  nach  der  Lage  positiv  oder  nega- 
tiv genommenen  Abstand  des  Punktes  der  Curve,  für  welchen 
x=e-^h  ist,  von  der  Parallele  zur  Abscissenaxe,  die  durch  den 
Punkt  a;=c,  y^=f{c)  läuft  und  hier  eben  die  Curve  berührt. 
Bei  der  getroffenen  Annahme  ist  die  Differenz  f{c  +  h) — f(c) 
ftlr  Punkte  x=c-hh,  y=^f{c'¥h\  die  oberhalb  der  berührenden 
Linie  liegen,  positiv,  ftlr  unterhalb  liegende  Punkte  negativ. 
Fassen  wir  daher  die  Gleichung  (7)  des  vorigen  §  ins  Auge, 
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worin  vermittelst  der  Voraussetzung,  dass  f  ^  (c)  den  niedrig- 
sten ftir  x=e  nicht  verschwindenden  Differentiaiquotienten  von 
f{x)  bedeutet,  sämmtliche  Fälle  eingeschlossen  sind,  so  wird 
klar,  dass  die  zu  dem  Punkte  x=c,  y=f(c)  benachbarten 
Punkte  der  Curve   bei   einer   geraden  Zahl  p-hl   und   einem 

negativen  Werthe  von  /*  (c)  sämmtlich  unter,  bei  einer  ge- 
raden Zahl  p-hl  und  einem  positiven  Werthe  von  f  ^  (c)  sämmt- 
lich über  der  genannten  berührenden  Linie  liegen,  sich  hingegen 
bei  einer  ungeraden  Zahl  p-¥l  auf  der  einen,  z.  B.  der  linken 
Seite  des  Punktes  unterhalb,  auf  der  anderen  Seite  desselben 
oberhalb  der  berührenden  Linie  befinden.  Sowohl  in  den  Fällen, 
wo  die  Function  f(x)  flir  x=c  ein  Maximum,  wie  auch  in  den 
Fällen,  wo  sie  ein  Minimum  wird,  liegt  derjenige  Theil  der 
entsprechenden  Curve,  welchem  der  Punkt  x=Cy  y^=f{c)  ange- 
hört, auf  derselben  Seite  der  dort  berührenden  zu  der  Abscis- 
senaxe  parallelen  Linie.  Wenn  dagegen  für  einen  Werth  x=e 
zwar  der  erste  Diflferentialquotient  der  Function  f{x)  verschwin- 
det, allein  die  Function  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum 
wird,  so  zeigt  die  entsprechende  Curve  die  Erscheinung,  dass 
sie  von  der  zugehörigen  berührenden  Linie  zu  gleicher  Zeit  ge- 
schnitten wird. 


§  86.    EinselBe  An^aben^de  lEaztmli  et  Ifiiilmls. 

Um  die  sämmtlichen  Werthe  der  Variable  x  zu  erhalten, 
für  welche  eine  gegebene  Function  f(x)  zu  einem  Maximum 
oder  Minimum  wird,  ist  es  nach  §  34  erforderlich,  alle  die- 
jenigen Werthe  zu  kennen,  ftir  welche  der  nach  x  genommene 
erste  Diflferentialquotient  der  Function  f'(x)  gleich  Null  wird. 
Nachdem  die  zugehörige  Gleichung 

(1)  r  M = 0 

gebildet  ist,  hat  man  zuerst  die  sämmtlichen  reellen  Wurzeln 
c^,c^j..  aufzusuchen,  welche  sie  besitzt,  und  hierauf  jede  ein- 
zelne in  die  Reihenfolge  der  DiflTerentialquotienten 

(2)  r  (^),  r  (^), . . 

zu  substituiren,  bis  man  zu  dem  ersten  gelangt,  der  für  den 
betreffenden  Werth   nicht  verschwindet;   man   kann   dann    aus 
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der  Beschaffenheit  des  Ergebnisses  nach  der  in  §  34  aufge- 
stellten Regel  benrtheilen,  ob  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 
oder  keines  von  beiden  vorliege. 

I.    Es  sei  f{x)  gleich  einer  rationalen  ganzen  Function  von 
X  von  einem  beliebigen  Grade 

(3)  f(x)  =^%x   +  Oj  ic      +  . . .  +  a^_j  X  +  a^. 

Dann  ist  f'{x)  die  Function  des  um  eine  Einheit  niedrigeren 
Grades 

(4)  f  {x)  =  naQ  x*"  +  (n  —  1)  a^  x~  -f  . . .  +  a„__j, 

and  es  handelt  sich  um  die  Auflösung  der  algebraischen  Glei- 
chung /*'(a;)=0.  Auf  die  rationalen  ganzen  Functionen  einer 
Variable  bezieht  sich  die  in  §  34  erwähnte  Methode  FermaJts^ 
durch  welche  die  Auffindung  der  Maxima  und  Minima  der 
gegebenen  Function  von  der  Auflösung  der  so  eben  gebildeten 
Gleichung  abhängig  gemacht  wird.  Nach  dem  Fundamental- 
satze der  algebraischen  Gleichungen,  der  in  I,  §  61  und  f.  f. 
bewiesen  ist,  hat  die  Gleichung  /''(a;)  =  0  immer  eine  reelle 
oder  complexe  Wurzel,  und  in  Folge  dessen  genau  n — 1  reelle 
oder  complexe  Wurzeln  i^ii^»-"^»-!»  vermöge  deren  die  Zer- 
legung in  n — 1  Factoren  ersten  Grades 

(5)  f  {x)  =  na^ix—TjJix—  r]^) , ,  (x  -  r)„__^) 

besteht.  Unter  den  Wurzeln  jj„  rj^, . .  r]^_^  sind  die  reellen  Werthe, 
falls  solche  Überhaupt  vorkommen,  auszuwählen;  diese  liefern 
dann  die  Grössen  Cj,  c,,...,  welchen  ein  Maximum  oder 
Minimum  der  Function  f{x)  entsprechen  kann.  Bezeichnet  man 
eine  dieser  Grössen  wieder  mit  c,  so  lassen  sich  die  Be- 
dingungen der  Maxima  und  Minima  von  f{x)  unmittelbar  ver- 
möge der  folgenden  Darstellung  ableiten 

(3*)         f(c  +  h)=fic)  +  f"^'^  h'+..  +  gÖ^ Ä- , 

die  aus  I,  §  94  herrührt. 

Für  die  Function  des  zweiten  Grades 

(6)  f{x)  =  a„x*  •¥  a^x  +  a^ 
hat  man 

(7)  r{x)  =  2a,x+a. 

Die  letztere  Function  verschwindet  für  den  einzigen  Werth 


c  = 

— o. 
2«,' 

fic) 

— 

aj  +  4  0, 
4a„ 

a 
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(8) 

und  giebt 

(9) 

Da  f*'{x)  den  constanten  Wcrth  2a^  hat,  so  wird  die  Gleichung 
(3*)  zu  der  folgenden 

(10)  f(c  +  Ä)  =  --^-»-ti^ii^»-  +  «0  h\ 

Die  Grösse  a«  darf  nicht  gleich  Null  sein,  weil  sonst  die 
Function  f{x)  nicht  vom  zweiten  Grade  wäre;  mithin  kann  der 
Werth  f"(x)=2a^  nicht  verschwinden  und  begründet,  falls  a,, 
positiv  ist,  das  Auftreten  eines  Minimums,  falls  a^  negativ  ist, 
eines  Maximums.    Durch  die  Zusammenstellung  der  Gleichung 

(11)  des  §  2  mit  der  obigen  (10)  ergibt  sich,  dass  die  Gleichung 

(11)  y  =  a^x*  +a,  a:  +  a, 

in  Bezug  auf  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  x,  y  eine  Parabel 
ausdrückt.  Man  erhält  eine  vollständige  Uebereinstimmung, 
indem  man 

/t9\         — g?  +4aoa,_w  +  A^         _         1 , 

^^2)  i-^o 2"   '  ««-2(m^i;ö''  =  ^ 

setzt.  Für  die  Discussion  in  §  2  ist  die  DiflFerenz  m—f-i  positiv 
angenommen;  hierdurch  wird  der  Punkt  x  =  c,y=f{c)  zu  dem 
tiefsten  Punkte  der  Parabel,  der  in  der  beigefügten  Figur  mit 
R^  bezeichnet  ist  und  den  Scheitelpunkt  der  Parabel  bildet. 
Bei  einem  negativen  Werthe  von  m  — /i  kehrt  sich  die  Lage 
der  Parabel  von  oben  nach  unten  um,  und  bestimmen  die 
gleichnamigen  Coordinaten  den  höchsten  Punkt  der  Parabel,  der 
wieder  ihr  Scheitelpunkt  ist. 

Der  niedrigste  Grad  von  f(x)j  bei  dem  es  vorkommen 
kann,  dass  f*{x)  und  f'*(x)  für  denselben  Werth  von  x  ver- 
schwinden, ist  der  dritte.  Alsdann  sind  die  zu  betrachtenden 
Functionen 

j  f(x)  =  a^x^  +  Oj  x^  +  a^x  +  a, 
(13)  <f'(x)  =  3a,x^'^2a,x-^a. 

Die  quadratische  Gleichung  f'{x)=0  hat  demnach  die  Wurzeln 
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_  —  a,  +  }/aJ  — Stto«.^ 
I       Vi 

(U) 

Sobald  die  Verbindung  al  —  Sa^a^  negativ  ist,  werden  die- 
selben complex  und  conjugirt,  so  dass  der  DiflFerentialquotient 
rix)  für  keinen  reellen  Wertb  von  x  verschwinden  kann.  In 
jedem  anderen  Falle  sind  rj^  und  r^^  reell,  und  die  Substitution 
in  den  Ausdruck  f"  (x)  giebt 

(15)  i  /•"(^J  =  2(3a,i;,+  aj=      2|/S^^3ä^ 

)  r(i?,)  =  2(3a,ry,  +  a,)  =  -2|/a!-3aoa,. 
Wenn  daher  die  Verbindung  aj  —  ^a^a^  positiv  ist,  so  bringt 
der  eine  der  Werthe  r^t  und  r;,  ein  Maximum,  der  andre  ein 
Minimum  hervor.  Bei  dem  Verschwinden  der  Verbindung 
al  —  ^a^a^  fallen  die  Werthe  ij^  und  rj^  in  einen  zusammen, 
fiir  den  fix)  verschwindet,  und  da  f'*'{x)  =  iya^  bei  der  vor- 
liegenden Function  dritten  Grades  nicht  gleich  Null  werden 
kann,  so  zeigt  sich,  dass  f{x)  weder  zu  einem  Maximum  noch 
zu  einem  Minimum  wird.  Die  Verbindung,  von  deren  Vor- 
zeichen die  Entscheidung  zwischen  den  drei  möglichen  Fällen 
abhängt,  bildet  den  Zähler  des  auf  d,er  rechten  Seite  der 
Gleichung  (12)  in  I,  §  57  befindlichen  Ausdrucks,  nachdem  man 
denselben  auf  den  gemeinsamen  Nenner  aj  gebracht  hat. 

II.     Die  Maxima  und  Minima  einer  rationalen  gebrochenen 
Function 

(16)  /•(-)=!§' 

wo  A{x)  und  B(x)  rationale  ganze  Functionen  von  x  ohne  ge- 
meinsamen Theiler  sind,  erfordern  das  Verschwinden  des  ersten 
Differentialquotienten 

(17)  f'{x)=^/--' 

Die  Bezeichnung  des  Arguments  x  ist  der  Kürze  halber  wegge- 
lassen und  wird  auch  im  Folgenden  fortbleiben,  wo  kein  Miss- 
verständniss  zu  befürchten  ist.  Hier  sind  alle  reellen  Werthe 
von  X  in  Betracht  zu  ziehen,  welche  der  algebraischen  Gleichung 
genügen 

(18)  A'B-ÄB'^O. 
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Unter  den  Wurzeln  von  (18)  kann  eine  Grösse  ^,  welche  zugleich 
die  Function  B  zu  Null  macht,  nur  dann  vorkommen,  wenn  für 
dieselbe  das  Product  AB*  verschwindet.  Weil  nun  A(x)  und 
B{x)  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  so  verschwindet  A{x) 
für  keinen  Werth,  der  B{x)  zu  Null  macht;  für  jede  Grösse  ^ 
muss  also  B'{x)  mit  B{x)  zusammen  verschwinden.  Umge- 
kehrt wird  die  Gleichung  (18)  durch  jeden  Werth  befriedigt, 
fUr  den  B{x)  und  B'{x)  gleich  Null  sind.  Diejenigen  Wcrthe, 
welche  diese  Eigenschaft  haben,  sind  aber  zufolge  I,  §  49  die 
mehrfachen  WjUrzeln  der  Gleichung  JB(j;)=0;  mit  diesen  fallen 
daher  die  Grössen  ^  zusammen.  Hiernach  gelangt  man  zu  dem 
Resultat,  dass,  wenn  die  Gleichung  JB(a;)=0  keine  mehrfachen 
Wurzeln  oder  die  Function  B(x)  bei  ihrer  Zerlegung  in  Factoren 
des  ersten  Grades  keine  mehrfachen  Factoren  besitzt,  die 
Gleichung  (18)  keine  Wurzeln  haben  kann,  für  welche  die 
Function  B{x)  verschwindet.  Andernfalls  existiren  zwar  solche 
Wurzeln,    dürfen   aber   bei   der  Aufsuchung   der  Maxima   und 

Minima  der  Function  f{x)=  ^  !  nicht  angewendet  werden,  da 

nach  §  8  die  letztere  für  dieselben  aufhörte  stetig  zu  sein,  und 
da  in  dem  für  f  (x)  angegebenen  Ausdruck  (17)  der  Nenner 
mit  dem  Zähler  zusammen  verschwände. 

Der  zweite  Differentialquotient  von  f{x)  erhält  den  Ausdruck 

(19,         fi^t^^B^^^l^K^lÄ-zAms. 

Bei  der  Substitution  eines  Werthes  von  .t-,  der  die  Gleichung 
(18)  erfüllt,  ohne  die  Gleichung  B=^0  zu  befriedigen,  verschwin- 
det der  zu  subtrahirende  ßestandtheil  der  rechten  Seite,  und 
weil  der  Nenner  B^  nothwendig  positiv  wird,  so  entscheidet  die 
Verbindung 

(20)  '  A^B'-AB'' 

durch  ein  negatives  Vorzeichen  für  ein  Maximum,  durch  ein 
positives  für  ein  Minimum.  Wir  übergehen  die  Erörterung  der 
höheren  Differentialquotienten  der  Function  f{x\  welche,  falls 
es  nothwendig  ist,  nach  einander  aufzustellen  keine  Schwierig- 
keit verursacht. 

III.    Als  Beispiel  einer  transcendenten  Function  diene  die 
folgende,   mit  den  ganzen  Functionen  A{x),  B{x\  C{x)y  D{x) 
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und  der  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  e  gebildete  Function 

C(4r) 

Aus  derselben  ergiebt  sich 


/  W  =  — V-^e    +-^— >-     e 


dx  B    dx 

oder  entwickelt 

(22*)         f(x)=.-.— e     +^ ^—e 

und  ferner 

(23)         fix) 


dx^  dx      dx  B  \     dx*  ^     dx 


Weil  die  Exponentialfnnction  e       für  jeden  Werth  von  a?,    für 

Cix) 
den  der  Exponent  ^r^nicht  mit  negativem  Vorzeichen  über  jede» 

Mass  hinauswächst,  positiv  und  von  Null  verschieden  ist,  so  hat 
man^  abgesehen  von  den  Werthen,  die  den  Nenner  D{x)  zum  Ver- 
schwinden bringen,  nur  diejenigen  Werthe  zu  ermitteln,  für  welche 
der  auf  der  rechten  Seite  von  (22)  mit  der  Exponentialfunction 

e       multiplicirte  algebraische  Ausdruck 


gleich  Null  wird.     Diese  sind  die   reellen  Wurzeln    der  alge- 
braischen Gleichung 

(25)  (Ä'B-AB)D*'^AB{C'D—Ciy)=(). 

Femer  bleibt  das  Vorzeichen  von  f'*(z)  bei  dem  Fortlassen  der 

Exponentialfunction  e       ungeändert,  f^o  dass  dassellie  durch  den 
algebraischen  Factor 

^     '      dx*     ^'    dx       dx     ^  B\  dx*         ^    dx   /  J 
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bestimmt  werden  kann.  Hier  kommt  noch  in  Betracht,  dass 
vermöge  des  Verschwindens  von  (24)  der  Ausdruck  (26)  gleich 
dem  folgenden  wird 

^"^'^  dx^         B^   dx   y        B     dx^ 

Eine  sehr  einfache  Anwendung  entsteht,  indem  man  A{x) 

gleich  der  ganzen  Potenz  x" ,  ß(rc)  =  l,  C{x)  gleich  der  in  eine 
Constante  c«  multiplicirten  Variable  x,  D{x)=^\  setzt,  mithin 

(21*)  f{x)=x''e'\ 

Dann  wird  aus  (25)  die  Gleichung 

(25*)  na;""^4-  a;"c„=0, 

und  aus  (27)  der  Ausdruck 

(27*)  n(n-l)a;""'-rc"co. 

Die  Wurzel  von  (25*),  die  gleich  -  "    ist,  giebt  für  (27*) 
den  Werth 

der  nach  der  allgemeinen  Regel  durch  ein  negatives  Vorzeichen 
ein  Maximum,  durch  ein  positives  Vorzeichen  ein  Minimum  an- 
zeigt. 
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ebenen  Onrven. 

Insofern  die  Entwiekelung  einer  Function  in  eine  Potenz- 
reihe die  Aenderungen  der  Function  darstellt,  welche  be- 
stimmten Aenderungen  der  Variable  entsprechen,  kann  man 
durch  dieses  Mittel  die  simultanen  Aenderungen  von  zwei 
Functionen  derselben  Variable  in  der  Art  vergleichen,  dass 
entweder  die  Differenz  oder  der  Quotient  der  beiden  Func- 
tionen untersucht  wird.  Zu  der  Betrachtung  der  Differenz 
veranlasst  die  Frage,  wie  sich  zwei  ebene  Curven,  die  durch 
denselben  Punkt  gehen,  in  der  Nachbarschaft  von  diesem  gegen 
einander  verhalten.  Wenn  für  dasselbe  rechtwinklige  Coordi- 
natensy Stern  die  Gleichungen  zweier  Curven  gegeben  sind 


§  87.  Berührungen  verschiedener  Ordnungen.  185 

(1)  y = Aa;), »?  =  «p  (I), 

nnd  diese  sich  in  dem  Punkte  x=Xo,y=y„  treffen,  so  gelten 
die  Gleichungen 

(2)  yt  =  fi^9),  y9  =  <pM' 

Es  werde  nun  x  wie  auch  |  durch  das  Aggregat  x^  +  h  ersetzt 
nnd  hierauf  f{x„  +  h)  nnd  (p  (a;,  +  h)  nach  den  Potenzen  der 
Grösse  h  entwickelt;  dann  kommt  nach  (17)  des  §  27  bei  zwei 
positiven  echten  Brttchen  6  und  X 

(3)  y  =  fix„  +  h)=fix,)  +f' (xj  h  +  C-p^h*  +  . . . 

"••■^2.3...p'^   "^  2.3...(i.  +  l) 

(4)  r3  =  q>(x,+  h)=q>ix,)  +  q>'{x,)h+'^"-^^h*  +  ... 

2.3...P  2.3...(p  +  l) 

Hieraus  erhält  man  für  die  DiflFerenz  der  Ordinaten  rj—  y^ 
welche  zu  demselben  Werth  der  Abscisse  x^-bh  gehören,  da 
wegen  (2)  die  DiflFerenz  (p{x^,)—f{x^)  gleich  Null  ist,  den  Aus- 
druck 

(5)  I?  -y  =  (<r'  W  -/•'  {X,))  h  +  Jp::(go)-/-"(a;.)y  ^^ 

2.3...P  2.3...(p+  1) 

Die  Grösse  ??— y  bezeichnet  das  Stück  der  in  dem  Punkte 
Xi,  +  h  der  Abscissenaxe  errichteten  Ordinate,  das  zwischen  den 
beiden  Curven  liegt,  und  zwar  bei  der  eingeführten  Lage 
der  Axen  mit  dem  positiven  oder  negativen  Vorzeichen  ge- 
nommen, .je  nachdem  der  Punkt  der  zweiten  Curve  i]=(p{^)  über 
oder  unter  dem  Punkte  der  ersten  Curve  y^=f{x)  liegt.  Sobald 
noch  eine  dritte  Curve  hinzukommt,  die  auch  durch  denselben 
Punkt  hindurchgeht,  und  deren  Gleichung 
(0)  \)  =  xp  (j) 

heissen  möge,  so  folgt  für  einen  positiven  echten  Bruch  /<  auf 
dieselbe  Weise 

(7)      t)  -  y  =  (!/;'  {X.)  -  r  M)  h  +  ^^^  '^---''~  h-^... 
•••"^         2.3.. .p         ^  "^  2.3'...(p  +  l)  ^ 
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Wir  denken  uns  jetzt  die  erste  Curve  beliebig  gegeben 
und  setzen  für  die  zweite  und  dritte  Curve  verschiedene  Gebilde 
von  einer  gewissen  Gattung,  die  zuerst  gerade  Linien  sein 
mögen.  Bei  einer  geraden  Linie,  welche  durch  einen  gegebenen 
Punkt  x^^y^  läuft,  ist  nur  noch  der  Winkel  a  willkürlich,  den 
sie  mit  einer  bekannten  Linie,  etwa  der  Abscissenaxe,  ein- 
schliesst.  Die  Gleichung  einer  so  bestimmten  Geraden  entsteht 
aus  (5)  des  §  2,  indem  Z=a:o,m=y,,  genommen  wird  und  a 
seine  Bedeutung  behält, 

/o\  ^  .  sin « /  N 

Unter  den  Geraden,  die  den  verschiedenen  Werthen  von  a 
entsprechen,  hat  diejenige,  welche  die  gegebene  erste  Curve  in 
dem  Punkte  (^«»^o)  berührt,  zu  derselben  eine  besondere  Bezie- 
hung; für  diese  ist  die  Tangente  des  Winkels  a  gleich  dem 
ersten  Differentialquotienten  f'ixjj  so  dass  ihre  Gleichung 
folgendermassen  lautet 

(9)  n^y.-^r  (^o)  (?  -  ^o). 

Die  respective  in  (8)  und  (9)  angegebenen  Functionen  i//  (j)  und 
(p(^)  sind  ganze  Functionen  des  ersten  Grades,  bei  denen  die 
ersten  Differentialquotienten  die  Werthe 

haben,  dagegen  die  nach  dem  Argument  genommenen  Differen- 
tialquotienten von  der  zweiten  und  von  den  höheren  Ordnungen 
verschwinden.  Mithin  gehen  die  Gleichungen  (5)  und  (7)  für 
p  =  l  in  die  folgenden  über 

Für  jede  durch  den  Punkt  {x^,yj  hindurchgehende  gerade 
Linie  mit  Ausnahme  der  die  Curve  berührenden  ist  die  Differenz 

^(Xq),  welche  auf  der  rechten  Seite  von  (11)  als  Factor 

cos  et 

von  h  erscheint,   von  Null  verschieden.    Es  folgt  daher  durch 

solche  Schlüsse,   wie  sie  in   §  34  angewendet  sind,   dass  für 

alle    Werthe   von   A,    die   numerisch  unter   einer    hinreichend 
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kleinen  Grösse  liegen,  die  Differenz  ij— y  numerisch  kleiner 
als  die  Differenz  \)  —y  bleibt.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn 
man  die  Punkte,  in  welchen  die  zu  dem  Werthe  aj^  4-  A  ge- 
hörende Ordinate  die  Curve  y=fQv\  die  Berührende  (9)  und 
die  Gerade  (8)  schneidet,  der  Reihe  nach  als  den  ersten^ 
zweiten  und  dritten  Punkt  bezeichnet,  der  dritte  Punkt  niemals 
zwischen  den  ersten  und  zweiten  fallen  kann.  Durch  diese 
Eigenschaft  wird  die  Berührende  von  allen  übrigen  durch  den 
Punkt  {x^,  y^)  gehenden  Graden  unterschieden,  so  dass  man  die 
Berührung  der  gegebenen  Curve  und  einer  geraden  Linie  mit 
Hülfe  dieser  Eigenschaft  definiren  darf. 

Damit  die  beiden  in  (1)  dargestellten  Gurven  in  dem 
gemeinsamen  Punkte  (x^,yo)  dieselbe  berührende  Gerade  haben, 
ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dass  sich  die  Tangente  des 
Neignngswinkels  a  bei  beiden  auf  dieselbe  Weise  bestimme, 
oder  dass  die  Werthe  der  ersten  Differentialquotienten  fix^^) 
und  q>'(x^)  einander  gleich  seien.  Alsdann  sagt  man,  dass  die 
beiden  Curven  mit  einander  eine  Berührung  der  ersten  Ordnung 
haben.  Dieser  Begriff  ist  in  der  Weise  ausgedehnt  worden, 
dass  das  Hinzukommen  der  Gleichheit  der  Differentialquotienten 
der  zweiten  Ordnung  f"  {x^)  und  q>"{Xo)  eine  Berührung  der 
zweiten  Ordnung,  und  allgemein  das  Bestehen  der  (m  +  1) 
Gleichungen 

(12)  f{Xo)  =  q>  (x.),  r  (^o)  =  V  (^.), . .  ./"^"^  (^o)  =  ^'^^M 
eine  Berührung  der  tnten  Ordnung  characterisirt.  Das  Wesen 
der  Berührung  der  mten  Ordnung  zwischen  den  Curven  y.=f{x) 
und  r^  =  (p{^)  besteht  aber  darin,  dass,  wenn  die  Curve  y^f{x) 
in  demselben  Punkte  {x^y^  mit  einer  Curve  Q  =  V'(j)  eine 
Berührung  von  einer  niedrigeren  Ordnung  hat,  welche  die  Zte 
sein  möge,  und  wenn  man  wieder  die  Schnittpunkte  einer  zu 
der  Abscisse  x^-^h  gehörenden  Ordinate  mit  den  drei  Curven 
in  der  Reihenfolge,  in  der  sie  angeführt  sind,  den  ersten, 
zweiten  und  dritten  Punkt  nennt,  alsdann  der  dritte  Punkt 
niemals  zwischen  den  ersten  und  zweiten  Punkt  fallen  kann. 
Nimmt  man  die  Zahl  p  gleich  m,  so  werden  wegen  der  ge- 
troffenen Voraussetzungen  aus  (5)  und  (7)  die  Gleichungen 
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^^^f'i-y-  2.3...(nH-l) *      ' 

(13)  .^^-^''''''(^o)-f"'"''M.^^^  ^     ^  v/r%o+A^Ä)-/-'-^'V^^        ,«+! 
U^;  9     y~        2.~3...a  +  "l)       '^      ■*"••■*"         ~      2.3TrOii^+l)  • 

Weil    die  Curven  y=^f{x)  und   5  =  i/;(j)   nur  eine  Berührung 

der  iten   und   keine   Berührung  der  (Z  +  l)ten  Ordnung  haben 

sollen,  80  ist  die  Differenz  i//^'"*"'^  (x^)  — /^'^^^  (xj,  welche  den  Zähler 

des  Factors  von  h  auf  der  rechten  Seite  von  (13)  ausmacht, 
nicht  gleich  Null.    Für  einen   numerisch   hinreichend   kleinen 

Werth  von  h  überwiegt  daher  das  mit  h  multiplicirte  Glied 
numerisch  das  Aggregat,  das  aus  den  absoluten  Werthen  der 
übrigen  mit  den  höheren  Potenzen  von  h  multiplicirten  Glieder 
der  rechten  Seite  von  (13)  und  aus  dem  absoluten  Werthe  der 

mit  h  multiplicirten  rechten  Seite  von  (12)  besteht  Wie 
leicht  einzusehen,  ist  ferner  die  rechte  Seite  von  (13)  nume- 
risch grösser  als  der  Ausdruck,  welcher  entsteht,  indem  der 
absolute  Werth  des  ersten  Gliedes  positiv  genommen,  das 
Aggregat  der  absoluten  Werthe  der  übrigen  Glieder  negativ 
hinzugefügt  wird. 

Da  nun  der  so  eben  bezeichnete  Ausdruck  unter  der  ange-  ' 
gebenen  Bedingung  grösser  bleibt  als  der  absolute  Werth  der 
rechten  Seite  von  (12),  so  muss  der  absolute  Werth  der  Differenz 
\)—y  stets  grösser  sein  als  der  absolute  Werth  der  Differenz 
17  — y;  und  damit  ist  die  ausgesprochene  geometrische  Behaup- 
tung begründet.  Man  kann  dieselbe  auch  in  die  Worte  kleiden, 
dass,  wenn  eine  Curve  mit  einer  gegebenen  Curve  eine  Berüh- 
rung von  einer  gewissen  Ordnung  hat,  es  unmöglich  ist,  in  dem 
Berührungspunkte  zwischen  die  beiden  Curven  eine  dritte  Curve 
zu  legen,  deren  Berührung  mit  der  ersten  Curve  von  niedrigerer 
Ordnung  ist  als  diejenige  zwischen  der  ersten  und  zweiten  Curve. 

Auf  die  vorstehenden  allgemeinen  Betrachtungen  gründet 
sich  die  für  den  Fortschritt  der  gesammten  Geometrie  mass- 
gebende Untersuchung  der  Berührung  einer  ebenen  Curve  und 
eines  Kreises.  Nach  §  2  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen 
Mittelpunkt  die  Coordinaten  x  =  aj  y=b  hat  und  dessen  Radius 
gleich  Q  ist,  in  Bezug  auf  einen  Punkt  £,  \)  diese 
(14)  (j«a)«H-(t|-6)«=eN 
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hieraoB  folgen  fUr  die  Ordinate  t)  die  beiden  Werthe 

(15)  ri  =  b  +  6iQ'^ii^äf)\ 

wo  €  gleich  der  positiven  oder  negativen  Einheit  zu  nehmen  ist, 
und  der  Werth  der  gebrochenen  Potenz  positiv  sein  soll.  Für 
einen  Kreis,  welcher  mit  einer  gegebenen  Curve  y=f(x)  in 
dem  Punkte  {x^,  yj  eine  Berührung  der  ersten  Ordnung  hat, 
muss  die  durch  die  rechte  Seite  von  (15)  dargestellte  Function 
tpd)  die  Bedingungen  ifj{x^)  =  f{x^\  t/;'(a;J  =f*{x^)  befriedigen. 
Eis  ist  aber 

(16)  xp'  (j)  =       ""'^^"^^ 


1  ' 

2~ 


2 


(e'-(E-a)') 
mithin  kommt 

1 

(17)  f(x,)^h  +  e{Q'^{x^-^df)\    f'(xj  =  -^'-^^^^^ 

Durch  Einführung  der  Ordinate  yo=f(^o)  ^^^  Berührungspunk- 
tes verwandelt  sich  die  zweite  Gleichung  in  die  folgende 

(18)  /-'(^cj^-J^alZ^, 

welche   ausdrückt,   dass  die  von  dem  Kreismittelpunkte  (a,  h) 

nach  dem  Punkte  {x^^  yj  gezogene  Gerade  zu  der  berührenden 

Geraden  der  Curve  senkrecht  steht.  Denn  die  trigonometrische 

Tangente   des  Winkels,   den  die   erstere  mit  der  Abscissenaxe 

f/  "^  h 

macht,  hat  den  Ausdruck  tg  w  =  -^ j    während    für    den 

x^  —  a 

Neigungswinkel  a  der  berührenden  Geraden  gegen  die  Abscis- 
senaxe   die  Gleichung   tga  =  /*'(a:„)  gilt;   mithin  bedeutet  (18) 
dasselbe  wie  Gleichung 
(18*)  tgatgw=-l, 

nach  welcher  die  DiflFerenz  w  — a  gleich  einem  rechten  Winkel  ist. 
Es  bestätigt  sieh  also,  dass  eine  Berührung  der  ersten 
Ordnung  zwischen  einem  Kreise  und  der  gegebenen  Curve  nur 
verlangt,  dass  beide  in  dem  Punkte  (a:^,,  yj  dieselbe  berührende 
Gerade  haben,  oder  dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  der- 
jenigen Geraden  liegt,  welche  in  dem  Punkte  der  Curve  auf 
der  berührenden  Geraden  senkrecht  steht  und  die  Normale  der 
Curve  genannt  wird. 
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Unter  allen  bezeichneten  Kreisen  hat  aber  nur  einer  mit 
der  in  Rede  stehenden  Curve  eine  Berührung  der  zweiten  Ord- 
nung oder  eine  Osculaiion.  Die  auf  die  Coordinaten  f,  tj  bezo- 
gene Qleichnng  desselben 

(19)  i?  =  6  +  £(^'-($-a/)' 

muss  so  beschaffen  sein,  dass  die  auf  der  rechten  Seite  befind- 
liche Function  q){^)  ausser  den  Gleichungen  (p{x^)^=^f{x^)  und 
q>'(xj  =  r(xj  noch  die  Gleichung  (p*'{x^)=f'\x^)  befriedigt 
Die  bezüglichen  Ausdrücke  sind 

(20)  y'(g)=     -^(^-.'»)    ^,  qp"(|)  = =Le^ — ^. 

80  dass  die  drei  Gleichnngen  gelten 


(21) 


(e*— («0— «)*) 
/"(..)= ^^ 


8 
2" 


durch  welche  die  drei  Grössen  a,  b,  q^  wie  sich  sogleich  zeigen 
wird,  vollständig  bestimmt  sind.  Der  hiermit  definirte  Kreis 
wird  der  Osculationskreis  oder  KrümmungskreiSj  sein  Radius  der 
Krümmungsradius^  sein  Mittelpunkt  der  Krümmungsmittelpunkt 
genannt.  Indem  man  die  zweite  Gleichung  (21)  quadrirt  und 
auf  beiden  Seiten  die  Einheit  addirt,  ergiebt  sich 

(22)         i+rMrM=       ^' 


()«  — (^„— a)* 

3 
Durch  Erhebung  dieser  positiven  Grösse  auf  die  —  te    Potenz, 

die  wie  früher  positiv  verstanden  wird,  kommt 

8 
"2  «8 


(23)  (i+r(^o)/''w)  = 


2 


Dividirt  man  jetzt  (23)  in  die  dritte  Gleichung  (21),  so  entsteht 
für  den  reciproken  Werth  des  Krümmungsradius  der  Ausdruck 

,24,  i . =ltM-^. 
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Hier  bestimmt   sich  das  Vorzeichen  a  auf  die  folgende  Weise. 

Als  das  Mass  einer  Länge  ist  q  und  daher  auch  -     nothwendig 

positiv.  Weil  nun  die  im  Nenner  der  rechten  Seite  befindliche 
Potenz  ebenfalls  eine  positive  Grösse  bedeutet,  so  muss  der 
Zähler  des  Bruches  auch  positiv  sein,  folglich  ist  die  Grösse  £ 
dem  Vorzeichen  des  zweiten  Differentialquotienten  entgegenge- 
setzt, das  heisst,  gleich  def  positiven  oder  negativen  Einheit  zu 
nehmen,  je  nachdem  der  zweite  Differentialquotient  f*  (xj  ne- 
gativ oder  positiv  ausfällt. 

Nachdem  der  Werth  q  gefunden  ist,  erhält  man  durch  Ver- 
bindung von  (22)  und  den  ersten  Gleichungen  (21),  indem  wieder 
die  Ordinate  y^  =  f(xj  benutzt  wird,  eine  Darstellung  der  Coor- 
dinaten  a  und  h  des  Krümmungsmittelpunktes  mit  Hülfe  der  re- 
lativen Coordinaten  des  Punktes  {x^,  yj  in  Bezug  auf  den  Punkt 
(a,  ft) 

-*r(^o) 


(25) 


{i4-r(^o)r(^„))' 


{i4-r(^o)r(0)' 

Hier  spielt  das  so  eben  definirte  Vorzeichen  e  eine  wesentliche 
Rolle.  Wir  haben  bemerkt,  dass  der  Mittelpunkt  eines  jeden 
die  Curve  in  dem  Punkte  (x^,  yj  berührenden  Kreises  und  daher 
auch  des  Krümmungskreises  auf  der  in  dem  Punkte  (x^,y^)  er- 
richteten Normale  der  Curve  liegen  muss ;  femer  giebt  die  Länge 
Q  die  Entfernung  zwischen  dem  letzteren  Punkte  und  dem  Krüm- 
mnngsmittelpunkte  an.  Weil  aber  die  Normale  von  dem  Punkte 
der  Curve  aus  nach  zwei  Seiten  gezogen  werden  kann,  so  be- 
darf es  einer  Entscheidung  darüber,  auf  welcher  Seite  der 
Krttmmungsmittelpunkt  liegen  soll,  und  diese  folgt  aus  dem 
Umstände,  dass  nach  (25)  die  Ordinatendifferenz  y^ — b  das 
Vorzeichen  e  hat.  Bei  der  angenommenen  Lage  der  Coordina- 
tenaxen  ist  die  Differenz yf^r-h  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
sich  der  Punkt  (x^y  y^)  oberhalb  oder  unterhalb  des  Punktes 
(o,  h)  befindet.  Wenn  also  f"  {x^)  negativ,  mithin  «  positiv  ist, 
so  liegt  der  Krümmungsmittelpunkt  (a,  6)  unterhalb  des  Punktes 
(^o>  Vo)  öder  auf  der  unteren  Seite  der  Normale,  wenn  dagegen 
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f*  (^o)  positiv,  mithin  c  negativ  ist,  oberhalb  des  Punktes  {x^^  y^) 
oder  auf  der  oberen  Seite  der  Normale.  Dass  sich  die  beiden 
Seiten  der  Normale  auf  diese  Weise  unterscheiden  lassen,  rührt 
davon  her,  dass  stets  ein  endlicher  Werth  der  Grösse  f  (xj 
vorausgesetzt  ist,  und  dass  in  Folge  dessen  der  Neigungswin- 
kel, den  die  in  dem  Punkte  (x^^  y^)  die  Curve  berührende  Ge- 
rade mit  der  Abscissenaxe  macht,  nie  gleich  einem  Rechten 
ist,  also  die  construirte  Normale  nie' der  Abscissenaxe  parallel, 
mithin  bei  unserer  Annahme  nie  horizontal  werden  kann. 

Die  Bestimmung  des  Krümmungskreises  für  einen  Punkt 
einer  Curve  liefert  das  Mittel  zur  Kenntniss  der  Krümmung  der 
Curve  an  der  betreflFenden  Stelle.  Weil  sich  der  Krümmungs- 
kreis der  Curve  näher  anschliesst  als  irgend  ein  anderer  be- 
rührender Kreis,  so  ist  die  concave  Seite  der  Krümmung  nach 
demjenigen  Theile  der  Normale  gerichtet,  in  dem  sich  der 
Krümmungsmittelpunkt  befindet.  Der  reciproke  Werth  des  Krüm- 
mungsradius bildet  das  Mass  der  Krümmung  selbst,  indem  einem 
grösseren  Radius  eine  geringere,  einem  kleineren  eine  stärkere 
Krümmung  entspricht.  Eine  Ausnahme  macht  der  Fall,  in 
welchem  für  den  betreffenden  Punkt  der  Curve  der  nach  der 
Abscisse  genommene  zweite  DiflFerentialquotient  der  Ordinate 
verschwindet.  Dann  wird  der  reciproke  Werth  des  Krümmungs- 
radius gleich  Null,  und  man  darf  den  Krümmungsradius  als 
unendlich  gross  bezeichnen.  Prüft  man  unter  der  in  Rede  ste- 
henden Voraussetzung  die  Berührung  zwischen  der  betreffenden 
Geraden  und  der  Curve,  so  überzeugt  man  sich,  dass  sie  von 
der  zweiten  Ordnung  wird,  während  sie  sonst  vermöge  der 
obigen  Ausführungen  nur  von  der  ersten  Ordnung  ist.  Es  nimmt 
also  die  berührende  Gerade  die  Stelle  des  Krümmungskreises 
ein.  Indem  die  Function  fix),  die  {\1tx=Xo  gleich  Null  wird, 
bei  dem  Durchschreiten  des  Werthes  x^  das  Vorzeichen  wechselt, 
geht  die  Lage  des  Krümmungsmittelpunktes  oder  der  Sinn  der 
Krümmung  von  der  einen  zu  der  anderen  Seite  der  Curve  über 
und  die  Krümmung  wendet  sich,  weshalb  der  bezeichnete  Punkt 
der  Curve  ein  Wendepunkt  genannt  wird. 

Als  Beispiele  für  die  Bestimmung  des  Krümmungsradius 
mögen  die  Functionen  des  zweiten  und  dritten  Grades  genom- 
men werden,  die  in  (6)  und  (13)  des  §  36  betrachtet  sind  und 
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deren   erstere  die   Gleichung  einer  Parabel  iiefert.     Für  die 
erstgenannte  hat  man 


)  p  /^\  — 


(26)  \rix)  =  2a,x+a, 

mithin   erhält   der   reciproke  Krümmungsradius  nach  (24)  den 
Ausdruck 

(27)  -1  = z:^ ^. 

(l  +  (2a,aj,  +  a,y)' 
Das  Vorzeichen  €  ist  dem  Coefficienten  a,,  entgegengesetzt,  also 
ftlr  a^>0  negativ,  für  Oo<^  positiv  zu  nehmen.  Die  concave 
Seite  der  Krümmung  kehrt  sich  daher  in  allen  Punkten  bei  der 
getroflFenen  Annahme  für  ao>0  nach  oben,  ftir  ao<0  nach 
unten.  Die  Figur  (5)  des  §  2  entspricht,  wie  in  §  36  erwähnt 
worden,  der  Voraussetzung  a^>0,  und  würde  bei  der  entgegen- 
stehenden Voraussetzung  von  oben  nach  unten  umzudrehen  sein. 
Aus  den  Gleichungen  (13)  des  §  36  ergiebt  sich  als  Aus- 
druck des  reciproken  Krümmungsradius 
(28)  -1  =  —6{ea^x^+2a,) 

Hier  ist  die  concave  Seite  der  Krümmung  fllr  den  Theil  der 
Curve,  in  welchem  der  Ausdruck  6a^x^  +  2a^  positiv  ist,  nach 
oben,  für  den  Theil,  in  welchem  der  Ausdruck  negativ  ist,  nach 
unten  gerichtet.  Zwischen  den  beiden  Theilen  der  Curve  liegt 
der  Punkt,  für  welchen  600^^0  + 2a,  gleich  Null  wird,  der  also 
vermöge  der  gegebenen  Erklärung  ein  Wendepunkt  der  Curve  ist. 
Man  übersieht  jetzt  mit  Leichtigkeit,  auf  welche  Weise  die 
Beurtheilung  des  Maximums  und  Minimums  der  Ordinate  einer 
Curve  mit  deren  Krümmung  zusammenhängt.  Nach  §  35  han- 
delt es  sich  dort  um  solche  Punkte  der  Curve,  bei  denen  die 
berührende  gerade  Linie  mit  der  Abscissenaxe  parallel  läuft. 
Sobald  der  zweite  nach  der  Abscisse  genommene  Differential- 
quotient der  Ordinate  in  dem  betreffenden  Punkte  der  Curve 
nicht  verschwindet,  ergiebt  die  Construction  des  Krümmungs- 
kreises eine  bestimmte  Lage  für  dessen  Mittelpunkt;  für  einen 
negativen  Werth  jenes  Differentialquotienten  liegt  bei  der  gel- 

LiiMchlta,  Anftlysis  IL  13 
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tenden  VorauBsetzung  der  Mittelpunkt  unterhalb  des  zugehörigen 
Punktes  der  Curve  und  bezeichnet  ein  Maximum,  flir  einen  po- 
sitiven Werth  liegt  er  oberhalb  und  bezeichnet  ein  Minimum  der 
Ordinate.  Wenn  jedoch  der  in  Rede  stehende  zweite  Differential- 
quotient in  einem  Punkte  der  Curve  gleich  Null  wird,  ohne 
dass  der  entsprechende  dritte  Differentialquotient  verschwindet, 
so  hat  die  berührende  Gerade  mit  der  Curve  eine  Bertlhrung 
der  zweiten  Ordnung;  der  Punkt  ist  ein  Wendepunkt,  und  die 
Ordinate  wird  an  der  betreffenden  Stelle  weder  zu  einem  Ma- 
ximum noch  zu  einem  Minimum. 


§  38.    Oreniwerthe  von  Quotienten  gleiohseitii^  gegen  die 

VnU  abnehmender  Fonotionen. 

Die  Frage  nach  dem  Verhalten  des  Quotienten  zweier 
Functionen  derselben  Grösse,  die  sich  in  der  Nähe  eines  ge- 
wissen Werthes  ändert,  hat  nur  dann  eine  eigenthtimliche  Be- 
deutung, wenn  beide  Functionen  bei  einer  auf  den  betreffenden 
Werth  hin  gerichteten  Bewegijng  der  Variable  gegen  die  Null 
convergiren.  Es  folgt  schon  aus  I,  §  16,  dass,  falls  unter  den 
erwähnten  Umständen  die  Nennerfunction  gegen  einen  Grenz- 
werth  convergirt,  der  nicht  gleich  Null  ist,  der  Quotient  gegen 
den  Quotienten  der  beiden  Grenzwerthe  convergiren  muss, 
dass  femer,  falls  die  Nennerfunction  gegen  die  Null  und  gleich- 
zeitig die  Zählerfunction  gegen  einen  von  der  Null  verschie- 
denen Grenzwerth  convergirt,  der  Quotient  seinem  absoluten 
Werthe  nach  über  jedes  Mass  hinaus  wächst  oder  nach  der  in 
§  8  eingeführten  Ausdrucksweise  unendlich  gross  wird.  Demnach 
bleiben  nur  solche  Quotienten  übrig,  bei  denen  die  Zähler-  und 
Nennerfunction  gleichzeitig  gegen  die  Null  convergiren.  Hierher 
gehört  auch  die  Aufgabe,  bei  einer  Function  f{x),  deren  Va- 
riable X  den   besonderen  Werth  x^  erhalten   soll,   den  Grenz- 

werth  des  Quotienten  der  beiden  Differenzen ^^ für 

X        Xq 

numerisch  abnehmende  Werthe  der  im  Nenner  stehenden  Diffe- 
renz X — Xq  zu  untersuchen,  oder  die  Bildung  des  Differential- 
quotienten der  Function  f{x)  in  l^ezug  auf  die  Variable  x. 
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Gegenwärtig  denken  wir  uns  ttlr  ein  gewisses  Intervall  der 
Variable  x  zwei  Functionen  /(a;)  und  g{x)  eindeutig,  endlich 
und  stetig  gegeben,  und  setzen  voraus,  dass  beide  fUr  einen  ge- 
wissen Werth  X'=^Xq  gleich  Null  werden;  dann  kommt  es  darauf 

fix) 
an,  zu  erkennen,  ob  der  Quotient  — /-(-  bei  der  Annäherung  der 

Variable  x  gegen  den  Werth  x^  gegen  einen  festen  Grenzwerth 
convergirt,  und,  wenn  dem  so  ist,  den  Grenzwerth  zu  bestimmen. 
Es  sei  wieder  x=x^'Vhy  und  man  habe  für  jede  der  beiden 
Functionen,  wie  im  vorigen  §,  eine  nach  den  Potenzen  des  In- 
crements  A  fortschreitende  Entwickelung 

Nach  der  gemachten  Annahme  ist  f{x^  =  g(x^  ä  0;  die  Zahl 
p  wird  so  gewählt,  dass,  wenn  die  auf  einander  folgenden  Dif- 
ferentialquotienten rix^)^  r'(^o)>-    •  ^^^   ersten   ab  ebenfalls 

verschwinden,  der  (j>  +  l)te  Differentialquotient /^^  (x^  der 
erste  ist,  der  nicht  verschwindet,  desgleichen  die  Zahl  g  in  der 
Wei^e,  dass,  wenn  die  auf  einander  folgenden  Differentialqno- 
tienten  g'ix^)^  ^"(^o)>"--  verschwinden,  der  (}-»-l)te  Differen- 
tialquotient g  ^^^  (x^)  der  erste  ist,  der  nicht  versehwindet.  Mit- 
hin wird  f(x)  durch  den  Restausdmck  in  (1),  g(x)  durch  den 
Restausdruck  in  (2)  dargestellt,  und  es  entsteht  für  den  zu  un- 
tersuchenden Quotienten  der  Ausdruck 

In  Folge  der  gemachten  Annahmen  convergirt  der  Factor 
~lf+i)~ *^'   abnehmendem  h  gegen    den  Grenzwerth 

-^,^5- — »  und  da  der  numerische  Factor  ,    .  /'.>  der  fttrp=a 
gleich  der  Einheit  wird,  von  h  noabhängig  int,  mp  richtet  »icb 
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das  Verhalten  des  Quotienten     ;  ;   nach  der  BeschaflFenheit  der 

Potenz  J/^^.  Wenn  p>q  und  daher  der  Exponent  positiv  ist, 
nähert  sich  die  zugehörige  Potenz  der  Null ;  für  /? = g  hat  sie 
den  Werth  der  Einheit;  wenn  p<,q  und  daher  der  Exponent 
negativ  ist,  so  wächst  die  betreffende  Potenz  numerisch  über 
jedes  Mass  hinaus.    Hieraus  geht  das  Resultat  hervor,  dass  der 

Quotient     \  l    bei   einer  Annäherung  der  Variable  x  an  den 

Werth  Xf^  gegen   die   Null,  oder  gegen  den  von  Null  verschie- 

denen  Grenzwerth  — (^+i) convergirt,   oder  über  jedes  Mass 

ff  K) 
hinaus  wächst,  je  nachdem  der  erste  Differentialquotient  von 
f(x),  der  für  x=Xq  nicht  verschwindet,  von  einer  höheren, 
oder  von  der  gleichen,  oder  von  einer  niedrigeren  Ordnung 
als  der  erste  Differentialquotient  von  g(x)  ist,  der  fUr  x=Xq 
nicht  verschwindet. 

Beispiel.    Es  soll  der  Grenzwerth  des  mit  den  Constanten 
a  und  h  gebildeten  Quotienten 

tg  {ax)  —  ax 
tg{hx)  —  hx 
bei  der  Annäherung  von  x  gegen  die  Null  bestimmt  werden. 
Aus  den  Gleichungen 

f{x)  =  ig(ax)  —  ax,   g(x)  =  tg  (bx)  —  hx 
folgt  durch  Differentiation 

psM^  2a»8in(aa?)  r/Y:r^—  ^ft^ain^a-       - 

Für  a?  =  0  verschwinden  f{x\  f'{x),  f"{x),  g{x\  g'{x\  g"{x), 
während  r'(x)  den  Werth  2a%  g'"{x)  den  Werth  2&"  annimmt. 
Der  gegebene  Quotient  convergirt  daher  gegen  den  Grenz- 
werth 


6« 
Die  im  gegenwärtigen  §  behandelten  Aufgaben  pflegen  in 

den  früheren  Schriften    so   ausgesprochen  zu  werden,  dass  der 
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fix) 
wahre  Werth  eines  Quotienten     \  \    zu  ermitteln  sei,  der   für 

einen  Werth  x=:^x^  in  der  Gestalt  von  Null  dividirt  durch 
Null  erscheint.  Diese  Benennung  kann  zu  einem  Zweifel  Anlass 
geben,  ob  es  nothwendig  sei,  ausdrücklich  zu  fordern,  dass  bei 
der  Anwendung  der  Division  der  jedesmalige  Divisor  nicht 
gleich  Null  sei,  wie  in  I,  §  21  geschehen  ist  Sobald  man  aber 
auf  die  in  I,  §  16  angestellte  Erörterung  zurückgeht,  durch 
welche  die  Division  von  Grenzwerthen  und  damit  die  Division 
von  bestimmten  Werthen  überhaupt  begründet  wird,  so  übei*zeugt 
man  sich,  dass  daselbst  ein  Divisor,  dessen  Grenzwerth  gleich  Null 
ist,  ausgeschlossen  werden  muss.  Es  sind  an  jener  Stelle  zwei 
Beihen  von  Brüchen  gegeben 
(3)  y,  /', ...  und  e',  «", . . . 

bei  deren  jeder  die  auf  einander  folgenden  Brüche  nach  der  in 
I,  §  15  au%estellten  Definition  sich  einem  bestimmten  Grenzwerthe 
nähern.  Ein  Individuum  der  einen  und  ein  Individuum  der 
anderen  Reihe  werden  successive  durch  die  fundamentale  Rech- 
nungsoperation der  Division  verbunden,  wodurch  die  Reihe  der 
Quotienten 

entsteht.  Von  diesen  Quotienten  wird  gezeigt,  dass  sie  sich 
unter  der  Einschränkung,  dass  die  Brüche  €%  e", .••  numerisch 
nicht  unter  einen  festen  Zahlenwerth  herabgehen,  wieder  einem 
bestimmten  Grenzwerthe  nähern ;  dagegen  bleibt  der  Fall  ausge- 
schlossen, dass  die  Brüche  e\  e",...  numerisch  beliebig  klein 
werden  oder  gegen  Null  als  Grenzwerth  convergiren.  Um 
den  Unterschied  deutlich  zu  machen,  der  zwischen  dem  so  eben 

beschriebenen  und  dem  zum  Grenzwerthe  eines  Bruches      ,  { 

g{x) 

führenden  Process  obwaltet,  stellen  wir  der  Reihe  (4)  dieWerthe 

fix) 
gegenüber,  welche  der  Quotient  -^-4-  erhält,  indem  statt  x  eine 

Reihe  von  Grössen  XQ-\-h%  ^Cq+ä",  ...  substituirt  wird,  in  denen 
die  Incremente  h\  A", . .  auf  irgend  eine  Weise  numerisch  abneh- 
men, nämlich 

f[ji',  +  h')        f{x^  +  h") 


(5) 


r/K  +  /0     (Ax.-^in 
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Weil  der  Zähler  und  Nenner  Functionen  derselben  Variable 
sind,  so  gehört  hier  zu  jedem  der  Werthe  A',  A''. . .,  ein  bestimmtes 
Paar  von  Werthen  der  beiden  Functionen.  In  der  Reihe  der 
Quotienten  (4)  ist  jedoch  die  Beziehung  eines  Individuums  der 
einen  Reihe  von  Brtlchen  /,  /', . . .  auf  ein  Individuum  der  an- 
dern Reihe  e',  e", . .  nach  der  Natur  der  Sache  nicht  strenge  vorge- 
schrieben; denn  die  hier  anzustellenden  Betrachtungen  gelten  auch 
dann  noch,  wenn  man  aus  den  beiden  Reihen  je  zwei  Individuen 
zusammenfasst,  die  hinreichend  weit  vorgerückt  sind,  ohne  genau 
gleich  weit  vorgerückt  zu  sein.  Ich  habe  diesen  Umstand  an  der 
erwähnten  Stelle  nicht  hervorgehoben,  weil  derselbe  dem  Anfänger 
leicht  als  eine  unnütze  Snbtilität  erscheinen  kann ;  dagegen  ist  in 
I,  §  IC  nach  den  Gleichungen  (10)  bis  (13)  die  Bedeutung  des 
Gleichheitszeichens  so  definirt,  dass  von  einem  hinreichend  weit 
^vorgerückten  Bruche  aus  jeder  der  beiden  Reihen  die  Rede  ist, 
ohne  für  die  combinirten  Brüche  die  gleiche  Stellenzahl  zu  for- 
dern. Die  Sicherheit  der  Rechnung  mit  bestimmten  Grossen  be- 
ruht gerade  darauf,  dass  bei  allen  vier  Grundoperationen  aus 
jeder  der  beiden  Reihen  zwei  hinreichend  weit  vorgerückte  Indi- 
viduen genommen  werden  dürfen,  ohne  dass  die  Stellenzahl 
gleich  ist.  Offenbar  würde  sich  aber  nicht  nachweisen  lassen, 
dass  die  Reihe  der  Quotienten  (4)  auch  dann  gegen  einen  festen 
Grenzwerth  convergire,  wenn  sowohl  die  y',  /', . . .  wie  auch  die 
e',  fi", . . .  numerisch  ohne  Ende  abnähmen,  und  zugleich  bei  der 
Combination  der  einzelnen  Individuen  zu  den  Quotienten  die 
bezeichnete  Willkür  stattfände.  Bei  der  Rechnung  mit  Grenz- 
werthen,  wie  sie  von  den  Griechen  ausgebildet  ist,  darf  man 
statt  jedes  Grenzwerthes  ein  in  gewissem  Umfange  beliebig 
gewähltes  Individuum  der  zugehörigen  Reihe  von  Brüchen  setzen, 
und  deshalb  ist  der  Grenzwerth  einer  Reihe  von  Brüchen,  die 
numerisch  ohne  Ende  abnehmen,  nicht  als  Divisor  anwendbar. 
Eine  Reihe  von  Quotienten,  bei  denen  zu  jedem  Nenner  ein  be- 
stimmter Zähler  vorgeschrieben  ist,  kann  aber  gegen  einen  be- 
stimmten Grenzwerth  convergiren,  indem  die  Zähler  mit  den 
Nennern  zugleich  numerisch  abnehmen.  Mit  diesem  Process 
fängt  die  Infinitesimalrechnung  an. 


] 
.dl 
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§  39.  Uebergang  ven  IHireranxenquotianten  zu  DllllBrential- 

quotienten  gMoh  lioli«r  Ordnunff.  Umformang  der  Znterpo- 

latioiuiformel  von  Lagraiiire  in  eine  von  Newton 

herrührende  Oeetalt. 

In  §  16  sind  die  von  einer  Function  genommenen  DiflFeren- 
tialquotienten  der  verschiedenen  Ordnungen  so  definirt,  dass  der 
von  dem  DiflFerentialquotienten  einer  gewissen  Ordnung  gebil- 
dete Diflferentialquotient  den  Differentialquotienten  der  nächst 
höheren  Ordnung  ergiebt.  Jeder  erste  Differentialquotient  ent- 
steht aus  dem  zugeordneten  ersten  Differenzenquotienten  durch 
einen  Uebergang  zu  einem  Grenzwcrthe  oder,  wie  man  auch 
sagt,  durch  einen  Grenzprocess.  Mithin  schliesst  die  gegebene 
Definition  eines  DiflFerentialquotienten  der  pten  Ordnung  die 
successive  Ausführung  von  p  Grenzprocessen  in  sich.  Man  kann 
indessen  den  pten  Differentialquotienten  einer  Function  auch 
aus  dem  zugeordneten  ^tcn  Differenzenquotienten  ableiten,  wozu 
nur  ein  einziger  Grenzprocess  erforderlich  ist.  Der  Ausdruck 
des  mit  der  constanten  Differenz  z/a;  =  A  gebildeten  pten  Diffe- 
renzenquotienten einer  Function  f{x)  ist  in  (12)  des  §  15  ange- 
geben; jetzt  handelt  es  sich  darum  zu  zeigen,  dass  derselbe  für 
eine  numerisch  gegen  die  Null  abnehmende  Grösse  h  gegen 
den  pten  Differentialquotienten  der  Function  f(x)  convergirt. 

Bei  der  Entwickelung  einer  Function  nach  dem  Taylor'- 
sehen  Satze,  welche  zu  diesem  Zwecke  benutzt  werden  wird, 
sind  die  auf  einander  folgenden  Potenzen  des  Increments  der 
Variable  mit  Coefficienten  multiplicirt,  die  erhalten  werden,  in- 
dem man  die  betreffenden  Differentialquotienten  durch  die  gleich- 
namigen Zahlcnfacultäten  dividirt,  nämlich 

^^  dx    '    2!         ax^     '    "    i>!         da/' 

Denselben  entsprechen   die  mit  den  erwähnten  Differenzenquo- 
tienten zu  bildenden  Ausdrücke 

1^1  , , . . . •  —  • 

^x         2\{^xY  p\{Axf 

Statt  dieser  wollen  wir  Ausdrücke  betrachten,  die  aus  einer  be- 
liebigen Reihe  von  Werthen  der  Variable 
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(ö)  Xj  X^j  x^, . , .  x^ 

erhalten  werden  und  durch  die  Annahme  einer  constanten  Dif- 
ferenz Jx  =  h  in  (2)  übergehen. 

Nach  den  in  §  15  eingeführten  mit  der  vorstehenden  Reihe 

(3)  correspondirendeu  Bezeichnnngen  hat  man 

(4)  ^M^   fM-fi^)  ^     ^/-(x.)  ^  fix,)- fix,)  ^ 

Jx  X^ — X  /IXy^  x^  —  x^ 

Wird   nun   die   entsprechende   Differenz   des  Ausdrucks 

^1 X 

durch  die  Grösse  x,—x  dividirt,  so  kommt  nach  einer  Redaction 

^fix,)      Jfjx) 
,px  ^x.  Jx 

(5)    — ^;zri — 


(x^—x)(x^—x^)       (x^  — .r)  (a?i— a?J       (x—xj  (x  —  x^) 

Wenn  man  die  Differenz  dieses  Ausdrucks  bildet  und  durch 
die  Grösse  x^  —  x  dividirt,  und  dasselbe  Verfahren  wiederholt, 
so  entsteht  nach  Cp  — 1)  Anwendungen  der  folgende  Ausdruck, 
bei  dem  die  Reihenfolge  der  Zeiger  umgekehrt  geschrieben  ist 
fix) 


(6) 


(«—«,)  ix  —x^)..ix—x^) 


-r.  .4- 


(X^  —  X)  {X^  —  X^)..{X^-'X^_^)         ' '       (X^^—X)  (^p_i— ^i)..(.Vl""^,r-2) 

Die  allgemeine  Richtigkeit  der  gegebenen  Darstellung  folgt  aus 
der  leicht  zu  beweisenden  Thatsache,  dass,  wenn  die  Dif- 
ferenz des  Ausdrucks  (6)  durch  die  Grösse  x^  —  x  dividirt 
wird,  der  folgende  Ausdruck  entsteht,  der  dasselbe  Bildungs- 
gesetz hat, 

(7)         ^•^^-      

{x'-x^){x  —  x.^)..{x  —  Xp) 


(x^—x)  {x^—x^),,(x^—x^)       "      {x^—x){x^'-x^)..{x^-x^_^) 

Dieser  Ausdruck  muss  sich,  sobald  die  Differenzen  Xi—Xj 
x^ — Ä?,,..  gleich  derselben  Grösse  h  gesetzt  werden,  in  den 
durch  p\  dividirten  in  (12)  des  §  15  dargestellten  pten  DiflTe- 
renzenquotienten  verwandeln,  weil  die  nach  einander  erfolgenden 
Divisionen   durch   die    Grössen   x^  —  Xy  x.^ — ^y  ^^ — ^y^p — ^ 
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alsdann  eben  so  viel  bedeuten  wie  die  successiven  Divisionen 
durch  die  Grössen  A,  2ä,  3ä,  . .  ,ph  Auch  sieht  man  sofort  ein, 
dass  unter  der  betreffenden  Annahme  die  Nenner,  mit  denen 
in  (7)  die  Functionswerthe  f{x\  f(x^), . . .  f{x^)  behaftet  sind, 
respective  die  folgenden  Werthe  erhalten 

(8)  (-.l)(_2)..(-l,)A^  (!)(-.  1)(- 2). .(-p  +  l)A',... 

l>(p-l)(p-2)...lÄ^ 

woraus  die  behauptete  Uebereinstimmung  durch  Vergleichung 
mit  dem  Bildungsgesetz  der  Binomialcoefficienten  ebenfalls  her- 
vorgeht. 

Durch  Einführung  der  Bezeichnungen 

(9)  x=x^  +  hQ,     x^=x^-¥h^,...x^=x^+hp 
verwandelt  sich  (7)  in  den  Ausdruck 

•  •  •     1     /'» 


Wir  suchen  jetzt  den  Grenzwerth  von  (10)  für  abnehmende 
Grössen  ä^,  ä„  . . .  A  und  entwickeln  dazu  die  Zähler  nach  dem 
TayZor'schen  Satze: 

(11)  f(^o + K)  =fi^o) + r(^o)Aa + -2V  K-^'" 

daselbst  bedeutet  a  nach  einander  jede  der  Zahlen  0,1,2,..^, 
und  6^  einen  positiven  echten  Bruch.  Die  Ausführung  der 
erforderlichen  Additionen  gelingt  mit  Hülfe  eines  algebraischen 
Satzes,  dessen  Quelle  sich  in  I,  §  95  befindet.  Dort  ist  die 
Zerlegung  eines  rationalen  echten  Bruches  mit  einer  Variable  in 
Partialbrtiche  für  den  Fall  auseinandergesetzt,  dass  die  Nenner- 
function  nur  ungleiche  Factoren  des  ersten  Grades  enthält.  Mit 
ienp  +  l  von  einander  verschiedenen  Grössen  hf^,h^,,,hp  werde 
die  Function  des  {p  4- 1)  ten  Grades 
(12)  Nij^)  =  (^  -  h,)  (z  -  h,) . .  .  (^  -  h^) 

gebildet,  M(/s)  bezeichne  eine  beliebige  rationale  ganze  Function 
des  2>  ten  oder  eines  niedrigeren  Grades;  dann  gilt  die  Gleichung 
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^'^^  "J/W  -  N'(h,)e-kJ.  N'(h,)  z-hj---^  N-{h^)  z-h; 

wo  die  Werthe  des  Dilferentialquotienten  "N'iz)  die  Bedeutung 

(14)  N-{h,)={h„-h,)ih,-h^) . .  (A„-A,), 
N'  (A,) = (Ä,  -  A„)  (h,-K)..  {h,  -  h^) 

n.  s.  f.  haben.  Für  die  ganze  Function  M(z)  crgiebt  sich  daraus 
die  nach  I,  §  9&  mit  der  IrUerpolationsformd  von  Lagrange 
zusammenfallende  Darstellung 

(15)  M(e)  =  -M^^?M-''n^...  +  ''^'''   ''^'^ 


—  —  • 


Hier  müssen  nach  I,  §  44  die  Coefficienten  der  gleich  hohen 
Potenzen  von  jg  auf  beiden  Seiten  einander  gleich  sein.    Weil 

nun  die  sämmtlichen  Ausdrücke       ■/ j      - ,  » •  •  aus  (12)  durch 

Weglassung  von  einem  der  Factoren  ersten  Grades  entstehen, 
so   ist  jeder  einzelne  gleich  einer   ganzen  Function  des  p  ten 

Grades,  in  welcher  e^  mit  der  Einheit  multiplicirt  ist;  man  erhält 

daher  den  Coefficienten  der  Potenz  z^  auf  der  rechten  Seite  von 
(15),  in  dem  man  jeden  der  bezüglichen  Ausdrücke  durch  die 
Einheit  ersetzt.    So  entsteht  der  folgende  Satz: 

Wenn  N{e)=={e — Aq)  (-^  "~  ^i)  •  •  (^  "" 'V^  ^^>  *^'^  ^*^  Grössen 
h^yh^j-'h^  sämmtlich  von  einander  verschieden  sindy  und  wenn 
M{z)  eine  rationale  ganze  Function  von  z  bedeutet^  die  höchstens 

vom  pten  Grade  und  hei  der  3W  den  Coefficienten  von  /  aus- 
drückt^  so  gilt  die  Gleichung 

Für  jede  Function  M{z)  von  niedrigerem  als  dem  p  ten  Grade 
ist  der  Coefficient  3)1  gleich  Null^  folglich  die  rechte  Seite  von 
(16)  ebett falls  gleich  Null. 

Die  Summen ,  welche  bei  der  Substitution  der  (p  -f  1) 
Ausdrücke  (11)  fn  (10)  respective  als  Factoren  Yonf{x^),f'{Xo),... 

L L^z,  L — piL    auftreten,    werden    durch    die   Gleichung 

(i?-l)I  pl 
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(16)    bestimmt,  indem   man    für   M{z)    successive   die   ganzen 
positiven  Potenzen  der  Variable  z  setzt 

(17) 


1       -2 


jer  =  1,  jer ,  £r , .  .xr 


.f-i 


e  . 


Insofern  die  sämmtlichen  Potenzen  mit  Ausnahme  der  p  ten  von 
niedrigerem  als  dem  p  ten  Grade  sind,  bekommen  die  zuge- 
hörigen Summen   sämmtlich  verschwindende  Werthe;    dagegen 

nimmt  die  zu  /  gehörende  Summe  den  Werth  der  Einheit  an. 
Man  findet  somit  die  Resultate 

11.1 


(18) 


N'  (/g 


N'iK) 


+ 


4-  ...+ 


N'  (\) 


=  0 


N'{h,)    ^'"^    N'(h^) 


»0 


p-i 


h 


p-i 


,p 


+  ...+ 


p      


^'  ih,) 


=  0 


V-    +    .  .   .    + 


^-.  =1. 


^'  (V 


Demnach  fallen  in  dem  zu  bildenden  Aggregat  (10)  die  Factoren 

von  f(xj,f'(xj,..  bis  ^-^p^xr  fort,  der  Factor  von    — ^^j-  - 
wird  gleich  der  Einheit,  und  es  ergiebt  sich 


(19) 


«JP  A^o  +  Äj 


a  =  0       N'(hJ 


pi  a=o  (i?-Hl)!  N'iK) 

Wenn  man  jetzt  die  Grössen  h^,  A^, . . .  A^  numerisch  in  der  Weise 
abnehmen   lässt,   dass  sie  sämmtlich  differiren,    und   dass   die 


aus   ihnen  gebildeten  p-b  1   Brüche 


u 


numerisch  unter 


einem  festen  Werthe  enthalten  bleiben,  so  wird  jeder  der  p+l 


Brüche  — 


f        (^0  +  ^«  K)        A, 


tt 


tor 


(p  +  1)! 


N'ihJ 


durch  den  binzotretenden  Fac- 


(p  +  l)l 


h^,   dessen   erster  Theil   endlich   ist  und 
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dessen  zweiter  Theil  abnimmt,  beliebig  klein.  Es  nähert  sich  des- 
halb 4ie  auf  der  rechten  Seite  von  (19)  vorkommende  Summe  der 
Null,"  und  die  rechte  Seite  convergirt  gegen  den  Grenzwerth 

1 — j  wodurch  die  gewtlnschte  Gleichung  entsteht 

(20)  lim/J^^^«-^*-^^        f""'^^^^ 


«=o      J^'(ÄJ  p\ 

Die  für  die  gleichzeitige  Abnahme  der  Grössen  Äq,  A^,  . . .  ä^ 
aufgestellten  Bedingungen  gestatten,  dass  man  \  gleich  Null 
nimmt;  dann  wird  vermöge  der  Gleichungen  (9)  aus  (20)  die 
für  abnehmende  Differenzen  x^—x^^  x^—x^^..,  geltende  Glei- 
chung 

(20*)   lim.l   . TT r--7 r+--+-/ \7 \? r 

-    pf' 

Wenn  man  ferner  h^  =  0,  ausserdem  aber  Äj,  ä^,  . .  h^  respective 
gleich  den  durch  den  Zeiger  angegebenen  Vielfachen  derselben 
Grösse  h  setzt  und  diese  abnehmen  lässt,  gelangt  man  zu  dem 
DiflFerenzenquotienten  der  p  ten  Ordnung,  der  fllr  eine  constante 
Differenz  h  gebildet  ist,  und  erhält  statt  (20)  die  zu  Anfang 
erwähnte  Gleichung 

(21)  lim  /^K+PM"yrK+(j;--l)A)+..4-(-^l)7(^,)\      /'^"\a?o) 

*°*  \  p\h'  /  i'-      ' 

Der  auf  der  linken  Seite  von  (19)  und  (20)  auftretende  Ausdruck 
zeichnet  sich  durch  die  Eigenschaft  aus,  ungeändert  zu  bleiben, 
wenn  man  die  p  +  1  Werthe  A^,  Aj, . . .  A  auf  alle  möglichen 
Arten  unter  einander  vertauscht,  oder,  mit  Anwendung  der  I, 
§  46  gebrauchten  Bezeichnung,  in  Bezug  auf  diese  p  -\-  l 
Werthe  symmetrisch  zu  sein. 

Man  gelangt  zu  Ausdrücken,    die  dasselbe  Bildungsgesetz 
wie  (10)  haben,  sobald  man  sich  die  Aufgabe  stellt,  die  in  (15) 
enthaltene  Interpolationsformel   von  Lagrange   in   eine  Gestalt  • 
zu  bringen,  die  im  5ten  Lemma  des  dritten  Buches  der  Prindpien 
Newtons  angegeben   ist.     Es   sei  M(js)    eine   rationale  ganze 
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Function   des  p  ten  Grades,    deren  Werthe  iUr   die  p  +  l  von 

einander   verschiedenen    Werthe   h^,  A^, .  . .  A^   der  ^Variable   £ 

gegeben  sind,  und  welche  dadurch  vollständig  bestimmt  ist.    In 

gleicher  Weise  sind  diejenigen  p  +  1  Constanten  M^f  M^,  • .  •  -M^ 

eindeutig  bestimmt,  mit  deren  Httlfe  M  (e)  die  folgende  Gestalt 

annimmt 

(22)     M{z)  =  M,  +  M,{ss-\)  +  M.^{e-h,){e^\)  +  . . . 

. . .  +  M^ie  —  h^)  (£r—  A^) . .  {z  —  hj^^). 
Wenn  man  nun  die  Constanten  M^,  3fj, .  .  3f^  durch  die 
Functionswerthe  M (ho), M(h^), .  .  M (h^)  ausdrückt,  so  liefert 
die  Gleichung  (22)  eine  Darstellung  von  M{z\  bei  welcher  nur 
die  gegebenen  (i?  +  1)  Functionswerthe  angewendet  werden. 
Hiermit  entsteht  die  erwähnte  -Areu;^on'sche  Interpolationsformel, 
welche  jetzt  abgeleitet  werden  wird. 

Indem   man    in  (22)   für  z  nach   der  Reihe    die   Werthe 
h^,  Aj,  .  . .  A^  substituirt,  ergeben  sich  die  Gleichungen 

l/(A^)=Jlf,  +  Jf,(A^-Ä,)  +  Jlf,(A^-A,)(A^-Ä,)+... 

. . .  +  M^{\-h^)  . .  (h^—h^,). 

Die  erste  derselben  zeigt,  dass  MQ=M{1h^  ist.  Man  kann  nun 
die  erste  Gleichung  nach  einander  von  jeder  der  folgenden 
subtrahiren  und  hierauf  rcspective  durch  Aj — A^,  A^—  A^, . .  A^  —  A^, 
dividiren ;  dann  entsteht  das  ähnlich  gebildete  System  von 
Gleichungen 

M(h,)-M{h,)  ^^ 


(24)  { 


M(h,)  —  M(ho)       „       „,, 


. . .  +  M^{h^—h^) . .  (Ä,— Ä^i), 
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durch  deren  erste  die  Constaiite  M,  = ^ i— — ^  bestimmt 

wird.  Auf  die  gleiche  Weise  fortfahrend  erhält  man  nach  ein- 
ander die  gesuchte  Darstellung  der  sämmtlichen  Constanten,  und 
überzeugt  sich  durch  ein  häufig  angewendetes  Schlussverfahren, 
dass  die  folgenden  Ausdrücke  für  jeden  Werth  der  Zahl  ß 
zwischen  1  und  p  gültig  sind, 

M{h,)  M{h,)  M{h,) 

M^  =-?:; ;-^r-r; ,  ^    +  -,t- r-wi r-<-  + 


(25)    { 


«        (A^_Ä,)(Äo-7g         (Ä,-Äj(Ä,-Ä,)  ^   (A,_Ä„)(A,-A,) 


+ 


Der  vorliegende  Ausdruck  von  -If^  geht  in  den  obigen  (10)  über, 
sobald  statt  der  Zahl  (i  die  Zahl  p,  und  statt  der  Func- 
tionswerthe  MQi^,  M  {h^\  ,  ,  respective  die  Functionswerthe 
f{xQ  +  Äq),  f(xQ  +  Äj), .  .  substituirt  werden.  Nach  einer  vorhin 
gemachten  Bemerkung  hat  der  zu  einer  beliebigen  Zahl  ß  ge- 
hörende Ausdruck  M^  die  Eigenschaft,  sich  nicht  zu  ändern, 
wofern  man  die  betreffenden  Grössen  ä^,  ä,,  . .  A.  auf  irgend 
eine  Weise  permutirt.  Hieraus  folgt  für  die  in  (22)  gegebene 
Darstellung  der  rationalen  ganzen  Function  ^M  {e\  dass,  wenn 
aus  der  Mitte  der  Grössen  A^,  A^,  .  .  A^  eine  Gruppe  von  auf 
einander  folgenden  herausgegriffen  und  permutirt  wird,  während 
die  Grössen  der  ersten  und  der  letzten  Zeiger  ungeändert 
bleiben,  etwa  die  Gruppe 
(26)  Ag,  A^^^,  . .  Aj, 

alsdann  die  Constanten  Jlf^,  3fj,  . .  Jlf  j  ungeändert  bleiben, 
weil  sie  von  der  Permutation  nicht  berührt  werden,  und  die 
Constanten  Jlfj,  Jfj^,, . . -3f  sich  ebenfalls  nicht  ändern,  weil 
sie  durch  die  Permutation  in  sich  selbst  übergehen.  Da  nun 
von    den   Factoren   (^— AJ,  (^r— AJ(;sr- A,), ..   genau   das   ent- 
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sprechende  gilt,  jedes  solche  Product  aber  ebenso  viel  Factoren 
enthält  als  der  Zeiger  des  Coefficienten  Einheiten  zählt,  so 
ändert  die  Permutation  der  Grössen  (26)  bei  jener  Darstellung 
nur  den  Inbegriff  derjenigen  Summanden,  deren  Coefficienten 
die  Zeiger  g,  ß  + 1, . .  l  haben. 

Mit  Hülfe  der  obigen  Gleichung  (21)  überzeugt  man  sich, 
dass   bei  beständiger  Abnahme  der  Differenzen 

*I  —  *0>    *2  ""  *0»  •  •  *p  "^  *0) 

die  Grössen  M^j  -Kj,..  respective  gegen  dieWerthe  convergiren, 
welche  die  von  M{jz)  nach  £  genommenen  durch  Facultäten  divi- 
dirten  Differentialquotienten  M'  (e),  M"  (z)j . .  für  ^  =  ä^  haben. 
Bei  dem  bezeichneten  Process  gehen  die  Verbindungen 
e  —  Aq,  (p—  Iiq)  (^  -—  Aj),  . .  beziehungsweise  in  die  auf  einander 
folgenden  Potenzen  der  Differenz  (s  —  h^)  über,  und  die  Inter- 
polationsfomiel  (22)  verwandelt  sich  in  die  Darstellung  der 
rationalen  ganzen  Function  ä)?  (z)  durch  den  Taj/Zor' sehen  Satz, 
welche  in  (12*)  des  §  27  angeführt  und  daselbst  besprochen  ist. 

§  40.    Kleine  Ordnen  versohiedener  Ordnungen. 

Die  Erörterungen  des  vorigen  §  lenken  die  Aufmerksam- 
keit auf  den  Umstand,  dass  die  Entwickelung  einer  Function 
f{x-\-h)  nach  den  Potenzen  des  Increments  h  nichts  anderes 
ist,    als    die    ebenso    geordnete    Entwickelung    der    Differenz 

(1)  f(x  +  h)-f(x) 

Indem  die  Zahl  p  successive  gleich  1, 2, . .  gesetzt  wird,  lässt 
sich  diese  Entwickelung  der  Differenz  unter  HinzufUgung  des 
zagehörigen  Restes  auf  ein  Glied,  auf  zwei  und  auf  mehrere 
Glieder  ausdehnen.  Man  kann  nun  den  betreffenden  Darstellun- 
gen eine  andere  Gestalt  geben,  bei  welcher  der  Rest  hinzu- 
gedacht und  nicht  hingeschrieben  wird.  Statt  (1)  notirt  man 
die  Gleichung 

(2)  f(x  +  h) -f{x)=f  (x)h  +  /^^)  Ä'  +  . .  +  ^-''Jf'^  h"  , 
und  erklärt  die  Bedeutung  des  Gleichheitszeichens  dahin,    dass 
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die  Differenz  der  linken  und  der  rechten  Seite  numerisch 
kleiner    sein  soll  als  der  gröste  vorkommende  Werth  des  aus 

der  Function  - — 7— \_yü —  ^^^  ^^^  Potenz  h^^^  zusammenge- 
setzten Products.  Das  in  Rede  stehende  Product  ist  das  Mass 
der  Abweichung  zwischen  den  Werthen  der  beiden  Seiten  oder 
auch  eine  numerische  obere  Grenze  des  Fehlers,  der  begangen 
wird,  sobald  man  statt  der  linken  Seite  die  rechte  setzt;  diese 
ist  eine  algebraische  rationale  ganze  Function  des  Increments  h 
vom  p  ten  Grade. 

Ehe  auf  das  Wesen  der  Gleichung  (2)  näher  eingegangen 
wird,  sei  daran  erinnert,  dass  alle  Massbestimmungen  von 
Gegenständen  der  Wirklichkeit  zu  Gleichungen  fllhren,  bei 
denen  das  dargestellte  von  dem  darzustellenden  um  eine  ge- 
wisse. Grösse  abweicht,  und  dass  daher  jede  Anwendung  der 
Rechnung  auf  wirkliche  Gegenstände,  die  dem  Masse  unter- 
worfen sind,  den  Gebrauch  von  Gleichungen  in  sich  schliesst, 
die  mit  gewissen  Fehlern  behaftet  sind.  Für  die  Glei- 
chung (2),  die  dem  rein  analytischen  Gebiete  angehört,  ist 
characteristisch ,  dass  ihre  rechte  Seite  ein  Aggregat '  von 
Potenzen  des  Increments  h  vom  ersten  bis  zum  p  ten  Grade  ist, 
und  der  zugehörige  Fehler  durch  die  in  eine  feste  Grösse 
multiplicirte  (p  ■¥  1)  te  Potenz  von  h  bezeichnet  wird.  Es 
besteht  aber  eine  in  diesem  Capitel  vielfach  benutzte  Grund- 
eigenschaft der  positiven  ganzen  Potenzen  einer  veränderlichen 
Grösse  darin,  dass,  wenn  zwei  mit  nicht  verschwindenden 
Constanten  -4,  B  multiplicirte  Potenzen   einer   solchen   Grösse 

Äh  und  Bh^  vorliegen,  und  wenn  (.1  den  höheren  Exponenten 
bedeutet,  man  immer  eine  solche  Grösse  angeben  kann,  dass 
bei  allen   numerisch  unter  derselben  befindlichen  Werthen  von 

h  die  Grösse  BJit  numerisch  um  beliebig  viel  kleiner  ausfällt 

als  die  Grösse  Äh  .  Sobald  nun  die  in  einer  Untersuchung 
auftretenden  von  einer  Variable  /*  unabhängigen  Wertne  sämmt- 
lich  numerisch  unter  einer  gewissen  positiven  Constante  K 
liegen,  so  stellen  die  Producte  von  K  in  die  auf  einander 
folgenden  positiven  ganzen  Potenzen  von  A 

(3)  Kh,  Kh\  Kh\  . . . 
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eine  Reihe  von  Grössen  dar,  die  für  hinreichend  kleine 
numerische  Werthe  von  A  in  steigender  Folge  nach  einem 
beliebig  zu  wählenden  Verhältniss  fortwährend  abnehmen,  und 
mit  denen  die  in  der  Untersuchung  vorkommenden  in  Bezug 
auf  die   Variable   h   rationalen   ganzen   Ausdrücke   verglichen 

werden  können.  Ein  beliebig  gegebener  Ausdruck  Äh  ^  wo  A 
wieder  von  Null  verschieden  ist,  steht  mit  der  aus  (3)  ge- 
nommenen zugehörigen  Grösse  Kh    in  dem  Verhältniss    _j  mit 

All 

der  vorhergehenden  Kh       in  dem   Verhältniss   — —  i  mit   der 

Ix 

Ä  l 

folgenden  in  dem  Verhältniss  ^.-—    Die  Grösse  Ah    hat  also 

Kh 

zu  Kh  ein  endliches  Verhältniss,  sie  ist  bei  einem  numerisch 
hinreichend  kleinen  h  beliebig  viel  kleiner  als  Kh  "  und  be- 
liebig viel  grösser  als  ä'ä  .  Mit  Rtlcksicht  hierauf  ordnet 
man  die  von  einer  Variable  h  abhängenden  und  mit  dersel- 
ben zusammen  abnehmenden  Grössen  nach  deren  auf  ein- 
ander folgenden  Potenzen,  und  nennt  Grössen,  je  nachdem 
sie  zu  der  Grösse  h  selbst,  zu  dem  Quadrat  von  h,  zu  der 
dritten  oder  irgend  einer  l  ten  Potenz  von  h  in  einem  endlichen 
Verhältnisse  stehen.  Meine  Grössen  der  ersten,  zweiten,  dritten 
oder  Xten  Ordnung,  Ein  Aggregat  einer  beschränkten  Anzahl 
von  Grössen,  deren  jede  von  der  iten  oder  von  höherer  als 
der  ^ten  Ordnung  ist,  bildet,  falls  die  Grössen  der  Aten 
Ordnung  sich  nicht  fortheben,  eine  Grösse  der  Aten,  sonst  eine 
Grösse  einer  höheren  Ordnung.  Mit  Htllfe  dieser  Begriffe 
lässt  sich  der  Inhalt  der  obigen  Gleichung  (2)  so  aussprechen, 
dass  die  DiS^xem  f{x  +  h)—f{x)  durch  das  auf  der  rechten 
Seite  befindliche  Aggregat  unter  Zulassung  eines  Fehlers  er- 
setzt werden  kann,  der  in  Bezug  auf  das  Increment  h  von  der 
(p  -f-  1)  ten  Ordnung  ist. 

Vergleicht  man  die  Beschaffenheit  des  Fehlers,  welcher 
bei  der  Messung  eines  Gegenstandes  der  Wirklichkeit  begangen 
wird,  mit  der  Beschaffenheit  des  in  Rede  stehenlden  Fehlers 
einer  rein  analytischen  Gleichung,  so  muss  das  gröste  Gewicht 
auf  den  Umstand  gelegt  werden,  dass  der  Fehler  einer  be- 
stimmten   Messung    nie   unter    eine   gewisse   gegebene   Grösse 

LipMhlts,  Analysia  U.  ^^ 
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herabgedrückt  werden  kann,  dass  es  dagegen  möglich  ist,  den 
Fehler  der  analytischen  Gleichung  numerisch  beliebig  Jdein  zu 
machen.  Indem  man  der  Grösse  %,  nachdem  derselben  einmal  ein 
gewisser  Werth  gegeben  ist,  später  einen  kleineren  Werth  bei- 
legt and  diesen  Process  beliebig  oft  wiederholt,  wird  erreich^ 
dass  der  bei  der  Gleichung  (2)  zugelassene  Fehler  für  jeden 
einzelnen  Werth  von  p  beliebig  klein  ausfällt  Sei  als  Grenze 
des  Fehlers  eine  beliebig  kleine  Grösse  oj  gegeben,  so  muss  für 

»  =  1  der  Rest  — ^-r-, -h^,  für  p=2  der  Rest    — Sn---*  > 

-^  2!  '         '      *  3!  ' 

für  ein  beliebiges  p  der  Rest  - — .    ^   ,-\,---  ä''^^  numerisch  klei- 

(p4-l)! 

ner   als    w    bleiben.     Wenn   nun    die    Ausdrücke  -  .- ^,1 -^ 

- — ^-—i >  . .  - —/—   -tm—  sämratlich    numerisch    kleiner  als 

3!  {p  +  l)i 

eine  Grösse  K  sind,  so  wird  der   gestellten  Forderung  genügt, 

indem  man  für  p  =  1  das  Quadrat  von  A,   für  p  =  2  die  dritte 

Potenz  von  h,  für  ein  beliebiges  p  die  (i?'+  1)  te  Potenz  von  h 

numerisch  kleiner  als  den  Werth    -)  oder  h  selbst  beziehungs- 

1  1  1 


weise  kleiner  als  die  Grössen  f  —  1  ,  f^j  ,..  (   ,]      wählt.  Die 

für  den  absoluten  Werth  von  A  vorzuschreibende  obere  Grenze 
wird  daher  bei  demselben  Werthe  von  (o  um  so  grösser,  je 
grösser  die  Zahl  p  angenommen  ist. 

Paare  von  Grössen,  deren  Unterschied  numerisch  kleiner 
gemacht  werden  kann  als  ein  beliebig  gegebener  Werth, 
sind  zuerst  in  I,  §  14  und  den  folgenden  §8  betrachtet  worden, 
wo  die  Rechnung  mit  Grenzwerthen  von  Folgen  von  Brüchen 
begründet  ist;  dort  handelt  es  sich  um  den  bei  einer  Folge 
von  Brüchen  vorhandenen  Unterschied  zweier  Individuen,  von 
denen  das  erste  eine  angemessen  zu  wählende,  das  andere 
eine  beliebig  weit  vorzurückende  Stellenzahl  hat.  Ferner  kommt 
eine  numerisch  beliebig  zu  verkleinernde  Differenz  in  I,  §  105 
vor;    hier  wird  die  Definition  aufgestellt,   dass  es  für  die  Con- 
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vergenz  einer  unendlich  ausgedehnten  Summe  möglich  sein 
muss,  wenn  s^^  das  Aggregat  ihrer  q  +  l  ersten  Glieder  be- 
deutet, für  einen  beliebig  kleinen  Werth  co  die  Zahl  q  so  gross 
zu  wählen,  dass  bei  jedem  Werth  der  Zahl  t  die  Differenz 
s^^f  —  s^  numerisch  kleiner  als  w  bleibt.  In  beiden  Fällen 
gehören  die  Grössen,  deren  Differenz  betrachtet  wird,  einer 
unbegrenzten  Folge  an,  und  bewerkstelligt  man  die  beständige 
Verringerung  des  numerischen  Werths  der  Differenz,  indem  man 
die  betreffenden  Stellenzeiger  immer  weiter  fortrlickt.  Dagegen 
wird  der  Unterschied  zwischen  der  linken  und  rechten  Seite  der 
Gleichung  (2)  dadurch  beliebig  verkleinert,  dass  man  der 
veränderlichen  Grösse  A  hinreichend  kleine  Werthe  vorschreibt. 
Die  absolute  Grösse  der  für  h  geltenden  oberen  Grenze  bedingt 
aber  den  Umfang,  innerhalb  dessen  die  Gleichung  (2)  ange- 
wendet wird. 

Die  rechte  Seite  von  (2)  setzt  sich  nach  der  eingeführten 
Ausdrucksweise  durch  Addition  von  Grössen  zusammen,  die  in 
Bezug  auf  die  kleine  Grösse  h  von  der  ersten  bis  zur  ^ten 
Ordnung  gehen,  während  der  bezügliche  Fehler  von  einer 
höheren,  der  {p  -f-  1)  ten  Ordnung  ist.  Hierfür  ist  die  Be- 
zeichnung im  Gebrauch,  dass  die  auf  der  linken  Seite  befind- 
liclie  IHfferene  f(x+  h)  —fix)  vermittelst  der  rechten  Seite  bis 
zu  den  Grössen  genau  dargestellt  werde,  die  in  Bezug  auf  die 
kleine  Grösse  h  von  der  p  ten  Ordnung  sind» 

Aus  Gleichungen  der  bezeichneten  Art;  die  bis  zu  kleinen 
Grössen  einer  gewissen  Ordnung  genau  sind,  können  durch 
geeignete  Modification  der  Uechnungsoperationen  neue  Glei- 
chungen deducirt  werden,  die  denselben  Grad  von  Genauigkeit 
besitzen.  Gesetzt,  man  habe  die  in  Bezug  auf  die  kleine 
Grösse  A  bis  zu  der  p  ten  Ordnung  genau  geltenden  Glei- 
chungen 

(4)  (p(h)  =  c^+  CjA  ^-c^A^  ..  +  Cph^ 

X  (A)  =c\  +  c\  A  -f  c\h'+  . .  -f  c;  Ä^ 
wo    die    Grössen   r^,,  c^,  .  .  c'^,,  c\,  .  .    von  A   unabhängig   sind. 
Die  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  von  q^(h)  und  x(A) 
entspricht  genau  der  Ausführung  derselben  Operationen  fUr  zwei 
convergente  unendliche   Summen,   wie  sie  in  I,  §   109  ausein- 
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andergesetzt  ist.  Dass  die  Addition  und  Subtraction  der 
einzelnen  Glieder  ein  ebenfalls  bis  zu  der  p  ten  Ordnung  genau 
richtiges  Resultat  liefert,  leuchtet  ein.  Bei  der  Ausführung  der 
Multiplication  hat  man  die  Glieder  fortzulassen,  die  in  Po- 
tenzen von  h  von  der  j?  4-  1  ten  bis  zu  der  2  p  ten  Ordnung 
multiplicirt  sind,  weil  ein  Aggregat  einer  beschränkten  Anzahl 
Grössen  von  höherer  als  der  p  ten  Ordnung  als  äquivalent  mit 
einer  Grösse  von  höherer  als  der  p  ten  Ordnung  angesehen 
werden  muss.  Die  Coefficienten  der  Potenzen  von  h  von  der 
nullten  bis  zu  'der  jp  ten  befolgen  aber  das  in  I,  §  109  unter  (7) 
aufgestellte  Bildungsgesetz 


Demnach  folgt  aus  (4)  die  Gleichung 


p 


(5)  V(h)x{h)  =  g,  +  g,h+  g,h'  +  .,  +  gh\ 


Die  Division  von  (p{h)  durch  %(*)  erörtern  wir  hier  nur  für 
den  im  Eingange  von  §  38  erwähnten  und  dann  ausgeschlossenen 
Fall,  dass  die  Nennerfunction  bei  stets  abnehmendem  h  gegen 
einen  von  Null  Verschiedenen  Grenzwerth  convergirt,  oder  dass 
die  in  (4)  mit  c\  bezeichnete  Grösse  nicht  gleich  Null  ist. 

Der  leichteren  Uebersicht  halber  mögen  den  Gleichungen 
(4)  die  Ausdrücke  R^^^  und  ^  p+i,  welche  die  zulässigen  Fehler 
darstellen ,  zugeschrieben  werden ,  woraus  die  Gestalt  her- 
vorgeht 

(6)  (p{h)  =  c^  +  c,h  +  c^h'  4- .,  +  r^F  4-  Rj,^, 

X  W  =c\  +  c\h  +  c\h'  +  . .  +  c^Ä''  +  iZ;^,. 

Weil  nun  c'^  als  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  ist,  so  kann 
man  für  h  eine  so  kleine  numerische  obere  Grenze  festsetzen, 
dass  der  Quotient 

(7) ^ =  a 

numerisch  kleiner  als  die  Einheit  bleibt.     Alsdann  liefert  die 
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nach  den  Potenzen  von  a  geordnete  Entwickelung  des  Bruches 
-7;  V  nach  I,  §  98  die  folgende  convergente  geometrische  Reihe 

xw 

(S)       -l-  =  ^^     ^    -     =  J.  (l-«+a^-..  +  (-l)V  +  ...). 

In  Folge  dessen  ergiebt  sich  ans  den  streng  gültigen  Gleichun- 
gen (6)  die  ebenfalls  strenge  gültige  Gleichung 

=-7-(c^  +  CiÄ+C2Ä^  +..  +  C  A''  4-JR     )(l-a4-a^ —..  +  (— 1/a''  +...). 

Dieselbe  führt  zu  der  gesuchten  Gleichung,  die  bis  auf 
Grössen  der  p  ten  Ordnung  genau  sein  soll,  indem  man  in  dem 
zweiten  Factor  der  rechten  Seite  den  Rest  -R„+x,  in  dem  Aus- 
druck (7)  von  a  den  Rest  Ji*p^i  fortlässt,  ferner  die  in  dem 
dritten  Factor  der  rechten  Seite  auftretende  geometrische  Reihe 

mit  dem  Gliede  (—!/«''  abbricht,  und  von  dem  resultirenden 
Gesammtausdruck  das  Aggregat  S^  aller  Glieder,  die  in  Po- 
tenzen der  Grösse  h  von  höherer  als  der  pten  Ordnung  multi- 
plicirt  sind,  subtrahirt    Mit  Hülfe  der  Bezeichnung 


c\  Ä  -f  c'2  Ä    4-  ...  4-  c'  h 


p 


(10)  -^ '-—. — ^  =  ß 

^  0 

kommt  demnach  die  verlangte  Gleichung 

durch  welche  die  Division  von  r/)(A)  durch  x(F)  his  zu  Grössen 
der  jpten  Ordnung  genau  ausgefllhrt  wird. 


§  41.    DUTerentlale  verschiedener  Ordnungen.    Unendlioh 

kleine  Qröeeen. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  (2)   des  vorigen  §  die  Zahl 
p  gleich  der  Einheit,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

(1)  f{x  +  h)-nx)=r{x)h, 

welche  sagt,  dass  die  mit  dem  Increment  h  gebildete  Differenz 
f(x-{-h)—f{x)  bis  auf  die  Ordnung  der  kleinen  Grösse  /* 
genau  durch  das  Product  von  f  (x)  in  das  Increment  h  ausge- 
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drückt  wird.  Indem  das  Increnient  h  als  die  Differenz  der 
Variable  x  mit  Jx,  die  zugehörige  Differenz  der  Function  f{x) 
mit  Jfix)  bezeichnet  wird,  geht  die  Gleichung  (3)  in  die 
Gestalt 

(2)  Jf{x)=r(x)^x 
über. 

Diese  Gleichung  fllhrt  zu  dem  Ursprung  der  Differential- 
rechnung zurück.  Wenn  bei  einer  Function  f(x)  die  Differenz 
der  Variable  x  als  eine  kleine  Grösse  festgesetzt  und  die  zuge- 
hörige Differenz  der  Function  bis  auf  die  Ordnung  dieser 
kleinen  Grösse  genau  dargestellt  wird,  so  heisst  nach  der  von 
Leibnitz  gegründeten  Bezeichnung  die  Differenz  der  Variable  das 
Differential  dx,  die  zugehörige  Differenz  der  Function  das 
Differential  df{x).  Auf  diese  Weise  wird  die  Gleichung  (2) 
zu  der  Gleichung 

(3)  df(x)  =  r(x)dx. 

In  der  erwähnten  Abhandlung  nova  fnethodus  etc.  hat 
Leibnitz  die  Regeln  auseinandergesetzt,  nach  welchen  die 
Differentiale  gegebener  Functionen  zu  bilden  sind,  oder,  wie  er 
selbst  sagt,  den  Algorithmus  der  Differentialrechnung  mitgetheilt. 
Seine  Formeln  haben  denselben  Inhalt  wie  die  in  §  ß  und  f.  f. 
entwickelten  Formeln  für  die  Bildung  von  Differentialquotienten, 
erscheinen  aber  als  Regeln  für  den  Gebrauch  des  Differential- 
Zeichens  (i,  so  dass  den  Formeln  (16)  bis  (18)  in  {^  6,  und  (8) 
in  §  7  respective  die  folgenden  entsprechen,  bei  denen  ein 
Fehler  von  höherer  Ordnung  als  dx  erlaubt  ist, 

(4)  d{f( x)  +  g  (X))  =  d  f  ix)  +  dg  ix) 

(5)  d  {fix)  -  gix))  =  dfix)  -  dg(x) 

(6)  d  {fix)  g  (x))  =  dfix)  gx  +  f(x)  d  g  ix) 

(7)  d  l-^"^]  =  "^-^^^^  ^  {x)-f{x)dgix)  ^ 

\  g  (.1?)  /  g  U)  g  0«^^) 

Von    den    Beweisen    der   Formeln    bemerkt   Leibnitz^    sie 

würden  einem,  der  in  diesen  Dingen  geübt  sei,  leicht  werden, 
sobald  er  nur  das  eine  bedenkt,  was  bisher  noch  nicht  hinrei- 
chend erwogen  sei,  dass  die  dx^  dy^  dv,  dw,  dZj  als  proportional 
mit  den  augenblicklichen  Differenzen,  das  heisst  den  Incrementen 
oder  Decrementen  der  x,  y,  v,  w,  z,  nach  ihrer  Folge  genommen, 
gelten  können. 


§  41.  Diiferentiale  verschiedener  Ordnungen.  215 

Um  von  einer  zwischen  den  Differentialen  von  Functionen 
aufgestellten  Gleichung  zu  der  für  die  correspondirenden  Diffe- 
rentialquotienten geltenden  überaugehen,  hat  man  darauf  zu 
achten,  dass  die  erstere  nur  bis  auf  die  Grössen  von  der  Ord- 
nung dx  genau  gilt,  und  dass  bei  denselben  ein  Fehler  gestattet 
wird,  der  in  Bezug  auf  dx  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung 
ist;  eine  solche  Grösse  hat  die  Eigenschaft  durch  dx  dividirt, 
gleich  einer  mit  dx  zusammen  abnehmenden  Grösse  zu  bleiben. 
Wenn  daher  beide  Seiten  jener  Gleichung  durch  dx  dividirt 
werden,  so  behält  ihr  Unterschied  noch  die  Eigenschaft,  für 
einen  beliebig  kleinen  Werth  von  dx  selbst  numerisch  beliebig 
klein  zu  werden;  deshalb  convergiren  beide  Seiten  der  erhalte- 
nen Gleichung  gegen  denselben  Grenzwerth,  und  die  zwischen 
den  Differentialen  gegebene  Gleichung  erzeugt  eine  zwischen 
den  Differentialquotienten  bestehende  Gleichung,  die  in  aller 
Strenge  richtig  ist. 

Man  sieht  jetzt,  in  welchem  Sinne  das  Zeichen  des  Diffe- 

df(x) 
rentialquotienten    -^'   den  Quotienten  der  Division  des  Diffe- 
rentials df(x)   durch   das   Differential   dx  andeutet.    Ich  habe 
vorgezogen,   die  Definition,   welche    den   Differentialquotienten 

— ^  —  als  Grenzwerth  eines  Verhältnisses  erklärt,  an  die  Spitze 

dx  '  ^ 

zu  stellen,  weil  sie  mir  leichter  fasslich  scheint.  Es  können  aber 
die  Grundregeln  der  Differentialrechnung  mit  ganz  derselben 
Schärfe  abgeleitet  werden,  indem  man  von  dem  Begriffe  des 
Differentials  ausgeht  und  die  vorhin  entwickelte  Rechnung  mit 
kleinen  Grössen  einer  vorgeschriebenen  Ordnung  anwendet.  Der 
Leser,  welcher  diesen  Weg  einschlägt,  wird  im  Stande  sein, 
die  bisher  mitgetheilten  Deductionen  in  der  entsprechenden  neuen 
Form  zu  wiederholen.  Für  jeden,  der  Differentialrechnung  treibt, 
ist  es  überhaupt  nothwendig,  sich  eben  sowohl  in  dem  Gebrauch 
der  Differentiale  wie  in  demjenigen  der  Differentialquotienten 
zu  üben. 

Dadurch,  dass  von  dem  Differential  einer  Function  abermals 
das  Differential  genommen  und  dieselbe  Operation  beliebig  oft 
angewendet  wird,  erhält  Leibnitz  beziehungsweise  das  Differential 
der  zweiten,  der  dritten  und  einer  beliebig  hoheti  Ordnung.    Wie 
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aber  bei  der  Wiederholung  zu  verfahren  sei,  bedarf  einer  Er- 
läuterung. Wir  haben  frliher  gesehen,  dass  sich  die  Bildung 
der  Differenzenquotienten  wesentlich  danach  richtet,  ob  die  er- 
forderlichen Differenzen  der  unabhängigen  Variable  constant 
angenommen  werden  oder  nicht.  Bei  der  Darstellung  der  suc- 
cessiven  Differentiale  einer  Function  verhält  es  sich  ebenso. 
Nimmt  man  zuerst  das  Differential  dx  als  constant  an,  wodurch  die 
successive  anzuwendenden  Werthe  der  Variable  x  diese  werden 

X,  x  +  dXj  x  +  2dXf. .. 
so   kann  man  aus   der  obigen   Gleichung  (2),   ähnlich  wie  im 
vorigen  §  geschehen  ist,  die  Gleichungen  ableiten 

(8)  d'f{x)=r{x)dx\ 

(9)  d'f(x)=r'(x)dx^ 

(10)  d'f{x)=f^\x)daf, 

indem  bei  der  ersten,  zweiten,  letzten  Gleichung  respective  ein 
Fehler  von  höherer  als  der  zweiten,  dritten,  ^ten  Ordnung  zu- 
gelassen wird.  Mithin  erhält  man,  nachdem  (8)  durch  dx^^ 
(9)  durch  dx^,  (10)  durch  dx^  dividirt  ist,  rechts  und  links  vom 
Gleichheitszeichen  zusammengehörige  Ausdrucke,  deren  Unter- 
schied flir  ein  beliebig  kleines  dx  beliebig  klein  wird;  diese 
liefern  die  Gleichung  (21)  des  §  39.  Dies  raotivirt  die  auf 
Leibnitz  zurückgehende  Notation  der  auf  einander  folgenden  Dif- 
ferentialquotienten einer  Function. 

In  den  Gleichungen  (8)  bis  (10)  zeigt  sich,  dass,  nachdem 
das  Differential  dx  constant  vorausgesetzt  ist,  das  zweite  Diffe- 
rential der  Function  f{x)  in  Bezug  auf  dx  eine  Grösse  der 
zweiten,  das  ^te  Differential  von  f{x)  eine  Grösse  der  ^ten  Ord- 
nung wird.  Um  zu  definiren,  was  unter  den  Differentialen 
der  verschiedenen  Ordnungen  in  dem  Falle  verstanden  werden 
soll,  dass  das  Differential  dx  nicht  constant  ist,  beginnen  wir 
damit,  die  Werthe  der  Variable  x  aufzustellen,  welche  gegebenen 
Differenzen  der  verschiedenen  Ordnungen  Jx^  J^x^  J^x^,. , 
entsprechen.  Aus  den  in  (5*),  (6*)  und  (7*)  des  §  15  gegebenen 
Gleichungen 

(11)  Jx  =  x^ — a;,   J^x^=x^-'2x^-\-x, 
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folgen  nach  mehrfach  benutzten  Eigenschaften  der  Binomial- 
coefficienten  die  Bestimmungen 

(11*)  x^=x  +  Jx,  x^  =  x+2Jx  +  J^x,. . . 

Nun  setzt  man  ftlr  die  zugehörigen  auf  einander  folgenden  Diffe- 
renzen der  Function  f{x)  voraus,  dass,  wofern  in  Bezug  auf 
die  kleine  Grösse  Jx  die  Differenz  J'*x  für  jede  Zahl  p  als 
eine  kleine  Grösse  der  joten  Ordnung  angekommen  wird,  die 
Differenz  J''f{x)  ebenfalls  mit  Zulassung  eines  Fehlere  von 
höherer  als  der  jpten  Ordnung  gleich  einer  Grösse  der  ^Jten 
Ordnung  ist. 

Dem  entsprechend  werden  die  auf  einander  folgenden  Dif- 
ferenzen von  X  als  die  gleichnamigen  Differentiale 

OrX»    Qt  Xj    a  X»  •  •  ■ , 
bezeichnet  und  gelten  der   Reihe   nach   in  Bezug  auf  dx  als 
kleine  Grössen  der  ersten,  zweiten,  dritten  Ordnung  u.  s.  f.;  zu- 
gleich  heissen    die   zugehörigen  Differenzen  der  Function  f(x) 
die  Differentiale 

dfix),    d'fix),   dYW,..., 

und  sind  respective  gleich  kleinen  Grössen  der  entsprechendetf 
Ordnung.  Unter  dieser  Voraussetzung  lässt  sich  die  Darstel- 
lung der  in  Rede  stehenden  Differentiale  von  f(x)  durch  die 
successiven  Differentialquotienten  von  f{x)  und  Differentiale  von 
dx  aus  der  Gleichung  (3)  ableiten,  indem  man  die  rechte  Seite 
als  Product  der  beiden  Factoren  f'(x)  und  dx  auffasst  und  die 
in  (6)  enthaltene  Regel  für  die  Bildung  des  Differentials  eines 
Products  benutzt.  Durch  jede  neue  Anwendung  des  Zeichens  rf 
auf  eine  gegebene  Gleichung  entsteht  eine  neue,  welche  kleine 
Grössen  einer  um  eine  Einheit  höheren  Ordnung  enthält  und 
bis  auf  diese  genau  gilt.  Denn  der  vorhandene  Unterschied 
zwischen  der  linken  und  rechten  Seite  der  ursprtinglichen  Glei- 
chung wird  bei  der  Anwendung  des  Zeichens  d  auf  beide  Seiten 
der  Gleichung  stillschweigend  ebenfalls  dem  Zeichen  d  unter- 
worfen. 

Vermöge  der  Definitionsgleichungen 
(12)  d(/"V(^))  =  d'f{x\  d{df-'g{x))  =:dt g{x) 
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folgt  ans  (6)  durch  wiederholten  Gebrauch,  wie  in  §  16  die 
Formel  (2b)  aus  (2)  erhalten  ist,  die  mit  den  Binomialcoeffi- 
cienten  gebildete  Gleichung 

(13)  dUax)gix)) 

==c^f(x).g{x)  +  -^-d''''f{x)d(;{x)  +  ...  -^ ax)d' g{x). 

Für  die  successiven  Diflferentialquotienten  von  f(x)  und  die 
successiven  Diflferentiale  von  x  gelten  die  Relationen 

(14)  df^'^(x)=f^''-(x)dx,    d{d'^'x)^d'x. 

Wenn  man  daher  in  (13)  /*(a:V  durch  f'(x)y  g{x)  durch  dx  er- 
setzt und  p  von  der  Einheit  ab  steigende  Werthc  beilegt,  so 
ergiebt  sich 

(15)  d^f{x)=  d{f{x)dx)=  dr(x).dx+r{x)d'x 
d'flx)==d^(f'{x)dx)=d^r(x).dx+2dr{x).d*X'^f''{z)d^x 


Mithin  entstehen  nach  ausgeführter  Entwickelung  die  gesuchten 
Ausdrücke 

(16)  dYW=  r(x){dxy  +  f'{x)d^x 

d'f(x)=r'(x)(dxy  +  3r(x)dxd^x-hr{x)d'x 


Die  gefundene  Darstellung  von  d*f(x)  ist  nach  den  ge- 
troffenen Voraussetzungen  gleich  einem  Aggregat  von  Grössen 
der  zweiten,  die  Darstellung  von  d''f{x)  gleich  einem  Aggregat 
von  Grössen  der  dritten  Ordnung  in  Bezug  auf  dx  u.  s.  f ,  jede 
Gleichung  gilt  für  die  Ordnung  der  beziehungsweise  auftretenden 
Grössen  genau.  Wenn  man  daher  annimmt,  dass  die  Grösse  x 
in  irgend  einer  Weise  von  einer  anderen  Variable  t  abhänge, 
so  ist  dx^  d^x^  d^Xj,,.  respective  von  derselben  Ordnung  mit 
den  Grössen  dt,  dt^,  dt^,...  Man  darf  deshalb  die  erste  Glei- 
chung durch  dt^,  die  zweite  durch  dt^  dividiren  u.  s.  f.,  und 
erhält  die  Ausdrücke  der  successiven  nach  f  genommeneu  Dif- 
ferentialquotienten der  Function  f(x).  Unter  der  Voraussetzung 
eines  constanten  Differentials  dx  verschwinden  d^x  und  die 
höheren  Differentiale  von  x,  so  dass  die  Formeln  (16)  in  die 
Formeln  (8),  (9), . . .  übergehen. 

Um  eine  genauere  Einsicht  in  die  Gleichungen  (16)  zu  ge- 
winnen, kann  man  den  Ausdruck  (7)  aus  §  89  heranziehen, 
nämlich 
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(17) _M _.  _  ^ (^<l + . 

•   •    •       I 


der  »ich  bei  der  Abnahme  sämmtlicher  Differenzen  dem  durch 

b!  dividirten  Differentialquotienten  /  \x)  nähert,  und  die  Frage 
auiwerfen ,  wie  sich  die  mit  dem  System  '  von  Werthen 
Xy  ajj,  x^,...Xp  gebildeten  Differenzen  der  Function  f{x)  durch 
die  zu  den  Zahlen  b  =  1,2, . .  .^^  gehörenden  Verbindungen  (17) 
darstellen  lassen.  Die  bte  Differenz  von  f{x)  hat  nach  (7)  des 
§  15  den  Ausdruck 

(18)  y  fix) 

Weil  hier  nur  die  Functionswcrthe  vorkommen,  die  zu  den 
Werthen  der  Variable  x*,  x^y . . ,  x^^  gehijren,  so  ist  es  selbstver- 
ständlich, dass  wenn  b<cp  ist,  und  wenn  man  einen  Ausdruck 
kennt,  der  für  die  Werthe  Xy  x^y...x^y  x^_^^^y,..x^  die  Werthe 
der  Function  darstellt,  der  betreffende  Ausdruck  statt  der  Func- 
tion benutzt  werden  kann,  um  die  Differenzen  J  f{x)  zu  bilden. 
Einen  solchen  Ausdruck  liefert  aber  jede  Interpolationslbrmel, 
welche  ttir  die  in  Rede  stehenden  ^4-1  Werthe  der  Variable 
die  zugehörigen  Functionswcrthe  f{x)y  f{x^y . . .  f{x^  annimmt. 
In  (22)  des  §40  ist  iVi5M;^ön5  Interpolationsformel  mitgetheilt,  die 
sich  für  den  vorliegenden  Zweck  eignet. 

Wenn  man  fiir  die  Variable  z  das  Zeichen  f,  statt  der 
Werthe  /*,  Äj,  . . .  h^  respectlve  die  Werthe  x,  .r,, . . .  x^  einflthrt, 
so  findet  sich  für  diejenige  rationale  ganze  Function  des  (2>4-  l)ten 
Grades  F{S)y  welche  für  die  genannten  Werthe  von  |  den  be- 
treffenden Werthen  der  gegebenen  Function  f{^)  gleich  wird, 
der  Ausdruck 

(19)  F(|)  =f,  +  /•,  (I-  X)  +  f,  Q  -  X)  {^  -x,)  +  ... 

•■■  +/*p(|— a;).-.(|— a;,,_,), 
wo  die  Coefficienten  /J,,  /",,...   nach   den  dortigen  Gleichungen 
(25)  folgendennassen  bestimmt  sind, 
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X       "  «C;  I  «t^i  OD 


(20) 


f  =  r(^)  ^  Ü^iJ _.  /*(^a) 


{x—oi,)  {x—x^)      {x^—x)  (a-,— .r J       (^,— A')  (^3— J?J 

und  wo  die  GrtSsse  f^  allgemein  in  (17)  dargestellt  ist.  Da  ans 

den  angeführten  Gründen  die  Differenz  //"(^  der  Differenz 
J^  F(§)  gleich  werden  muss,  so  lange  die  Zahl  6  den  Werth  p 
nicht  übertrifft,  so  kann  man  J^f{^)  unmittelbar  bilden,  indem 
man  die  Differenz  der  bten  Ordnung  von  den  einzelnen  Gliedern 
der  rechten  Seite  von  (19)  nimmt.  Hier  ist  ^  die  variable  Grösse, 
die  Coefficienten  /J,  i  /*,  i  /'^ , .  • .  werden  von  dem  Verfahren  des 
Differenznehmens  nicht  berührt,  und  die  Differenz  des  constanten 
Gliedes  f^  verschwindet,  so  dass  die  Gleichung  gilt 

(21)  ./  F{^)  =  /;  J'  (f-a:)  +  UJ  ({^^x)  {^^x,))  +  . . . 

Weil  nun  die  Differenz  der  bten  Ordnung  mit  den  Werthen 
^  =  Xj  ^1, . . .  x^  so  aufzustellen  ist,  dass  für  irgend  eine  Function 
g{^)  die  Definition  gilt 

(22)  J'g{^) 

und  weil  die  auf  der  rechten  Seite  von  (21)  vorkommenden 
Producte 

(b  — ^)(5— ^,)..(f— ^b)>  (>— ^)(^-'^i)--(f— ^•b)(^— ^b+i)»-- 
sämmtlich  für  alle  bezeichneten  Werthe  von  f  verschwinden,  so 
ist  auch  die  Differenz   der  bten  Ordnung  jedes  einzelnen  Pro- 
ducts gleich  Null.    Mithin   fallen  alle  diejenigen  Bestandtheile 
fort,  die  in  /j,,  /J,+i ».../),   multiplicirt  sind,  und  es  entsteht  für 

die  Differenz  .^V(^)>  die  der  Differenz  /  Fff )  gleich  ist,  der 
Ausdruck 

(23)  j'm 

=/•,  J (l-x)  +  f, J\{^-X) (l-x^)) +..+/,  J\{^-X) . . {^-x,_>,). 

Die  JvoUständige  Darstellung  der  hier  auftretenden  Differenzen 
der.  bten  Ordnung  geht  ebenfalls  aus  (22)  hervor,  indem  statt 
g(S)  die  einzelnen  Producte  eingesetzt  werden.    Das  letzte  der- 


(24) 
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selben  verschwindet  für  alle  anzuwendenden  Werthe  von  f  mit 
Ausnahme  des  Werthe»  ^=x^,  das  vorletzte  mit  Ausnahme  der 
Werthe  S=x^  und  a;^^,,  u.  s.  f.  Es  reducirt  sich  daher  die 
Entwickelung,  wenn  die  Producte  in  umgekehrter  Reihenfolge 
genommen  werden,  beziehungsweise  auf  ein  Glied,  auf  zwei 
Glieder,  u.  s.  f.     Demnach  erhält  man  die  Bestimmungen 

^*  ((M—x) . .  ("?— «5_,)) = (x^—x) . .  (x—x^^)  -  j  («i.!-  x) . .  (a;j_,  -x^_,) 

m 

Nach  der  in  (22)  enthaltenen  Definition  fällt  der  Ausdruck 
J  f(S)  mit  demjenigen  zusammen,  der  früher  durch  J^fix)  be- 
zeichnet worden  ist.  Mithin  wird  die  Aufgabe,  die  Differenz 
J  f{x)  vermittelst  der  Ausdrücke  /*,,  /"„...  darzustellen,  durch 
die  rechte  Seite  von  (23)  gelöst.  Bei  umgekehrter  Anordnung 
der  Glieder  ergiebt  sich 

(25)  J'ax)  =  f^j\l,^^x)..{^^x^,))  +  ...  +  /•,  d\^-x), 
wobei  die  rechts  angedeuteten  Operationen  nach  (24)  auszufüh- 
ren sind.  Setzt  man  b  gleich  2  und  d,  so  kommen  die  Gleichungen 

(26 )  J-  fix)  =  f,  (x, -x)(x,-x,)+  t\  (^.  -  2a:,  +  x), 

+  /*,(.x-3-3j-,+ 3:^,-0;), 
deren    rechte   Seiten   mit  Hülfe   von  (11)    in   die  Zeichen  JXj 
J^Xj  J^x  übergeführt  werden  können.    Man  findet 

X^  —  X   =  2JX  +  J^r,   X^  —  X^^-  Jx^r  J^X, 

x^  —  2Xj  +x  =  J^Xj 

x^  —  x  =SJx  +  SJ*x  +  J^x, 
x^  —  x^  =  2Jx  +  ^J*X'\'  J^x, 
x^—'X^=    Jx  +  2.PX  +  J^Xy 
iCg  — 3a:,+  ^x^—'X  =  J^x. 
Unter  den  vorhin  angegebenen  Voraussetzungen  verwandelt  sich 

die  Differenz  J^f{x)  in  das  Differential  dV(^),  ^^^  Ausdrücke 

f*  (x) 
ftj  Aj--  gehen  respective  in  die  Werthe  f*(x),     ^,  •>•••  über, 

und  die  auf  der  rechten  Seite  von  (25)  erscheinenden  DiflFeren- 
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tiale  der  bten  Ordnung  stimmen  bis  auf  Grössen  der  bten  Ord- 
nung genau  mit  den  Factoren  übereiu,  mit  denen  auf  der  rechten 

fUx)    f*' ix) 
Seite  von  (16)  beziehungsweise  die  Ausdrücke  ^^  ^ »     9 1    ' '  * 

ZU  multipliciren  sind. 

Bei  dem  aus  auseinandergesetzten  Verfahren  der  Rechnung 
mit  kleinen  Grössen  bestimmter  Ordnung  haben  wir  die  Vor- 
aussetzung festgehalten,  dass  diejenige  Grösse,  durch  deren 
Potenzen  die  verschiedenen  kleinen  Grössen  ausgedrückt  werden, 
numerisch  beliebig  verkleinert  werden  könne.  Eine  Grösse, 
die  beliebig  oder  ohne  Ende  verkleinert  werden  kann,  wird 
eine  unendlich  Ideine  Grösse  genannt;  die  Grössen,  welche  in 
Bezug  auf  eine  solche  Grösse  von  der  zweiten,  dritten  pten 
Ordnung  sind,  heissen  respective  unendlich  kleine  Grössen  der 
eweitenj  dritten,  pten  Ordnung.  Aus  diesem  Grunde  Itihrt  die 
Rechnung  mit  kleinen  Grössen  verschiedener  Ordnungen  den 
Namen  der  Rechnung  mit  unendlich  Ideinen  Grössen  oder  der  In- 
finitesimalrechnung. Indem  das  erste  Differential  einer  variabeln 
Grösse  als  eine  unendlich  kleine  Grösse  der  ersten  Ordnung  aufge- 
fasst  wird,  sind  dasrwet^e,  drütCjpte Differential  derselben  Variable 
beziehungsweise  als  unendlich  kleine  Grössen  der  zweiten^  dritten^ 
pten  Ordnung  zu  betrachten.  In  gleicher  Weise  hat  man  die 
Theile,  in  welche  das  Intervall  einer  Variable  getheilt  wird,  um 
die  Integration  einer  Function  auszuführen,  als  unendlich  kleine 

Grössen  aufzufassen.  Bei  dem  Ausdrucke  des  IntegraU  /  f{x)  dx 

»■ 

ist  dx  das  Differential  der  Variable  x,  das  Product  f{x)  dx  wird 

das  Element  des  Integrals  genannt,   und  .das  Integralzeichen  f 

• 

deutet  die  Ausflihrung  der  Summation  an,  durch  welche  das 
Integral  definirt  worden  ist.  Daher  sind  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung Theile  der  Infinitesimalrechnung.  Wie  vorhin  er- 
wähnt, hat  Leihnite  die  Regeln  für  den  Gebrauch  des  Diflfereu- 
tialzeichens  aufgestellt.  Die  Principien  der  Infinitesimalrechnung, 
welche  Newton  früher  entdeckt  hatte,  sind  von  demselben  in 
der  ersten  Section  des  ersten  Buches  der  principia  philosaphiae 
naturalis  unter  dem  Titel :  de  methodo  rationum  primarum  et 
ültimarumj  ct^jus  ope  sequentia  demonstrantur,  auseinandergesetzt 
und  mit  vollkommener  Strenge  bewiesen. 
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Capitel  V. 

Differentiation  Ton  Functionen  mehrerer  Yariabeln. 

I  42.   Fnnotionen  von  mehreren  Variabeln.    Einfiaoh  und 
mehrfaoh  aunffedelinte,  nnatetlge  und  stetige 

MannliT^ltlffkeiten. 

Man  begegnet  dem  Begriffe  der  Abhängigkeit  einer  Grösse 
von  mehreren  anderen  Grössen,  sobald  aus  mehreren  beliebig 
zu  wählenden  Grössen  durch  irgend  welche  Operationen  eine 
neue  Grösse  bestimmt  wird.  So  hängt  der  Werth  der  Summe, 
der  Differenz,  des  Products,  des  Quotienten  zweier  ganzen  Zahlen 
von  denWerthen  dieser  beiden  Zahlen  ab.  Eine  algebraische  ra- 
tionale Funtion  von  mehreren  veränderlichen  Grössen  ist  in  I,§  22, 
eine  Function  von  zwei  veränderlichen  Grössen  überhaupt  in 
I,  §  108  erörtert  worden.  Au  der  letzteren  Stelle  wird  von  einer 
Function  zweier  Variabein  f{x^  y)  insbesondere  unter  der  Vor- 
aussetzung gesprochen,  dass  f{x,  y)  für  alle  diejenigen  Verbin- 
dungen je  zweier  Werthe  gegeben  sei,  bei  denen  x  zwischen  zwei 
Grössen  a  und  6,  y  zwischen  zwei  Grössen  c  und  d  liegt. 

Ehe  wir  uns  mit  dem  dort  ebenfalls  erklärten  Begriffe  der 
Stetigkeit  der  Function  f{x,y)  beschäftigen,  der  für  die  Aus- 
dehnung der  Operation  des  Differentiirens  unentbehrlich  ist, 
werden  wir  den  Begriff  der  Abhängigkeit  einer  Grösse  von 
mehreren  Grössen  durch  Vergleichung  mit  der  Abhängigkeit 
einer  Grösse  von  einer  einzigen  Grösse  näher  erläutern. 

Wenn  eine  Function  f{x)  der  einzigen  Variable  x  für  jeden 
zwischen  a  und  b  befindlichen  Werth  von  x  gegeben  ist,  wenn 
man  dann  innerhalb  dieses  Intervalls  einen  bestimmten  Werth  x 
auswählt,  um  die  Aenderungen  der  Function  zu  untersuchen, 
die  einer  Aenderung  der  Variable  entsprechen,  so  kann  die 
letztere  nur  so  geändert  werden,  dass  sie  um  eine  gewisse 
Grösse  zu-  oder  abnimmt.  Werden  die  Werthe  der  Variable 
noch  durch  die  Bedingung  beschränkt,  gleich  ganzen  Zahlen  zu 
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sein,  SO  kann  man,  um,  ohne  einen  Werth  zu  überspringen,  Yon 
einem  Werthe  zu  einem  andern  zu  gelangen,  von  jedem  einzel- 
nen Werthe  entweder  nur  um  eine  Einheit  vorwärts  oder  um 
eine  Einheit  rückwärts  gehen.  Wenn  Werthe,  deren  Grösse  um 
eine  Einheit  differirt,  Nachbarwerthe  genannt  werden,  so  hat 
jeder  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  befindliche  Werth  einen 
vorwärts  und  einen  rückwärts  liegenden  Nachbarwerth,  also 
zwei  Nachbarwerthe. 

Bei  einer  Function  f{x^y)  von  zwei  Variabein  x  und  y, 
die  wie  an  der  vorhin  angeführten  Stelle  für  alle  Werthverbin- 
dungen  gegeben  ist,  die  den  Bedingungen  a<^<^6,  cK.y^d 
genügen,  kann  man  von  einer  beliebig  gewählten  Werthverbin- 
dung  a?,  y  so  fortschreiten,  dass  die  erste  Variable  x  entweder 
wächst  oder  abnimmt,  und  gleichzeitig  die  zweite  Variable  y 
entweder  wächst  oder  abnimmt.  Es  werde  auch  hier  die  Vor- 
aussetzung berücksichtigt,  dass  sowohl  die  erste  wie  die  zweite 
Variable  nur  gleich  ganzen  Zahlen  sein  dürfen,  und  es  mögen 
diejenigen  Werthverbindungen  zu  einer  bestimmten  Werthver- 
bindung  benachbart  heissen,  bei  denen  die  Werthe  der  einen 
Variable  um  eine  Einheit,  die  Werthe  der  andern  Variable  aber 
gar  nicht  diflFeriren;  dann  entsprechen  jeder  Verbindung  (a?,y), 
indem  die  erste  Variable  ab-  oder  zunimmt,  die  benachbarten 
(a:  — 1,  y)  und  (a;  +  l,y),  ferner,  indem  die  zweite  Variable  ab- 
oder  zunimmt,  die  benachbarten  (a;,  y— 1)  und  (rr,  yH- 1),  so 
dass  zu  jeder  Werthverbindung  vier  benachbarte  Werthverbin- 
dungen gehören. 

Während  bei  einer  Function  einer  Variable  die  ganzzahli- 
gen Werthe  der  Variable  eine  einzige  Reihe  darstellen,  lassen 
sich  bei  einer  Function  von  zwei  Variabein  die  Verbindungen 
der  ganzzahligen  Werthe  beider  Variabein  auf  doppelte  Art  in 
Reihen  von  Reihen  ordnen.  Entweder  man  beginnt  mit  den- 
jenigen Reihen,  bei  denen  die  zweite  Variable  ungeändert  bleibt, 
dagegen  die  erste  ihre  Werthe  durchläuft,  und  nimmt  die  Reihe 
von  den  Reihen,  welche  verschiedenen  Werthen  der  zweiten 
Variable  zugehören;  oder  man  beginnt  mit  denjenigen  Reihen, 
bei  denen  die  erste  Variable  ungeändert  bleibt,  dagegen  die 
zweite  ihre  Werthe  durchläuft,  und  nimmt  dann  die  Reihe  von 
den  Reihen,  welche  verschiedenen  Werthen  der  ersten  Variable 
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zngehören.  Nach  dem  Ausdruck,  den  Garns  in  seiner  Anzeige 
der  zweiten  Abhandlung  über  die  Theorie  der  biquadratischen 
Reste  eingeführt  hat,  bilden  Gegenstände,  die  in  eine  einzige 
Reihe  geordnet  sind,  eine  Mavmigfaltigkeit  von  einer  Dimension^ 
Gegenstände,  die  in  Reihen  von  Reihen  geordnet  sind,  eine 
Mannigfaltigkeit  von  zwei  Dimensionen^  und  Gegenstände,  bei 
deren  Anordnung  der  angedeutete  Process  des  Herstellens  von 
Reihen  n  mal  wiederholt  wird,  eine  Mannigfaltigkeit  von  n  Di- 
mensionen, welche  auch  eine  nfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 
genannt  wird.  Demgemäss  constituiren  die  ganzzahligen  Werthe 
einer  Variable  x  eine  einfach  ausgedehnte,  die  Verbindungen 
der  ganzzahligen  Werthe  von  zwei  Variabein  x,  y  eine  zwei- 
fach ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  und  die  Verbindungen  der 
ganzzahligen  Werthe  von  n  Variabein  a;,,  ar^, . . .  x^  in  gleicher 
Weise  eine  nfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit. 

Es  wird  dem  Leser  dieses  Buches  nicht  entgehen,  dass  der 
in  I,  §  3  gegebene  Beweis  des  Satzes,  dass  das  Product  ge- 
gebener Zahlen,  wie  auch  die  Factoren  vertauscht  oder  in 
Gruppen  zusammengefasst  werden,  immer  denselben  Werth  habe, 
auf  der  Betrachtung  von  Mannigfaltigkeiten  der  verschiedenen 
Dimensionen  beruht.  Ich  habe  den  Beweis  des  auf  zwei  Facto- 
ren bezüglichen  Satzes  ohne  Hülfe  der  räumlichen  Anschau- 
ung geführt  und  hierauf  die  Bemerkung  hinzugefügt,  dass 
auch  die  für  drei  Factoren  angewendete  Schlussweise,  bei 
welcher  die  räumliche  Anschauung  benutzt  ist,  im  Grunde  nicht 
der  räumlichen  Anschauung,  sondern  der  inneren  Anschauung' 
angehöre.  Bei  dem  für  zwei  Factoren  geltenden  Satze  werden 
an  der  angeführten  Stelle  h  Gruppen  zusammenaddirt,  deren 
jede  a  Einheiten  enthält.  Nun  braucht  man  sich  nur  vorzu- 
stellen, dass  jede  der  a  Einheiten  durch  einen  Gegenstand  ver- 
treten sei,  der  sich  in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Eigenschaft 
z.  B.  durch  den  Stoff  von  jedem  anderen  Gegenstande  derselben 
Gruppe  unterscheidet,  dass  ferner  in  jeder  Gruppe  Gegenstände 
von  denselben  a  verschiedenen  Stoffen  enthalten  sind,  während 
die  Gegenstände  in  jeder  einzelnen  Gruppe  in  Bezug  auf  eine 
andere  Eigenschaft,  etwa  die  Farbe,  übereinstimmen,  von  Gruppe 
zu  Gruppe  aber  differiren.  Auf  diese  Weise  entsteht  ein  Sub- 
strat,   an  dem  sich  der  Beweis  des  auf  zwei  Factoren  bezüg- 

Upschitx,  AnalysiB  IL  1^ 


226  Mehrfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten.  §  42. 

liehen  Satzes  führen  lässt,  und  es  leuchtet  ein,  dass  fttr  den 
Beweis,  des  auf  drei  Factorcn  bezüglichen  Satzes  eine  neue 
Eigenschaft  benutzt  werden  kann,  die  den  Gegenständen  von 
jeder  der  zu  bildenden  neuen  Gruppen  gemeinsam  ist  und  von 
Gruppe  zu  Gruppe  wechselt.  Hierdurch  wird  die  angeführte  Be- 
hauptung, dass  bei  dem  Beweise  jenes  Satzes  die  nlumliche 
Anschauung  entbehrlich  sei,  bestätigt. 

Das  in  I,  §  108  zur  bequemeren  Auffassung  einer  Function 
von  zwei  Variabein  f{x^  y)  angegebene  Verfahren,  x  und  y  als 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  einer  Ebene  zu 
betrachten,  fällt  für  ganzzahlige  Werthe  der  beiden  Variabein 
mit  der  Vertheilung  der  Zahlen  in  horizontale  und  vertikale 
Reihen  in  I,  §  3  zusammen;  dasselbe  bringt  eine  quadratische 
Anordnung  von  Punkten  in  der  Ebene  hervor,  welche  als  der 
einfachste  Fall  in  der  parallelogrammati sehen  Anordnung  ent- 
halten ist,  die  in  I,  §  80  behandelt  wurde.  Der  Nutzen  dieser 
geometrischen  Darstellung  zeigt  sich  namentlich  auch  bei  der 
für  die  Betrachtung  der  Mannigfaltigkeiten  höchst  wesentlichen 
Aufgabe,  von  einer  gegebenen  Werthverbindung  zu  einer  andern 
so  überzugehen,  dass  nur  durch  Verbindungen  fortgeschritten 
wird,  die  zu  einander  benachbart  sind.  Innerhalb  einer  einfach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  besteht  bei  zwei  entsprechenden 

ganzzahligen  Werthen  x  und  x  der  Variable  x  entweder  der 
Fall  der  Gleichheit  oder  der  Ungleichheit.  Wofern  beispiels- 
weise X  <:a;  ,  so  kann  man  von  x^^^  nach  x  durch  lauter  be- 
nachbarte Werthe   nur  so  gelangen,   dass  jeder  der  Zwischen- 

werthe  a:^^  +  1,  x^^  -f-  2,  .  .  x^^^—  1  wenigstens  ein  Mal  berührt 
wird;  wenn  aber  noch  die  Bedingung  hinzukommt,  dass  hierbei 
die  Variable  entweder  nur  wachsen  oder  nur  abnehmen  darf, 
so  ist  auch  die  Reihenfolge  der  Werthe,  welche  durchlaufen 
werden  muss,  eindeutig  bestimmt. 

Soll  in  einer  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  von 

der  ganzzahligen  Werthverbindung  oc'  ,  y^    zu  der  ganzzahligen 

Werthverbindung  x    ,  y      übergegangen  werden,   so  kann  jede 

der  beiden  Differenzen  x  —  x^  und  y^  —y  entweder  positiv 
oder  negativ  oder  verschwindend  sein;  ferner  werden  die  zu 
durchlaufenden    einander    benachbarten    Werthsvstemc    keines- 
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Weges  durch  die  Bedingung  eindeutig  bestimmt,  dass  weder  bei 
der  ersten  Variable  noch  bei  der  zweiten  Variable  das  Wachsen 
mit  dem  Abnehmen  wechseln  darf.  Selbst  der  Uebergang 
von  einer  Werthverbindung  {x,  y)  zu  der  Werthverbindung 
(a:+  1,  y-hl)  kann  bei  dieser  Einschränkung  auf  doppelte  Art, 
nämlich  entweder  mit  Benutzung  von  (a:  +  l,y)  oder  mit  Be- 
nutzung von  (rc,  y+l)  erfolgen,  wodurch  die  allgemeine  Be- 
hauptung erwiesen  ist.  Bei  der  Vorstellung,  dass  x  und  y  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  einer  Ebene  bedeuten, 
entsprechen  den  Werthverbindungen,  bei  denen  nur  eine  der 
Variabein  differirt  und  die  mithin  nur  eine  einfach  ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit  bilden,  Punkte  auf  einer  bestimmten,  zu  einer 
der  Axen  parallelen  Geraden;  die  beiden  Nachbarwerthe  x — 1 
und  x-\-\  der  einen  Variable  x  liefern  daher  die  zwei  Punkte, 
die  auf  der  betreffenden  Geraden  von  dem  betreffenden  Punkte 
um  die  Einheit  abstehen  und  beziehungsweise  vor  und  hinter 
demselben  liegen.  Dagegen  gehören  zu  den  vier  Verbindungen, 
die  in  der  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  mit  der  Ver- 
bindung (a;,  y)  benachbart  sind,  diejenigen  vier  Punkte,  die 
respective  auf  zwei  durch  den  Punkt  (x^  y)  zu  den  Axen  ge- 
zogenen Parallelen  von  demselben  um  die  Einheit  abstehen 
und  sich  respective  links,  rechts,  unterhalb  und  oberhalb  befin- 
den.   Ferner  sieht  man  ein,   dass   das  Uebergehen   von   einem 

Punkte  x^^  zu  einem  Punkte  x^^  durch  benachbarte  Werthe  der 
betreffenden  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  dazu  nöthigt, 
auf  jener  eindeutig  bestimmten  geraden  Linie  fortzuschreiten, 

während  das  Uebergehen  von  einer  Werthverbindung  {x    ^  y    ) 

zu  einer  Werthverbindung  (x^  ,  y  )  mit  Benutzung  von  benach- 
barten Werthverbindungen  der  zweifach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit auch  bei  der  oben  hinzugefügten  Beschränkung  immer 
noch  gestattet,  in  der  zugehörigen  Ebene  verschiedene  Wege  ein- 
zuschlagen. 

Die  bisher  entwickelten  Begriffe  existiren  auch  für  Func- 
tionen von  beliebig  vielen  Variabein.  Wenn  der  Inbegriff  der 
Werthverbindungen  von  n  Variabein  a;^,  x^y. . . x^  definirt  ist, 
und  zu  jeder  in  demselben  enthaltenen  Werthverbindung 
OTj,  ajjj, . . .  x^  eine  gewisse  Grösse  gehört,  so  stellt  der  Inbegriff 
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dieser  Grössen  eine  von  den  n  Variabdn  abhängige  Function 
fi^u  ^2,  •  •  •  ^„)  dar.  Der  Inbegriff  der  Werthverbindungen 
a? j,  a:^, . . .  x^  heisst  auch  mit  einem  in  I,  §  108  für  zwei  Va- 
riable gebrauchten  Ausdrucke  das  Gebiet  der  n  Variabein. 

Wir  denken  uns  zunächst  wieder  ein  solches  Gebiet,  bei 
dem  jede  Variable  jeden  innerhalb  gewisser  ihr  zugehJVrigen 
Grenzen  enthaltenen  Werth  annehmen  darf, 

Die  Aenderung  einer  Werthverbinduug  kann  nun  so  erfolgen, 
dass  jede  Variable  fllr  sich  entweder  wächst  oder  abnimmt 
oder  sich  gleich  bleibt;  somit  ist  das  Verhalten  jeder  einzelnen 
Variable  unabhängig  von  dem  Verhalten  aller  übrigen,  weshalb 
ihre  Gesammtheit  ein  System  unabhängiger  Variabein  genannt 
wird.  Bei  der  Voraussetzung,  dass  jede  Variable  nur  ganzzahlige 
Werthe  annehme,  stellen  die  sämratlichen  Werthverbindungen 
nach  der  obigen  Definition  eine  nfach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeit dar.  Hier  sollen  wieder  zwei  Werthverbindungen 
benachbart  heissen,  die  sich  nur  in  Bezug  auf  eine  einzige 
Variable  und  in  Bezug  auf  diese  nur  um  eine  Einheit  unter- 
scheiden. Vermöge  dessen  sind  zu  einer  bestimmten  Werthver- 
binduug (a;j,  ^^2, . . .  x^  die  2  n  Werthverbindungen 

(^1  4- 1,  x^y . ,  xj^  (x^j  x^  4- 1,  ÄJjj, . .  x^^ . .  (a^j,  ajj, . .  ^„_i»  ^»  + 1) 

benachbart.  Offenbar  bildet  die  Gesammtheit  der  Werthver- 
bindungen, die  nur  in  Bezug  auf  eine  einzige  Variable  ab- 
weichen, eine  einfach  ausgedehnte,  die  Gesammtheit  der  Werth- 
verbindungen, die  nur  in  Bezug  auf  dieselben  zwei  Variabein 
differiren,  eine  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  u.  s.  f. 
Mithin  sind  in  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  der  nten  Ord- 
nung Mannigfaltigkeiten  von   allen  niedrigeren   Ordnungen  evU- 

halten.    Wenn   also  zwei  Werthverbindungen  {x\  ^  x^  ^ .  .  x^j 

und  (a?i  j  x^  >  •  •  •  ^n  )  gegeben  sind,  so  kann  man  zuerst  fest- 
stellen, in  Bezug  auf  welche  Variabein  sie  wirklich  differiren, 
und,  falls  die  Anzahl  derselben  k  beträgt,  die  beiden  Werthver- 
bindungen zu  einer  Mannigfaltigkeit  der  Äten  Ordnung  rechnen; 
dann  kann  man  fordern,  dass  innerhalb  der  letztern  Mannigfal- 
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tigkeit  von  der  einen  Verbindung  zu  der  andern  durch  benach- 
barte Verbindungen  übergegangen  werde.  Schreibt  man  noch 
ausserdem  vor,  dass  bei  diesem  Verfahren  die  auf  einander 
folgenden  Werthe  derselben  Variable  entweder  nur  wachsen 
oder  nur  abnehmen  dürfen,  so  zeigt  sich,  wie  oben,  dass  die 
Reihe  der  zu  durchlaufenden  Verbindungen  eindeutig  bestimmt 
ist,  wofern  die  Zahl  h  gleich  der  Einheit  ist,  dagegen  auf 
mehrere  verschiedene  Arten  bestimmt  werden  kann,  wofern  die 
Zahl  k  grösser  als  die  Einheit  ausfärllt. 

Bei  Systemen  von  drei  Variabein  lässt  sich,  wie  bei 
denen  von  zweien,  die  räumliche  Anschauung  zu  Hülfe  nehmen. 
In  I,  §  85  ist  auseinandergesetzt,  auf  welche  Weise  ein  Punkt 
im  Räume  durch  drei  rechtwinklige  Coordinaten  bestimmt  wird; 
als  solche  kann  man  die  drei  Variabein  x,  y,  z  betrachten,  von 
denen  eine  Function  f{x^  y,  z)  abhängt.  Dem  Inbegriff  der 
Verbindungen  der  ganzzahligen  Werthe  der  Variabein,  welcher 
6ne  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  ausmacht,  entspricht 
dann  vermöge  der  drei  Dimensionen  des  Raumes  eine  cubische 
Anordnung  von  Punkten,  der  einfachste  Fall  der  parallele- 
pipedischen  Anordnung,  die  in  I,  §  87  vorkommt.  Bas  Gan- 
stantseteen  von  je  zwei  Variahein  erzeugt  eine  einfach  ausge- 
dehnte Mannigfaltigkeit,  zu  der  eine,  mit  einer  der  drei  Coordi- 
naienaxen  parallele  gerade  Linie  gehört,  das  Constantsetzen  von 
je  einer  Variable  eine  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  zu 
der  eine  mit  einer  der  drei  Coordinatenebenen  parallele  Ebene 
gehört.  Mit  einer  Werthverbindung  (x,  y,  z)  sind  die  sechs  Werth- 
Verbindungen 

(x  —  1,  y,  z),  (x, «/  —  1,  z),  (x,  y.z-l) 
{x  -h  1,  y,  z\  {x,  y  +  1,  z),  (.r,  y,z  +  \) 

benachbart,  die  zugeordneten  sechs  Nachbarpunkte  des  Punktes 
(o;,  y,  z)  liegen  auf  den  drei  durch  den  Punkt  mit  den  Coordi- 
natenaxen  parallel  gezogenen  Geraden  auf  beiden  Seiten  des 
Punktes  {x,  y,  z)  in  der  Entfernung  der  Einheit.  In  dieser 
Weise  entsteht  das  räumliche  Bild  der  Uebergänge,  welche  man 
in  der  Mannigfaltigkeit  der  dritten  Ordnung  von  einer  Werth- 
verbindung zu  einer  anderen  durch  lauter  benachbarte  Werth- 
verbindungen  machen  kann,  während  die  Lösungen  der  analogen 
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Aufgaben  bei  Mannigfaltigkeiten  von  höherer  als  der  dritten 
Ordnung  nur  in  der  combinatorischen  Gestalt  vorhanden  sind. 

Wir  haben  uns  bisher  mit  denjenigen  Mannigfaltigkeiten 
beschäftigt,  die  erhalten  werden,  indem  man  den  einzelnen 
Variabein  eines  Systems  ganzzahlige  Werthe  beilegt.  Die 
angestellten  Beobachtungen  ändern  sich  jedoch  in  keinem 
entscheidenden  Stück,  sobald  vorgeschrieben  wird,  dass  die 
Variabein  gleich  beliebigen  Vielfachen  eines  bestimmten  ali- 
quoten Theiles  der  Einheit  sein  dUrfen.  Dies  rührt  von  dem  in 
I,  §  11  hervorgehobenen  Umstände  her,  dass  die  Division  der 
Einheit  durch  eine  bestimmte  ganze  Zahl  M  nichts  anderes  als 

die  Einiltthrung  der  neuen  Einheit  -_  ist.  Bei  der  gegenwärti- 
gen Untersuchung  kommt  es  nicht  auf  die  Grösse  der  Zahl  My 
sondern  darauf  an,  dass  die  einmal  als  Divisor  gewählte  Zahl 
festgehalten  werde;  dadurch  bekommt  keine  der  Variabein  an- 
dere. Werthe,  als  in  der  Reihe  der  rationalen  Brüche 

enthalten  sind.  In  Folge  dessen  liegt  innerhalb  der  endlichen 
für  jede  Variable  gesteckten  Grenzen  immer  nur  eine  be- 
schränkte Anzahl  von  Werthen  der  Variable;  auch  kann  der 
Unterschied  von  je  zwei  Werthen,  absolut  genommen,   niemals 

kleiner  als  die  Grösse  -,  werden.    Jene  Werthe  werden  discrete 

M 

oder  unstetige  Werthe  genannt  und  die  aus  denselben  ent- 
nommenen Verbindungen  bilden  eine  discrete  oder  unstetige 
Mannig faltigkeif,  die  nach  der  Anzahl  der  unabhängigen  Ele- 
mente einfach,  zweifach  oder  nfach  ausgedehnt  ist. 

Im  Eingange  dieses  Bandes  ist  bemerkt  worden,  dass 
eine  einzige  Variable,  wenn  sie  jeden  innerhalb  eines  gewis- 
sen Intervalls  befindlichen  Werth  annehmen  darf,  der  gleich 
einem  beliebigen  Vielfachen  irgend  eines  bestimmten  Theiles 
der  Einheit  oder  auch  gleich  einer  beliebigen  irrationalen 
Grösse  ist,  eine  innerhcdh  des  bcmglichen  Intervalls  stetig  ver- 
änderliche Grösse  genannt  wird.  Die  Werthe ,  welche  der 
Variable  innerhalb  des  zwischen  den  endlichen  Gri^ssen  a  und  b 
ausgedehnten  Intervalls  beigelegt  werden  können,  sind  alsdann 
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nicht  mehr  in  beschräukter  Anzahl  vorhanden;  denn  wie  viele 
Werthe  auch  ein  Mal  angenommen  sein  mögen,  ein  zweites  Mal 
kann  die  Anzahl  beliebig  vergrössert  werden.  Auch  giebt  es 
alsdann,  wie  in  §  1  erwähnt,  keine  so  kleine  Grösse,  dass 
nicht  in  dem  gegebenen  Intervall  die  Differenz  zwischen  zwei 
Werthen  der  Variable  numerisch  noch  kleiner  als  jene  Grösse 
gemacht  werden  könnte.  Allein  es  existirt  zwischen  den 
sämmtlichen  innerhalb  des  Intervalls  zulässigen  Werthen  der 
Grösse  nach  eine  bestimmte  Reihenfolge,  weil  nach  I,  §  20 
die  Differenz  von  zwei  bestimmten  Grössen  immer  nur  positiv 
oder  negativ  oder  gleich  Null  ist,  wie  ebenfalls  in  §  1  hervor- 
gehoben •  worden.  Deshalb  wendet  man  auf  die  sämmtlichen 
innerhalb  eines  gewissen  Intervalls  befindlichen  Werthe  einer 
Variable  ebenfalls  den  Ausdruck  der  Mannigfaltigkeit  an,  und 
sagt,  dass  sie  eine  concrete  oder  stetige  einfach  ausgedehnte 
MannigfaltigJceit  darstellen.  In  gleicher  Weise  bildet  der  Inbe- 
griff aller  innerhalb  gewisser  Grenzen  eingeschlossenen  Werth- 
verbindungen  von  zwei  Variabein  eine  zweifach  ausgedehnte,  von 
n  Variabein  eine  nfach  ausgedehnte  concrete  oder  stetige  Mannig- 
faltigkeit. Als  benachbarte  Werthverbindungen  kann  man  jetzt 
solche  betrachten,  die  nur  in  Bezug  auf  eine  einzige  Variable 
und  in  Bezug  auf  diese  um  eine  beliebig  kleine  Grösse  diffe- 
riren,  und  zählt  dann  in  einer  nfach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keit zu  jeder  Werthverbindung  wieder  2n  zugehörige  benach- 
barte Werthverbindungen.  Auch  ist  leicht  einzusehen,  dass  zwei 
Werthverbindungen,  die  innerhalb  einer  nfach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  nur  in  Bezug  auf  k  Variable  wirklich  differiren, 
zu  einer  Mannigfaltigkeit  der  kten  Ordnung,  welche  in  der  Man- 
nigfaltigkeit der  nten  Ordnung  vorkommt,  gerechnet  werden  dür- 
fen, und  dass  überhaupt  in  jeder  stetigen  Mannigfaltigkeit  der 
nten  Ordnung  stetige  Mannigfaltigkeiten  von  allen  niedrigeren 
Ordnungen  enthalten  sind.  Durch  den  Umstand,  dass  unsere 
räumliche  Anschauung  in  der  Linie  ein  Bild  für  eine  einfach 
ausgedehnte,  in  der  Fläche  für  eine  ziveifach  ausgedehnte,  in  dem 
Räume  für  eine  dreifach  ausgedehnte  stetige  Mannigfaltigkeit 
darbietet,  hat  die  Entwickelung  des  Begriflfs  der  stetigen 
Mannigfaltigkeiten  den  bedeutendsten  Einfluss  erfahren. 
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§  43.    Btatlffe  Fnnotionen  von  mehreren  Variabein. 

Die  Definition  einer  stetigen  Function  von  zwei  Variabein, 
die  in  I,  §  108  gegeben  ist,  lässt  sich  zu  der  folgenden  Defini- 
tion einer  stetigen  Function  von  beliebig  vielen  Variabein  er- 
weitem: 

Eine  für  ein  gewisses  Gebiet  von  Werthverbindungmi  der  n 
Variabein  x^,  x^,.., x^  gegebene  Function  f(x^j  x^,...  x^  heisst 
eine  stetige  Function  von  x^^  x^,. , .  x^,  sobald  der  absolute  Werth 
der  Differenz  von  je  zwei  in  dem  Gebiete  vorkommenden  Func- 
tionswerthen  f(z^,  z^,,, .  z^) — f{x^^  ^2^  -  --  ^^)  für  hinreichend  kleine 
absolute  Werthe  der  Differenzen  der  Variahein  z^ — x^,z^—x^^..z^ — x^ 
beliebig  Mein  t9ird. 

Bei  dieser  Bestimmung  ist  darauf  zu  achten,  dass,  indem 
die  Grössen  z^-—x^y  z^-'X^, . . .  z^ — a:„  respective  numerisch  unter 
den  kleinen  Grössen  w^,  w^j,,.  w^  liegen  oder  die  Ungleichheiten 
erftlllen 

für  die  zu  einer  bestimmten  Werthverbindung  (rCj,  x^, .. . xj 
zugehörigen  Werthverbindungen  {z^^  z,^,  --  -^J  ^'^^  "^  ^^™  8^' 
gebenen  Werthgebiete  von  n  Dimensionen  befindliches  engeres 
Werthgebiet  von  ebenso  viel  Dimensionen  abgegrenzt  wird, 
innerhalb  dessen  die  letztere  Werthverbindung  liegen  muss. 
Ebenso  gut  kann  man  auch  die  Werthverbindung  {z^^  ^.^, . . .  ^,) 
festhalten,  wobei  durch  die  Ungleichheiten  (1)  ein  engeres  Werth- 
gebiet von  n  Dimensionen  bestimmt  wird,  innerhalb  dessen  die 
zugehörigen  Werthverbindungen  (^„  Ä-g, . . .  xj  eingeschlossen 
sind,  und  zwar  hat  jede  der  Variabein  bei  der  ersten  und  der 
zweiten  engeren  Begrenzung  beziehungsweise  einen  el^enso  gros- 
sen Spielraum.  Bedient  man  sich  itir  eine  Variable,  für  zwei 
und  drei  Variabein  der  im  vorigen  §  angewendeten  räum- 
lichen Anschauung,  so  wird  das  in  Rede  stehende  engere  Ge- 
biet bei  einer  Variable  durch  ein  gewisses  Stück  einer  geraden 
Linie,  ferner  bei  zwei  Variabein  durch  einen  Theil  einer  Ebene, 
der  die  Gestalt  eines  gewissen  Rechtecks  besitzt,   endlich   bei 
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drei  Variabein  durch  einen  Theil  des  Raumes  vertreten,  der 
einem  gewissen  rechtwinkligen  Parallelepipedon  gleich  ist. 

Auf  gleiche  Weise,  wie  in  I,  §  108  gezeigt  worden,  dass 
jede  rationale  ganze  Function  einer  Variable  für  jeden  Umfang 
der  letztern  eine  stetige  Function  derselben,  und  dass  jede 
rationale  ganze  Function  von  zwei  Variabein  für  jede  Aus- 
dehnung beider  Variabein  eine  stetige  Function  von  diesen  ist, 
ergiebt  sich  auch,  dass  jede  rationale  ganze  Function  von  be- 
liebig vielen  Variabein  für  jede  Ausdehnung  der  einzelnen  Va- 
riabein die  Bedingungen  einer  stetigen  Function  derselben  er- 
füllt. Man  kann  jedoch  das  betrefifende  Resultat  noch  anders 
begründen.  Eine  gegebene  rationale  ganze  Function  von  be- 
liebig vielen  Variabein  lässt  sich  als  das  Aggregat  einer  be- 
schränkten Anzahl  von  Gliedern  darstellen,  deren  jedes  durch 
Multiplication  von  einem  constanten  CoefGcienten  mit  den 
ganzen  positiven  Potenzen  der  einzelnen  Variabein  gebildet  ist. 
Wir  denken  uns  die  verschiedenen  constanten  Coefficienten  in 
Zahlen  gegeben  und  unterscheiden  bei  jedem  einzelnen,  ob  der- 
selbe gleich  einer  rationalen  oder  irrationalen  Grösse  ist  Wo 
das  letztere  der  Fall  ist,  substituiren  wir  statt  des  Coefficienten 
ein  neues  variables  Element,  nehmen  an,  dass  demselben  der 
betreffende  irrationale  Werth  beigelegt  sei,  und  verwandeln  da- 
durch die  gegebene  rationale  ganze  Function  in  eine  andere 
rationale  ganze  Function  von  einer  grösseren  Anzahl  von  Va- 
riabein x^,  ^2J ' "  ^ny  ^^^  d^^  ^^®  sämmtlichen  Coefficienten  ra- 
tionale Grössen  sind.  Die  neu  entstandene  Function,  mit  der 
wir  es  Jetzt  allein  zu  thun  haben,  ist  nun  zunächst,  da 
die  Operationen  des  Addirens,  Subtrahirens  und  Multiplicirens 
ursprünglich  für  rationale  Brüche  definirt  sind,  für  alle  Werth- 
verbindungen  (x^y  x^,.. .  x^)  bestimmt,  bei  denen  die  einzelnen 
Variabein  gleich  irgend  welchen  rationalen  Brüchen  sind.  In- 
dem man  sich  vorsetzt,  für  die  einzelneu  Variabein  nur  solche 
rationale  Brüche  anzuwenden,  die  den  Ungleichheiten 

genügen  und  deren  sämmtliche  Nenner  Theiler  einer  bestimmten 
Zahl  Jlf  sind,  stellen  die  sämmtliehen  Combinationen  (ä,,  ^r.^,  ^  -x^ 
diejenige  discrete  Mannigfaltigkeit  der  wteu  Ordnung  dar,  welche 
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im  %'origern  §  betrachtet  worden  hl.  Aach  bleibt  sie  eine  dis- 
erete  Mannigfaltigkeit;  wenn  man  mehrere  Haie  nach  einander 
j^tatt  der  2^hl  31  andere  grössere  Sohlen  setzt.  Um  dagegen 
den  Werth  der  Function  f&r  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  ihrer 
Variabein  zu  bestimmen,  ist  die  Function  auch  f&r  solche  Werth- 
verbindongen  zu  definiren,  bei  denen  einzelne  Variabein  gleich 
irrationalen  Grössen  sind,  und  dazu  muss  festgestellt  werden, 
was  die  Addition,  Snbtraction,  Multiplication  von  irrationalen 
Grössen  bedeuten  solle.  Dies  ist  f&r  die  in  Rede  stehenden 
drei  Operationen  nnd  auch  fclr  die  Division  in  I,  §  16  ge- 
schehen; es  kann  der  Inhalt  der  dort  gegebenen  Definitio- 
nen in  der  jetzt  eingeführten  Sprache  so  ausgedrückt  werden, 
dass  die  aas  gegebenen  Elementen  durch  die  vier  Grnndopera- 
tionen  gebildeten  Functionen  stetige  Functionen  der  Elemente 
sein  sollen.  Die  rationalen  ganzen  Functionen  von  beliebig 
vielen  Variabein  sind  also  darum  stetige  Functionen  der  letztem, 
weil  die  genannten  Functionen  durch  eine  beschränkte  Anzahl 
von  Anwendungen  der  drei  ersten  Grundoperationen  erhalten 
werden,  und  weil  die  allgemeine  Definition  dieser  Grundopera- 
tionen den  BegriflT  der  Stetigkeit  in  sich  schliesst. 

f  44.   Vollflt&&dlgo  nnd  partlello  Dlfforenxtn  von  Fnnotlontn 

mehrerer  Variabein. 

Unter  der  Differenz  einer  Function  von  n  Variabein  wird 
die  Differenz  von   zwei  Functionswertheu  verstanden,  die  zwei 

verschiedenen  Werthsysteraen  x^,  x^,  •  •  •  ^'„  und  xf\  x^^\ . . .  x^^^ 
entsprechen.  Indem  mau  sowohl  die  Diflferenzen  der  einzelnen 
Variabein  wie  auch  die  Differenz  der  Function  f{x^j  x^,. . , x^) 
durch  das  Zeichen    /  ausdrückt,  ergiebt  sich  die  Darstellung 

/|>.  (1)  ___      .  (1)  .  ^*^_  r    /-r 

(2)     /*(^,  +  /a?!,  x'2+  Jx^,  ...x^  +  ^^J  —fi^v  ^V"  ^J 

=  .Jf  [X^j  X^j  . . .  x^). 

I 

Wir  werden  jetzt  eine  Umformung  der  Differenz  Jf{x^,  x^,..xj 
ausitlhren,  welche  dazu  geeignet  ist,  dieselbe  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Ditterenzcn  Jx^^  /j'g,...  y.r,  kleine  Grössen 
von  einer  und  derselben  Ordnung  sind,  mit  der  diesen  Grössen 
entsprechenden  Genauigkeit  zu  bestimmen. 
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Es  sei  die  Function  f\x^j  x^y,,. x^)  zuerst  gleich  einem 
Product  von  Factorcn,  von  denen  jeder  nur  eine  der  Variabein 
enthält 

(3)  f{x,,  a;,, . . .  :r J  =  qPj  {x,)  (f^  (x^) </>„  (xj. 

Vermittelst  der  Bezeichnungen 

(4)  (jPi  (x^  +  Jx^)  —  ff^  (x^)  =  J(p^  (a;,), . . . 

Vn  (^«  +  -^^n)  -  "Pn  (^  J  =  ~^V.  (^  J 

folgt  dann  aus  der  Definition  (2)  die  Bestimmung 

(5)  J{(Pi{x^)  yaCa^a)---?^!.^)) 

-  9^1(^1)9^2(^2)- -y-C^J- 

Man  kann  nun  das  erste  Product  der  rechten  Seite  so  ent- 
wickeln, dass  der  erste  Bestandtheil  gleich  dem  Product  der 
ersten  Summanden  der  wFactoren  wird  und  daher  mit  dem 
zu  subtrahirenden  Product  übereinstimmt.,  dass  der  zweite 
Bestandtheil  die  Glieder  enthält,  welche  in  je  eine  der  Diffe- 
renzen Jx^,  Jx^j .  .  .  Jx^  der  dritte  Bestandtheil  die  Glieder, 
welche  in  die  Producte  von  je  zwei  verschiedenen  Differenzen 
multiplicirt  sind,  n.  s.  f.,  und  dass  das  Product  der  sämmtlichen 
Differenzen  den  Schluss  bildet.    So  entsteht  die  Darstellung 

(6)  J(fp^  (x^)  (p^  (x^) . . .  (/)^  (xj) 

+  -^9i  (^1)  -^^2(^2)  •  •  •  T«K)  +  •  •  • 
-♦-... 

+  -^^1(^1)  -^9^2(^2)  •  •  •    ^Vn  (^J- 

Jeder  hier  vorkommende  Summand  lässt  sich  hervorbringen, 
indem  man  die  Operation  des  Differenznehmens  auf  die  Func- 
tion fpii^x)  (Pq{oc.^-"(pn{x^  in  der  Weise  anwendet,  dass  ein- 
zelne Variable  als  veränderlich,  die  übrigen  als  unveränderlich 
gelten.  Wird  nur  die  Variable  x^  um  Jx^,  jedoch  keine  der 
übrigen  Variabein  geändert,  so  entsteht  der  erste  Summand, 
und  auf  dieselbe  Weise  durch  die  entsprechende  Aenderung  der 
einzelnen  Variabein  je  ein  Summand  der  ersten  Zeile.  Eine 
Differenz,  bei  der  nur  die  Variable  x^  um  Jx^  und  ausser  dieser 
keine  Variable  geändert  wird,  wo  a  irgend  eine  der  Zahlen 
1,  2, .. .  n  bezeichnet,   heisst  dne  in  Bezug  auf  die  Variable  x 
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genommene  partielle  Differenz  und  kann  iblgenderuiassen  durch 
Anhängung  der  betreffenden  Variable  an  das  Zeichen  J  ange- 
deutet werden, 

(7)        f{x^, . . .  ^a  +  -^^ü»  •  •  •  ^J  —  A^i,  •  •  •  ^a>  •  •  •  ^«) 

Das  Zeichen  J  bleibt  dann  für  die  Bildung  derjenigen  Diffe- 
renzen, bei  denen  alle  Variabein  geändert  werden  und  die  voll- 
ständige oder  totale  Differenzen  genannt  werden.  Demnach  sind 
die  einzelnen  Summanden  der  ersten  Zeile  der  rechten  Seite 
von  (6)  gleich  den  nach  den  bezüglichen  einzelnen  Variabein  ge- 
nommenen partiellen  Differenzen  der  Function  fPi{x^)^^{x^ -  ^(pjiß^^* 
Die  einzelnen  Summanden  der  zweiten  Zeile  sind  Producte  von  n 
Factoren,  unter  denen  je  zwei  mit  den  gleichnamigen  Differenzen 
der  Functionen  q^^{x^\  ^^^^^^^  •  •  •  T«  (^n)'  ^'®  ** — ^  übrigen  mit  den 
übrigen  Functionen  selbst  übereinstimmen.   Der  erste  Summand 

-iqnj(a:j)  ./qn^C^a)  •  •  •  ^«(^n)  '^^^*  ^^^^  entweder  erzeugen,  indem 
von  dem  ersten  Summanden  der  ersten  Zeile  die  partielle  Dif- 
ferenz nach  iCj,  oder  indem  von  dem  zweiten  Summanden  der 
ersten  Zeile  die  partielle  Differenz  nach  x^  genommen  wird; 
eine  entsprechende  doppelte  Erzeugungsart  hat  man  für  die 
übrigen  Summanden  der  zweiten  Zeile.  Genau  ebenso  entsprin- 
gen die  Summanden  jeder  neuen  Zeile  der  rechten  Seite  von  (6) 
dadurch,  dass  auf  einen  Summanden  der  vorhergehenden  Zeile 
die  Operation  des  partiellen  Diflferenznehmens  nach  einer  Va- 
riable ausgeflihrt  wird,  die  in  dem  Summanden  bis  dahin  un- 
geändert  geblieben  war;  es  leuchtet  ein,  dass  hier  jeder 
Summand  der  ?ten  Zeile  auf  so  viele  verschiedene  Weisen  her- 
vorgebracht werden  kann  als  es  verschiedene  Permutationen  für 
l  Elemente  giebt,  nämlich  1 .  2  .  3  .  i  oder  Z!,  wie  in  I,  §  46  aus- 
einander gesetzt  ist. 

Wir  können  also  die  einzelnen  Summanden  der  auf  der 
rechten  Seite  von  (6)  befindlichen  Entwickelung  als  Resultate 
der  wiederholten  Operation  des  partiellen  Diflferenznehmens  auf- 
fassen. Hierauf  wird  sich  auch  die  vorzunehmende  Umformung 
der  vollständigen  Diflferenz  Jf(x^,  x^t , , ,  xj  für  eine  beliebige 
Function  f{x^,  x,^, . . .  xj  gründen;  um  jenen  Process  kennen  zu 
lernen,  lassen  wir  die  Zahl  n  der  Variabein  von  dem  Werthezwei 
an  nach  und  nach  zunehmen. 
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Für  w=2  giebt  die  Formel  (7)  die  beiden  partiellen  nach 
ar,  und  x^  genommenen  Differenzen 

(8)  f{x^  +  Jx^,  x^  -  f(x^y  x.^  =  J^^  f{x^,  x^ 

Wenn  man  jetzt  von  ^^J{x^,  x^  die  partielle  Differenz  nach 
x^  bildet,  so  kommt 

(9)  fix^-^-Jx^, x^-\-^x^—f{x^, x^-k-Jx^)  —fiXi+Jx^, x^-\'f{x^j  x^ 

Nimmt  man  ferner  von  ^^J^^v  ^2)  ^^^  partielle  Differenz  nach 
x^y  so  findet  sich  ' 

(10)  fix^+zix^, x^+Jx^)—f{x^'\'Jx^,x^)—f{x^,x^'\-Jx^+f{x^,x^ 

Die  linken  Seiten  von  (9)  und  (10)  sind  nur  in  Betreff  der  An- 
ordnung der  Glieder  verschieden  und  haben  denselben  Werth. 
Mithin  gilt  die  Gleichung 

(1 1)  J^^  (^,, fix,,  X,))  =  J^^  (J^^ fix,,  X,)). 

In  Uebereinstimmung  mit  dem  Sprachgebrauch,  der  in  §  15 
für  Diflferenzen  von  Functionen  einer  Variable  angewendet  ist, 
wird  das  Ergebniss  der  zweifachen,  dreifachen,  |)  fachen  Wie- 
derholung des  Differenznehmens  eine  Differenz  der  zweiten^  drit- 
ten,  p  ten ,  Ordnung  genannt    Demnach  enthält   die  Gleichung 

(11)  den  folgenden  Satz: 

(1)  Jüe  partielle  Differenz  der  zweiten  Ordnung,  welche  von 
einer  Function  zweier  Variabein  zuerst  nach  der  ersten,  dann 
nach  der  zweiten  Variable  genommen  wird,  ist  gleich  derjenigen 
partiellen  Differenz  der  zweiten  Ordnung,  welche  zuerst  nach  der 
zweiten,  dann  nach  der  ersten  Variable  genommen  wird. 

Bei  der  vorhin  erörterten  speciellen  Voraussetzung  (3) 
haben  wir  bemerkt,  dass  die  in  Bezug  auf  zwei  verschiedene 
Variabein  nach  einander  genommenen  partiellen  Differenzen  der 
zweiten  Ordnung  gleich  den  Summanden  der  zweiten  Zeile  der 
rechten  Seite  von  (6)  sind.  Für  den  Fall  n=2  giebt  es  nur 
das  eine  Glied 

(12)  Jcp,{x,)Jcp,{x,), 

durch  welches  die  linke  Seite  von  (9)  oder  (10)  als  ein  Product 
dargestellt  wird.    Ohne   die  bezeichnete  Voraussetzung  hat  die 
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nach  x^  und  x^  genommene  partielle  zweite  Differenz  der  Func- 
tion f(x^,  xj  diese  Beschaffenheit  nicht.  Sobald  aber  in  (12) 
die  Differenzen  vollständig  hingeschrieben  werden,  wodurch  der 
Ausdruck 

entsteht,  so  kann  man  die  nach  x^  und  x^  genommene  partielle 
zweite  Differenz  der  Function  f(x^ ,  x^)  erhalten,  indem  man 
in  (12*)  die  Multiplication  der  beiden  Factoren  ausführt  und 
hierauf  jeden  Werth  des  Products  cpiiBi)  <rs(?«)  durch  den 
für  die  gleiche  Verbindung  der  Variabein  gebildeten  Werth 
der  Function  /"(f, ,  ^,)  ersetzt.  Das  Product  qPi  (^,)  qpi  (f  J 
wird  dadurch  ein  Symbol  des  Funciionswerthes  /"(f^,  f,).  Ver- 
mittelst dieses  Princips  liefert  der  Ausdruck  (12)  eine  synibo- 
Tische  Darstellung  der  nach  x^  und  x^  genommenen  partiellen 
zweiten  Differenz  der  Function  f{x^^  x^).  Auch  erkennt  man,  dass 
ebenso  die  Ausdrücke  J(p^  {x^)  (p^{x^\  y,  (a;,)  Jfp^{x^)  respective 
die  nach  x^  und  x.^  genommenen  partiellen  Differenzen  der  ersten 
Ordnung  (8)  symbolisch  darstellen. 

In  dem  Falle  n  =  3  existiren  die  drei  partiellen  Differenzen 
der  ersten  Ordnung  in  Bezug  auf  o;,,  a:„  x^ 

(13)  f{x^-¥  Jx^,  x^,  x^)  -  f{x^,  x^,  x^  =  J^J(x,,  x^,  x^) 

fix,,  x^-¥  Jx^,  x^)  —  fix,,  a;„  x^  =  J^Jix,,  x^,  x^ 
fix,,  x^, x^'\'  Jx^  —  fix,,  x^,  x^  =  J,Jix„  x^,  x^). 

Was  die  auf  zwei  verschiedene  Variable  bezüglichen  Differenzen 
der  zweiten  Ordnung  anlangt,  so  folgt  schon  aus  dem  Vorigen, 
dass  ihr  Werth  von  der  Vertauschung  der  Reihenfolge  der 
beiden  Variabein  unabhängig  sein  muss;  denn  der  Satz  (1)  ist 
für  Functionen  von  zwei  Variabelu  bewiesen  und  kann  durch 
das  Vorhandensein  einer  dritten  Variable,  die  bei  der  jedesmal 
auszuführenden  Differenzenbildung  ungeändert  bleibt,  nicht  mo- 
dificirt  werden.  Man  hat  demnach,  um  eine  dieser  Differenzen 
wirklich  aufzustellen, 

(14)  fix,,  arjjH-  Jx^,  x^  +  Jx^)  -  fix,,  x^  +  Jx^^  x^ 

Es  mögen  nun  wieder  unter  der  Annahme  n  =  3  die  einzelnen 
Bestaudtheile  der  rechten  Seite  von  (6)  verglichen  werden.    Die 
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erste  Zeile  enthält  die  Summanden 

(1^)  jfp^(x;)(p.^(x,,)(pp^),  (Pi{x,)jfpp,^)(r^(x^\  (ri(^M(^2)^vPt)y 

die  zweite  Zeile  die  Summanden 

(16)  J(f^  (x^)  J(p^  (x^)  (f^  (x,,),    Jcp ,  {x^ )  (f^  (x^)  .J(p^  (x^), 

q>i{x^)J(r^(x,;)J(p^{x^, 
die  dritte  Zeile  das  eine  Glied 

(17)  z/^j  (ajj)  Jcp^ix^)  ^(p^{x^y 

In  derselben  Weise  wie  früher  zeigt  sich,  dass,  wenn  die 
Differenzen  Jq^^{x^\  J(f^{x^),  Jq)^(x^)  durch  die  zugehörigen 
Funetionswerthe  explicite  ausgedrückt,  die  angedeuteten  Mul- 
tiplicationen  vollzogen  werden,  und  wenn  dann  jeder  Werth  des 
Products  (pi(^i) g^^i^t) ^Psi^s)  durch  den  mit  den  gleichen  Va- 
riabein gebildeten  Werth  der  Function  f(^^,  ^„  ^J  ersetzt  wird, 
die  Ausdrücke  (15)  respective  in  die  partiellen  Diflferenzen  der 
ersten  Ordnung  (13),  die  Ausdrücke  (16)  in  die  partiellen  Dif- 
ferenzen der  zweiten  Ordnung  nach  x^  und  x^,  nach  x^^  und  a:g, 
nach  X,  und  x^  übergehen,  deren  letzte  in  (14)  hingeschrieben  ist. 

Wir  bilden  jetzt  die  partielle  Differenz  von  (14)  in  Bezug 
auf  die  Variable  x^.  Zu  diesem  Ende  nehmen  wir  diejenigen 
vier  Glieder,  welche  aus  den  vier  mit  ihren  Vorzeichen  verse- 
henen Gliedern  von  (14)  entstehen,  indem  x^  in  x^  ■+-  Jx^  ver- 
wandelt wird,  und  subtrahiren  von  diesen  die  genannten  vier 
Glieder  von  (14).  Nun  hat  sich  ergeben,  dass  durch  das  eingcs 
führte  Substitutionsprincip  aus  der  Verbindung 

(Pi(^i)iV%(^2'^'^X^)'-(p^(x^)){(f^(x^'hJx^)'-(p^{x^)) 

das  Aggregat  (14)  hervorgeht.  Die  vier  Glieder,  bei  denen  x^  in 
x^  •+■  Jx^  verwandelt  worden  ist,  entstehen  also  durch  dasselbe 
Princip  aus  der  Verbindung 

qr>,(a;,4-  z/a;J  (^.(a;^-*-  Jx^)  ~  (p^{x^))  (y,  {x^^- Jx^)  -  (p^^ixj). 
Die  nach  x^  zu  nehmende  partielle  Differenz  von  (14)  geht  daher 
aus  dem  Ausdrucke 

hervor,  der  durch  Subtraction  der  vorletzten  von  der  letzten 
Verbindung  abgeleitet  ist  und  mit  dem  obigen  Ausdruck  (17) 
zusammenfällt.  Hiermit  ist  bewiesen,  dass,  wenn  man  das  Pro- 
duct  qPid,)  </»5,(^a)  ^/'aC^«)  5^^^  einem  Symbol  des  Functiouswerthes 
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I 

fi^ij  ^«1  ^s)  macht,  die  partiellen  ersten  Differenzen  der  Fanction 
fi^ij  ^87  ^z)  i"  (15)»  die  nach  je  zwei  verschiedenen  Variabeln 
genommenen  partiellen  zweiten  Differenzen  in  (16),  die  Differenz 
Jj.^  J^^  -^r,  A^i>^2»^3)  ^^  (1^)  synibolisch  dargestellt  sind.  Sobald 
bei  der  Bildung  der  dritten  Differenz  der  Function  f(Xi,  a:,,  a:,) 
die  Reihenfolge  der  partiellen  Operationen  geändert  wird,  so 
erhält  man  statt  (17)  einen  Ausdruck,  bei  dem  die  Reihen- 
folge der  Factoren  J(p(x^),  J(f{x^\  -^^(^a)  ^^^  entsprechende 
Weise  geändert  ist.  Nun  bleibt  der  Ausdruck  (17)  als  Prodnet 
bei  jeder  Aenderuug  der  Reihenfolge  seiner  Factoren  ange- 
ändert. Weil  aber  das  anzuwendende  Substitutionsprincip 
dasselbe  ist,  so  folgt  fUr  die  partielle  dritte  nach  den  drei 
Variabein  x^jX^jX^  genommene  Differenz  der  Function /*(j;j,jr,,Ä,) 
die  Eigenschaft,  von  der  Reihenfolge  der  Operationen  des 
partiellen  Differenznehmens  unabhängig  zu  sein. 

Offenbar  lässt  sich  die  fllr  Functionen  von  zwei  und 
drei  Variabeln  angestellte  Betrachtung  fortsetzen,  indem  man 
immer  von  einer  gewissen  Anzahl  Variabeln  zu  der  um  eine 
Einheit  grösseren  Anzahl  übergeht.  So  entsteht  der  folgende 
allgemeine  Satz: 

(2)  Die  partielle  Differetus  der  Iten  Ordnung  eitler  FuncÜan 
von  n  Variabeln  f{x^  x^, .  .  x^),  welche  nach  den  l  Variabdn 
^0)  ^b; '  •  •  glommen  werden  soll,  wird  erhalten,  indem  man  in 
einein  Product  von  n Factoren  (fi{x^)q^^{x^).  ,,(p^{x^)  die  eu  den 
Zeigern  Oi,\)^,,  gehörenden  l Factoren  in  die  respediven  Differeneen 

^9^o(^a)  =  Va(^a  +  -^^a)-"  ?'o(^o)>  '^Vb(^t)  =  Vb^^b-^~^^t)-9t>(^f)7" 

verwandelt,  die  übrigen  Factoren  ungeändefi  lässt,  und  hierauf 
in  dem  entwickelten  Product  statt  jedes  Atisdrucks 

den  zugehörigen  Functionsiverth  f{^^,  ^j, . . .  ^„)  substüuirt.  Aus 
dieser  Darstellung  folgt,  dass  die  bezeichnete  partielle  Differenst 
der  Iten  Ordnung  bei  keiner  Vertauschung  der  angewendeten 
Operationen  des  partielleti  DifferemneJimens  geändert  wird. 

Es  sind  somit  für  die  Function  f(x^,  x^,.,.  x^)  die  sämmt- 
lichen  partiellen  Differenzen  aller  Ordnungen,  von  der  ersten 
bis  zu  der  nteu,  die  sich  auf  irgend  eine  Gombination  ver- 
schiedener   Variabeln   unter   den  n  Variabeln  x^,  x^, ,  . .  x^   be- 
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ziehen,  der  Reihe  nach  durch  die  auf  einander  folgenden 
Summanden  der  rechten  Seite  von  (6)  symbolisch  dargestellt. 
Bei  der  Addition  dieser  Summanden  heben  sich  die  sämmt- 
liehen  Functionswerthe  des  Products  qp,(^i)qp2(l2)»  ••  qp^CIJ  fort, 
so .  dass  nur  die  auf  der  linken  Seite  von  (6)  angegebene 
Differenz 
(18)    g>,(a;,  +  ^x^)(p^(x^-\' ./x.;),..fp„(x^  + JxJ--(p^(Xj)(p^ix^)...(p„(^^^^ 

übrig  bleibt.  Wenn  man  nun  in  jedem  einzelnen  Summanden 
statt  eines  Products  (f  1(^1)^2(^9^  •••*ir„(^»)  immer  den  entsprechen- 
den Functionswerth  f{^^j  f^, . .  ^^)  substituirt  und  dadurch  den 
betreffenden  Summanden  zu  der  correspondirenden  partiellen 
Differenz  der  Function  f\x^y  x^,.,,  x^  macht,  so  müssen  sich 
die  auftretenden  Functionswerthe  genau  wie  vorher  gegenseitig 
zerstören;  es  kann  also  nur  die  Differenz  der  beiden  Func- 
tionswerthe 
(19)  f{x^  -f . Jx^, x^ -{-Jx^j.,, j;„  4-  Jx„)  —  fix^j x^,.., x^) 

erhalten  bleiben,  welche  bei  dem  angewendeten  Substitutions- 
princip  aus  der  Differenz  (18)  hervorgeht.  Die  Differenz  (19) 
ist  aber  gerade  die  vollständige  Differenz  der  ersten  Ordnung 
Jf{x^yX^^,  ..x^)\  die  Uebereinstimmung  derselben  mit  dem 
zu  bildenden  Aggregat  von  partiellen  Differenzen  liefert  die 
gesuchte  Umformung,  deren  Inhalt  wir  in  dem  folgenden  Satze 
aussprechen: 

(3)  IHe  vollständige  Differenjs  der  ersten  Ordnung  einer 
Function  von  beliebig  vielen  Variabein  ist  gleich  dem  Aggregat 
aus  aüen  von  der  Function  in  Beeug  auf  die  eineeinen  Variabein 
genommenen  partiellen  Differenzen  der  ersten  Ordnung,  aus  allen 
partiellen  Differenzen  der  zweiten  Ordnung  in  Bezug  auf  alle 
Combinationen  von  je  zwei  verschiedenen  Variabein,  und  so  fort, 
das  heisst  gleich  dem  Aggregat  aus  allen  partiellen  Differenzen 
der  Iten  Ordnung  in  Bezug  auf  alle  Combinationen  von  je  l  ver- 
schiedenen Variabein,  für  alle  Zahlen  von  Z  =  l  bis  l=n, 

Dass  die  vollständige  Differenz  der  ersten  Ordnung  der 
Function  f{x^,  x.^, . . .  o:^)  vermittelst  des  gebrauchten  Substi- 
tutionsprincips  durch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (6)  sym- 
bolisch dargestellt  wird,  ist  nur  ein  anderer  Ausdruck  der 
Ableitung    des    vorstehenden   Satzes.      Eine    bemerkenswerthe 

Lipschitz,  Analysis  II.  16 
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Eigenschaft  der  mit^ctheilten  Entwickeliing  scheint  aber  die  zu 
sein,  dass  in  dem  Ausdrucke  der  vollständigen  Differenz  der 
ersten  Ordnung  einer  Function  von  mehreren  Variabein  partielle 
Differenzen  von  höheren  Ordnungen  auftreten,  deren  Ordnungs- 
zahl bis  zu  der  Anzahl  der  in  die  Function  eingehenden 
Variabein  steigt. 

f  46.    Dlfforentialo  von  Funotionon  mehrerer  Vaxiabeln. 

Partielle  DlffiBrentialqaotienten. 

Bei  der  Ausdehnung  der  Differentialrechnung  auf  Functionen 
mehrerer  Variabein  kann  man  entweder,  wie  bei  den  Functionen 
einer  Variable  geschehen  ist,  mit  dem  Begriffe  des  Differential- 
quotienten beginnen  und  zu  dem  des  Differentials  übergehen, 
oder  den  umgekehrten  Weg  einschlagen,  den  wir  jetzt  wählen. 
Einer  im  vorigen  §  enthaltenen  Andeutung  entsprechend  be- 
trachten wir  eine  für  ein  gewisses  Gebiet  der  n  unabhängigen 
Variabein  x^,  x.^, •  •  •  ^»  gegebene  stetige  Function  f{x^j  x^j, , . x^\ 

heben  zwei  verschiedene  Werthsysteme  x^yX^j..x^\xudx^^^ ,x^^  j..x^^ 
heraus  und  nehmen  an,  dass  die  Differenzen  der  einzelnen  Va- 
riabein 

(IJ  X^         X^  ^=  ^  X^j  fl/Q         X.2  =  _/  ä/j,  . . .  x^         x^  =^  _/  x^ 

kleine  Grössen  von  einer  und  derselben  Ordnung  sind.  Dieser 
Ausdruck  bedeutet  im  Einklang  mit  dem  in  §  40  eingeführ- 
ten Sprachgebrauch,  dass  die  absoluten  Werthe  der  Verhält- 
nisse aller  n  Grössen  zu  einer  unter  denselben  beliebig  ge- 
wählten Grösse  innerhalb  endlicher  Grenzen  bleiben,  während 
die  absoluten  Werthe  der  einzelnen  Grössen  selbst  beliebig  klein 

werden.    Indem  die  Differenzen  Jx^,  Jx^, /x^  als  kleine 

Grössen  der  ersten  Ordnung  gelten,  kann  man  verlangen,  die 
entsprechende  vollständige  Differenz  der  Function  f{x^j  a:^, . . .  xj 
bis  auf  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung  genau,  das  heisst 
nach  §  40,  so  darzustellen,  dass  der  dabei  erlaubte  Fehler  eine 
kleine  Grösse  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  ist.  Unter 
der  erwähnten  Voraussetzung  werden  di^  Differenzen  der  unab- 
hängigen Variabein  respective  die  Differentiale  der  unabhängigen 
Variabein  jr„  x^, , , ,  x^,  genannt  und  mit  den  Zeichen 
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(2)  dx^,  dx,^,...dx^ 

heeeichnet;  gleichseitig  heisst  die  bis  auf  die  Ordnung  dieser  Meinen 
Grössen  genaue  Darstellung  der  eugeiwrigen  Differene  der  Function 
fi^v  ^2'  •  •  •  ^ii)  ^^  Differential  d^  Function  f(x^^  a:.„  . . .  a;^)  und 
wird  durch  dns  Zeichen 

(3)  df(x^,  iTj, . . .  X,) 

ausgedrückt. 

Nach  dem  Satze  (3)  des  vorigen  §  ist  die  vollständige 
Differenz  .  Jf{x^,  x,^,  •  •  •  ^«)  gleich  einem  Aggregat,  das  aus  den 
sämmtlichen  nach  den  einzelnen  Variabein  genommenen  partiellen 
DiflFerenzen  der  ersten  Ordnung  und  aus  den  dort  angegebenen 
partiellen  DiflTerenzen  von  höheren  Ordnungen  zusammengesetzt 
wird.  Wenn  nun  /*(j;,,  a;.^, --  -x^)  als  eine  Summe  von  einzelnen 
Functionen  gegeben  ist,  so  lässt  sich  jede  partielle  Differenz 
der  Function  fix^,  x^,,..  x^)  von  einer  bestimmten  Ordnung  als 
die  Summe  der  gleichnamigen  partiellen  DiflFerenzen  der  einzel- 
nen Functionen  auflTassen,  weil  die  auszuttihrenden  Opera- 
tionen nur  Additionen  und  Subtractionen  sind.  Sobald  ferner 
eine  Function  gleich  einem  Product  von  Factoren  ist,  deren 
jeder  nur  eine  einzige  Variable  enthält,  so  wird  die  vollständige 
Diflferenz  der  Function,  die  wieder  mit  qn,  (x^)  (p^  (x^) . . .  g^^  (xj 
bezeichnet  werden  möge,  in  der  Gleichung  (6)  des  vorigen  § 
angegeben.    Hier    zeigt  sich,    dass,   wofern   Jx^^  Jx^,...Jx^ 

kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung  sind,  jede  partielle  DiflTerenz 
von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  durch  das  Product  der  ein- 
gehenden DiflFerenzen  zu  einer  kleinen  Grösse  von  derselben, 
also  ebenfalls  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  wird.  Bei 
einer  Function,  die  gleich  einer  Summe  von  Producten  ist,  deren 
einzelne  Factoren  Functionen  der  einzelnen  Variabein  sind,  muss 
daher  unter  der  gleichen  Voraussetzung  eine  partielle  DiflFereuz 
von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  ebenfalls  eine  kleine  Grösse 
von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  sein.  Demnach  wird  für 
alle  Functionen  von  dieser  BeschaflFenheit  die  vollständige  DiflTe- 
renz ^f{x^j  a?j, . . .  x^  bis  auf  kleine  Grössen  von  der  Ordnung 
der  DiflFerenzen  Jx^j  Jx^,.,.Jx^  genau  durch  das  Aggregat 
der  sämmtlichen  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Variabein  ge- 
nommenen partiellen  DiflFerenzen  der  ersten  Ordnung  dargestellt, 
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während  die  auftretenden  partiellen  Differenzen  von  höheren 
Ordnungen  als  kleine  Grössen  von  höheren  Ordnungen  weg- 
fallen. Alle  rationalen  ganzen  Functionen  der  n  Variabein 
a?,,  x^,,.,x^^  haben  die  in  Bede  stehende  Beschaflfenheit,  gleich 
Summen  von  Producten  zu  sein,  die  ausser  einem  constanten 
Coefficienten  die  ganzen  positiven  Potenzen  der  einzelnen  Va- 
riabein enthalten.  Daher  gilt  die  gemachte  Aussage  unzweifel- 
haft ftir  alle  rationalen  ganzen  Functionen.  Sie  gilt  überhaupt 
vermöge  des  Satzes  (3)  des  vorigen  §  für  Jede  Function  von 
beliebig  vielen  Variabein,  welche  so  geartet  ist,  dass  die  nach 
mehreren  verschiedenen  Variabein  genommene  partielle  DiflFerenz 
der  Function,  wenn  die  Diflferenzen  der  Variabein  als  kleine 
Grössen  der  ersten  Ordnung  angesehen  werden,  gleich  einer 
kleinen  Grösse  wird,  deren  Ordnungszahl  mit  der  Ordnungs- 
zahl der  Differenz  seihst  übereinstimmt.  Man  betrachtet  aber 
alle  Functionen  von  beliebig  vielen  Variabein,  die  dieser  Be- 
dingung genügen,  als  regelmässig,  diejenigen,  welche  ihr  nicht 
gentigen,  als  Ausnahmen.  Auf  diese  Weise  giebt  man  der  in 
Rede  stehenden  Aussage  eine  allgemeine  Gültigkeit  und  bildet 
den  Satz,  dass  die  vollständige  Differenz  einer  Function  von 
n  Variahein  ^/f(x^,  x,^, . . .  xj  bis  auf  kleine  Grössen  von  der  Ord- 
nung der  Differenzen  ./x^,  Jx,^, . .,  Ix^  genau  durch  das  Aggre- 
gat der  sämmtlichen  in  Beeug  auf  die  einzelnen  Variabein  ge- 
nommenen partiellen  Differenzen  der  ersten  Ordnung  dargestdlt 
wird. 

Es  bleibt  jetzt  noch  die  Aufgabe,    die  partielle  Differenz 
der  Function  /'(o;,,  Xj, ...  ^rj    in    Bezug   auf   eine    beliebig   ge- 
wählte Variable  x^  bis  auf  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung 
genau  auszudrücken.    In  dieser  Differenz 
(4)    f{x^,...x^'\'  '^oc^j'^^J  —  fixi,..,x^,,..xj  —  J^J{x^,...xJ 

behalten  die  sämmtlichen  Variabein  mit  Ausnahme  der  einen  x 
ihre  ursprünglichen  Wertlie;  man  hat  also  die  Differenz  der 
Functionswerthe,  welche  zu  der  Differenz  Jx  der  Variable  x 
gehört,  bis  auf  kleine  Grössen  der  Ordnung  Jx^  darzustellen. 
Das  heisst  aber  nichts  anderes  als  das  Differential  der- 
jenigen Function  der  einzigen  Variable  x^  bilden,  welche  aus 
der  Function  f(x^,  x^,...  x^  entsteht,  indem  nur  das  Element  x^ 
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al»  veränderlich,  jedes  andere  Element  als  constant  betrachtet 
wird.  Demhach  wird  hier  nur  verlangt,  das  Differential  einer 
Function  einer  einzigen  Variable  aufzustellen,  was  nach  den 
bisher  entwickelten  Regeln  geschehen  kann. 

Das  Differential  einer  Function  einer  einzigen  Variable, 
durch  das  Differential  der  letztern  dividirt,  bringt  nach  §  41 
den  Differentialquotienten  der  Function  hervor,  und  umgekehrt 
ist  das  Differential  einer  Function  einer  einzigen  Variable  gleich 
dem  Product  des  Differentialquotienten  und  des  Differentials  der 
Variable.  In  demselben  Sinne  ist  auch  das  Differential  der 
Function  der  einzigen  Variable  x^,  in  welche  die  Function 
f[x^,  x..^, , .  .xj  durch  Constantsetzen  der  übrigen  Elemente  ver- 
wandelt ist,  gleich  dem  Product  des  unter  der  bezüglichen  Vor- 
aussetzung nach  der  Variable  x^  genommenen  Differentialquo- 
tienten und  des  Differentials  der  Variable  x.  Man  bezeichnet 
den  Differentialquotienten  einer  Function  von  mehreren  Variabein 
f{x^,  x,,y '  "Xjy  welcher  in  Bezug  auf  die  einzige  Variable  x^ 
gebildet  wird^  währetid  die  übrigen  Variabein  ungeändert  bleibenj 
als  den  nach  der  Variable  x^  genommenen  partiellen  Differential- 
quotienten,  und  notirt  denselben  nach  dem  Vorgange  Jacobis  mit 
dem  Differentialzeichen  d,  wie  folgt. 

Vermöge  dieses  Begriffs  ergiebt  sich  für  die  partielle  Differenz 
(4)  der  bis  auf  kleine  Grössen  der  Ordnung  Jx^  genaue  Ausdruck 

(6)  ^^^^_._^^^. 

Im  Gegensätze  zu  den  partiellen  Differentialquotienten  einer 
Function  mehrerer  Variabein  werden  die  Differentialquotienten 
einer  Function  von  einer  Variable  gewöhnliche  Differentialquo- 
tienten genannt. 

Nach  dem  vorhin  angeführten  Satze  wird  die  vollständige 
Differenz  Jfx^,  ^2»  •  •  ^>)  ^^^^  ^"^  kleine  Grössen  von  der  Ord- 
nung der  Differenzen    J u\,  Jx^, 1 x^^  genau  durch  die  Summe 

der  partiellen  Differenzen  dargestellt,  welche  aus  (4)  hervor- 
gehen, indem  der  Zeiger  a  successive  die  sämmtlichen  Werthe 
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1,  2, ...  w  erhält.  Ersetzt  man  jede  i)artielle  Differenz  (4)  durch 
den  zugehörigen  Ausdruck  (6),  so  entsteht  die  in  derselben  Be- 
deutung geltende  Gleichung 

(7)  Jf{x^,  Xj, . . .  xj = -^ JXi  +  . . . 

Indem  hier  statt  der  Diflferenzen  Jx^  beziehungsweise  die  Diffe- 
rentiale dx^  eingeiltthrt  werden,  verwandelt  sich  die  linke  Seite 
in  das  vollständige  Differential  df{x^^  o:.^. . . .  a;J.  Mithin  wird 
das  vollständige  Differential  einer  Function  f(x^,  x.^f...xj  von 
beliebig  vielen  Variabein  durch  den  Ausdruck  dargestellt 

(8)  df(x^,  x.^,...xj  =  --    -^^  -  da:, +  ... 

...+  -—  <tx^. 

N 

Das  vollständige  Differential  einer  Function  von  inehreren 

Variabein   ist   gleich   der    Summe    der    Producte,    die    erhciUen 

werden,  indem  der  in  Bessug  auf  jede  einzelne  Variable  genommene 

partielle  Differentialquotient  mit  dem  Differential  der  betreffenden 

Variable  mültiplicirt  wird. 

Aus  der  Definition  eines  partiellen  Diflferentialquotienten 
geht,  wie  schon  erwähnt  worden,  hervor,  dass  zu  seiner  Bildung 
die  Regeln  für  die  Differentiation  von  Functionen  einer  ein- 
zigen Variable  ausreichen.  Die  fehlerfreie  praktische  Aus- 
führung von  partiellen  Differentiationen  verlangt  indessen  eine 
gewisse  besondere  Uebung. 

Der  in  (8)  aufgestellte  Ausdruck  für  das  vollständige 
Differential  einer  Function  von  mehreren  Variabein  erlaubt  für 
den  Fall,  dass  jede  dieser  Variabein  als  Function  einer  einzigen 
Variable  t  betrachtet  wird,  den  Differentialquotienten  der  Func- 
tion in  Bezug  auf  die  letztere  zu  bilden.  Die  Gleichung  (8) 
gilt  mit  Zulassung  eines  Fehlers,  der  von  höherer  Ordnung  ist 
als  die  Differentiale  dXydx^y...dx^,  Durch  die  angenommene 
Abhängigkeit  der  bis  dahin  unabhängigen  Variabein  von  der 
Variable   t   werden  die  Differentiale  dx^ydx^,.,.dx^   von  dem 
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Diflferential  dt  der  Variable  t  so  abhängig,   class  die  Division 
derselben  durch  dt  als  Grenzwerthe  respective  die  Differential- 
en .Cj     dx.j         dx 

quoticnten  — r-:->    ---  »••      _^    liefert.     Sobald  man  daher   das 

dt       dt  dt 

in  Rede  stehende  Differential  d/*(:c„  a;^, . . .  a? J  durch  das  Diffe- 
rential dt  dividirt,  erhält  man  nach  den  im  vorigen  Capitel 
entwickelten  Grundsätzen  für  den  gesuchten  Differentialquo- 
tienten die  folgende  Bestimmung 

dt  üx^  dt 

dx^^  dt 

Der  auf  diese  Weise  gebildete  Differentialcjuotient  der  Function 
f{x^,x,^,..,xj  wird  der  nach  der  unabhängigen  Variable  t  ge- 
nommene vollständige  Differentialquotient  genannt,  und,  wie  so 
eben  geschehen,  zum  Unterschiede  von  den  partiellen  Difte- 
rentialquotienten  mit  dem  Differentialzeichen  d  bezeichnet. 

Aus  der  Definition  des  vollständigen  Differentials  einer 
Function  von  mehreren  Variabein  kann  man  leicht  erkennen, 
dass,  wenn  zwei  Functionen  mehrerer  Variabein  vorliegen, 
das  Differential  der  Summe,  der  Differenz,  des  Products  und 
des  Quotienten  der  beiden  Functionen  nach  denselben  Regeln 
gebildet  werden,  die  in  den  Gleichungen  (4)  bis  (6)  des  §  41 
für  Differentiale  von  zwei  Functionen  einer  Variable  mitge- 
theilt  sind.  Wir  schreiben  dieselben  mit  Weglassung  der 
Argumente  x^^  x^, . . .  x^  folgendermassen 

(10)  d{f^g)  =  df+dg 

(11)  d{f-g)  =  df-dg 

(12)  d(fg)  =  dt\g-^t\dg 

(13)  rffO  =  ^^^-^-^^^ 

\9j  9<J 

und  bemerken  ausdrücklich,  dass,  wenn  die  linke  und  rechte 
Seite  nach  (8)  vollständig  ausgeführt  werden,  die  Factoren  der 
gleichen  Differentiale  links  und  rechts  einander  gleich  sind. 
Mit  Hülfe  von  (9)  erhält  man  aus  denselben  die  Bestimmung 
der  entsprechenden  vollständigen  Difterentialquotienten. 
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f  46.    Partlollo  Differentialqaotionten  von  rationalon  gansMi 

FnnotlonMi  mehrerer  Varlabeln.    Euler'scher  8ats  von 

den  ganzen  homogenen  Fnnotionen.   Vollflt&ndiges 

DUTerential  einer  Determinante. 

Algebra  und  Infinitesimalrecimnng  stehen  unter  einander 
in  einer  solchen  Wechselwirkung,  dass  eine  gewisse  Ent- 
wickelung  der  Algebra  vorhanden  sein  muss,  damit  die  Infini- 
tesimalrechnung fortschreiten  kann,  und  dass  umgekehrt  die 
Fortschritte  der  letztern  eine  weitere  Entwickeluug  der  erstem 
herbeiltihren.  Daher  konnte  es  nicht  vermieden  werden,  bei 
der  im  ersten  Bande  gegebenen  Darstellung  der  Elemente  der 
Algebra  einige  Begriffe,  die  allgemeiner  gefasst  der  Infini- 
tesimalrechnung angehören,  durch  specielle  Definitionen  zu 
anticipiren.  Wir  haben  dort  bei  den  rationalen  ganzen  Func- 
tionen einer  Variable  die  aufeinander  folgenden  Ableitungen 
betrachtet,  welche  später  als  die  auf  einander  folgenden  nach 
der  Variable  genommenen  Difl*erentialquotienten  der  Function 
erschienen  sind.  In  Bezug  auf  die  rationalen  ganzen  Func- 
tionen mehrerer  Variabein  lässt  sich  jetzt  eine  entsprechende 
Ergänzung  hinzufügen. 

In  I,  §  81  ist  eine  beliebige  ganze  homogene  Function  des 
zweiten  Grades  oder  quadratische  Form  mit  beliebig  vielen 
Variabein,  wie  folgt,  dargestellt 

4-       a.,«  X,,  +  . . .  +  2  a„.  x^  ä 


'22  '^2     *    *  •  •     *    -  *^2ii  *^2  '^M 


+  «.«^«; 


bei  der  Notation  der  Coefficienten  a,j, . .  wurde  bemerkt,  dass 
tt;^  =a  ,  sein  soll.  Alsdann  wurden  in  demselben  §  unter  (8) 
die  n  Functionen  des  ersten  Grades  gebildet 

(2)  /;  {x,,  X.,, . . .  a;J  =  (iii  x^  4-  a,2  ^-2  +  . . .  +  a,^  x^ 

12  \^V  ^2>  •  •  •  ^n)  ^^  ^21  ^1  "^  ^22  ^2   "^   *  *  *   "^  Sit  ^n 
fn  \^V  ^2^  •  •  •  ^n)  "^  ^it\  "^1  "^  %i  iCjj   +    .  .  .   4-  a^„  X^^  , 
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mit  deren  Hülfe  sich  der  unter  (11)  raitgetheilte  Ausdruck  der 
ursprünglichen  Function  ergab, 
(3)  f{x^,  x^,.,.x^) 

Die  Functionen /;(Ä:i,jt;^,... ^rJ/^C^ij-^a»- ••^J»--/"«(^i>^2»---'^^^ 
sind  aber  gleich  den  halbgeuonimenen  Werthen  der   in  Bezug 

auf  die  respectlven  Variabein  gebildeten  partiellen  DiflFercntial- 
quotienten  der  gegebenen  Function  f{x^jX^,..,xJ.  Bei  der 
partiellen  Differentiation  nach  einer  bestimmten  Variable,  etwa 
oTp  liefert  das  Glied  a^^x^  den  Beitrag  2a^^Xj^,  jedes  Glied,  in 
dem  das  Product  von  a?,  und  einer  der  andern  Variabein  auf- 
tritt, wie  z.  B.  2a,2''^i^2>  einen  Beitrag  von  der  Gestalt  2a^^x,2, 
während  alle  diejenigen  Glieder,  welche  die  Variable  x^  nicht 
enthalten,  gar  keinen  Beitrag  geben.  Hieraus  folgt  die  Rich- 
tigkeit der  behaupteten  Gleichungen 

Cl  f  \X*j    ^oj  •  •  •  X  j 

-  ^-- =  2a,,Xj  +  2a„x,+  ...  +  2a^^x„ 


- ^^  =2o„,a;,  +2a.ja;j+  ...  +  2a„j;,. 


n 


Durch  dieselben  verwandelt  sich  obige  Gleichung  (3),  nachdem 
sie  mit  der  Zahl  2  multiplicirt  ist,  in  die  folgende 

(4a)  2f{x^,  x^,..,xj 

— 1-  X.   -f"  .  .  .  -r  z-  X 

1  n 

Der  auf  der  rechten  Seite  befindliche  Ausdruck  geht  aus  dem 
in  (8)  des  vorigen  §  angegebenen  vollständigen  DiflFerential  der 
Function  f{x^^  ^2»  •  •  •  ^«)  ^ici'vor,  sobald  jedes  einzelne  DiflFerential 
dx^  durch  die  zugehörige  Variable  x^  ersetzt  wird.  Mithin  hat 
die  Gleichung  (4»)  den  Inhalt,  dass  durch  die  Anwendung  des 
so  eben  bezeichneten  Verfahrens  auf  eine  ganze  homogene 
Function  des  zweiten  Grades  von  den  n Variabein  x^jX^^,,,x^ 
der    doppelte    Werth    dieser    Function    hervorgeht.     Die   An- 
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Wendung  de«  gleichen  Verfahrens  auf  eine  ganze  homogene 
Function  eines  beliebig  hohen  Grades  liefert  einen  für  die 
Lehre  dieser  Functionen  fundamentalen  Satz,  der  von  Etiler 
herstammt  und  nach  demselben  genannt  wird. 

Da  das  vollständige  Differential  einer  Summe  von  zwei 
Functionen  nach  (10)  des  vorigen  §  gleich  der  Summe  der 
vollständigen  Differentiale  der  beiden  Functionen  ist,  und  zwar 
so,  dass  die  Factoren  der  einzelnen  Differentiale  respective 
einander  gleich  sind,  so  darf  man  in  der  Gleichung 

(5)         '^i^'^ds,  +  ^i(-+^  d.,  +  . . .  +  ^-((t^dx. 

WO  bei  der  Bezeichnung  der  partiellen  Diflferentiahiuotienten  die 
Argumente  der  Functionen  fortgelassen  sind,  auf  beiden  Seiten 
statt  jedes  einzelnen  Differentials  einer  unabhängigen  Variable 
eine  beliebige  Grösse,  mithin  auch  die  betreffende  Variable 
selbst  einsetzen.  Durch  diese  Substitution  entsteht  die  Glei- 
chung 

_  Bf  '^f       ^   ^i>  ^9 

—    ^        iCi  "T"  .  .  .  4-    ^        X    -r    ^        Ä?|  "T  •  .  .  "T"    -:        X 
dx^     ^  üX^     "        dx^      ^  dx^      " 

Nun  hat  eine  ganze  homogene  Function  des  pten  Grades  von 
den  n  Variabein  o:,,  a;.^, . . .  ^„  die  Gestalt 

(7)        f{x^jX.,,,..xJ  =  Mx'l^  x/.,.xy4'M'x'^'^  x^'.^^d^,"  +...; 

die  Coefficienten  il/,  M', . . .  sind  von  den  Variabein  unabhängig, 
und  die  Summe  der  ganzen  Potenzexponenten  eines  jeden 
Gliedes  ist  gleich   der  Zahl  p.    Um  für  die  Function  (7)  den 

Ausdruck    !~  a,  4- . . .  4-  ^  x„  zu  erhalten,  braucht  man  nur  auf 
dx^    *  d.v^    "  ' 

Grund  von  (6)  für  die  einzelnen  Summanden  den  entsprechen- 
den Ausdruck  zu  bilden  und  von  den  Resultaten  die  Summe  zu 
nehmen.    Es  ist  aber  für  den  ersten  Summanden 

d(Mxl^...xy)  ,         i,^         ;.^^       (j{Mx^\,,x^^;')  f  ^j        ^. 
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folglich   durch   Addition,   weil  Aj  4-A.^4- ...A^^    gleich   der   Zahl 
jß  ist, 

Das  mit  dem  ersten  Summanden  vorgenommene  Verfahren 
erzengt  also  den  p  fachen  Werth  desselben;  da  flir  jeden  folgen- 
den Summanden  das  entsprechende  gilt,  so  wird  die  Summe 
der  bezüglichen  Resultate  gleich  dem  ^fachen  Werthe  der  Func- 
tion f(x^y  x^, . , .  xj.  Es  gilt  daher  für  jede  ganjse  homogene 
Functiofi  des  p ten  Grades  von  den  n  Variahein  x^,  x^,. .. x^ 
die  Gleichung 

1  

deren  Inhalt  den  in  Rede  stehenden  Euler'schen  Satz  ausmacht. 
Der  Begriff  der  partiellen  Differentialquotienten  hat  auch 
ttlr  die  Lehre  der  Determinanten,  deren  Principien  in  I,  Cap.  IV 
auseinander  gesetzt  sind,  eine  grosse  Bedeutung.  Es  ist  daselbst 
in  §  74  hervorgehoben,  dass  die  aus  den  n*  Elementen 

(10)  6,,  6,, . . .  6,„ 

^21    ^22  •  •  •  ^2« 

.         .      ...      . 

.         *      ...      . 

^1  ^,2  •  •  •  *«« 

gebildete  Determinante  R  in  Bezug  auf  die  sämmtlichen  n*  Ele- 
mente eine  ganze  homogene  Function  des  n  ten  Grades  ist,  dass 
dieselbe  aber  für  jede  in  einer  Horizontalreihe  befindliche 
Gruppe  von  Elementen 

(11)  h^y  6;i2, . . .  bj^„ 

eine  homogene  Function  des  ersten  Grades,  für  jede  in  einer 
Vertikalreihe  des  Schemas  befindliche  Gruppe  von  Elementen 

(12)  6,,,  6,,, . . .  6,, 

ebenfalls  eine  homogene  Function  des  ersten  Grades  bildet. 
Bezeichnet  man  die  Verbindungen  von  Elementen,  die  in  I,  §  75 
als  die  adjungirten  Elemente  des  Systems  eingeführt  sind  wie  in 
§  74  mit  B,  ,  so  gilt  iür  jeden  Werth  l  die  in  der  Gleichung 
(6)  des  §  74  enthaltene  Darstellung  der  Determinante 
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(13)  R=h,B,,  +  b,,B,,+  ..b,„  B,.. 

Da  die  Verbindungen  -B^,,  B^,^,  . . .  B^^^  von  den  Elementen 
^iv  ^iv  "  -^u  vollkommen  frei  sind,  kann  hieraus  geschlosnen 
werden,  dass,  wenn  die  Determinante  R  als  Function  der  n*  Ele- 
mente (10)  betrachtet  wird,  der  partielle  Diflferentialquotient 
von  R  nach  b^^  gleich  B^^,   nach  6^^^  gleich  Bj^y  und  allgemein 

nach  6^^  gleich  jB,  sein  muss.  Das  beliebig  gewählte  adjungirte 
Element  B^^^  ist  also  gleich  defu  iiach  dein  zugehörigen  Element 
^Xu  ^^*<w»w«w^w  partiellen  Differcntialquoiienten  der  Determi- 
nante 22, 

Weil  der  nach  einer  bestimmten  Variable  genommene  par- 
tielle Differentialquotient  einer  Function  mehrerer  Variabein  gar 
nicht  davon  berührt  wird,  ob  man  die  übrigen  Variabein  oder 
einen  Theil  derselben  später  ändert  oder  nicht  ändert,  so  gilt 
die  Gleichung  (14)  auch  für  den  Fall,  dass  die  Determinante 
nur  als  eine  Function  der  n  Elemente  (11)  aufgefasst  wird;  in 
Bezug  auf  diese  ist  sie  aber,  wie  bemerkt,  eine  homogene  Func- 
tion des  ersten  Grades,  und  darum  verwandelt  sich  unter  dem 
gegenwärtigen  Gesichtspunkt  der  jEuZör'sche  Satz  (9)  in  die 
Gleichung  (13)  selbst.  Weil  ferner  R  zugleich  eine  homogene 
Function  der  Elemente  (12)  ist,  so  kann  der  JSwZer'sche  Satz 
auch  für  diese  Auffassung  gebildet  werden  und  liefert  dann  die 
Gleichung 

(15)  R  =  b,^  B,^+  6,,  B,^+...+  b^,  B^^ 

die  in  I,  §  74  unter  (7)  angeiUhrt  ist.  Das  in  Bezug  auf  die 
»*"  Elemente  (10)  genommene  vollständige  Diflferential  der  De- 
terminante R  hat  ferner  nach  der  Bestimmung  (14)  den  Aus- 
druck der  Doppelsumme 

(16)  dR  =  y  T  B.dh.. 

%  47.  Geomttrisoli«  Deutung  des  Differentials  einer  Funotlon 

zweier  Variabein. 

Wenn  für  ein  gewisses  Gebiet  zweier  unabhängigen  Va- 
riabein X  und  y  eine   stetige  Function  f{x,  ij)  gegeben  ist,  so 
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kann  eine  Verbindung  der  Variabein  x  ,  y  gewählt  und  die 
Frage  nach  allen  denjenigen  Verbindungen  x^  y  aufgeworfen  wer- 
den, fttr  welche  die  Function  denselben  Werth  f{ci'^\  y^ )  behält, 
oder  welche  die  Gleichung  zwischen  den  Unbekannten  x  und  y 

erfüllen.  Es  ist  möglich,  dass  hier  ausser  x    ,  y     kein  anderes 
'Werthsystem,    oder  nur   eine   beschränkte    Anzahl  von  VTerth- 
systemen  gentigt.    Diese  Fälle   betrachten  wir  als  Ausnahmen 
und   setzen   als  Kegel   voraus,   dass   die  Gleichung  (1)  in   der 
IVeise  befriedigt  werden  k(5nne,  dass  die  eine  Variable  in  einem 
bestimmten  Intervall  nach   der  Stetigkeit  geändert  wird    und 
dabei  die  zugehörige  andere  Variable  eine  oder  mehrere  Reihen 
von   stetig   zusammenhängenden  Werthen  durchläuft.    Alsdann 
ist   die    zweite  Variable   von   der  ersteren  abhängig;  innerhalb 
der  zweifach   ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  der  x,  y  bilden  die 
WerthsystemCy  welche  die  Gleichung  (1)  er  füllen  j  eine  einfach  aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit j    die  unter  Uniständen   aus   mehreren 
Stücken  besieht.    Sobald  x,  y  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punktes   einer  Ebene   gedeutet  werden,   so  erscheint  die 
durch  die  Gleichung  (1)  bestimmte  einfach  ausgedehnte  Mannig? 
faltigkeit   als  eine  Linie,  was  in  §  2  auf  andere  Weise  ausge- 
drückt worden  ist. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (1)  an  die  Stelle  von  x^  ,  y 

snccessive  andere  Verbindungen  a:\  y  \  . .,  so  werden  dadurch 
unter  der  gleichen  Voraussetzung  andere  und  andere  Mannig- 
faltigkeiten der  ersten  Ordnung  characterisirt,  in  denen  bezie- 
hungsweise die  Function  f{Xy  y)  constant  ist,  oder  der  betreflfende 
Werth  derselben  herrscht.  Statt  den  Werth  der  Function  fest- 
zusetzen, kann  man  auch  bei  der  Differenz  der  Function 
(2)  Jf{x,  y)  =  fix  +  Jx,  y  +  Jy)-  f{x,  y) 

ein  bestimmtes  Werthsystem  (a:,  y)  auswählen,  und  alle  die- 
jenigen Werthsysteme  {x-hJx,  y+Jy)  betrachten,  für  welche 
die  Diflferenz  den  tltlr  ein  gewisses  Werthsystem  eintretenden 
Werth  beibehält.  Unter  diesem  Gesichtspunkt  soll  die  Differenz 
(2)  geometrisch  gedeutet  werden.  Um  die  hier  auftretenden  Be- 
griffe zunächst  an  einem  Beispiel  anschaulich  zu  machen,  nehmen 
wir  für  (1)  die  mit  den  Constanten  a,  b  und  e  gebildete  Function 
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des  ersten  Grades 

(3)  ax-hhy  +  e. 

Es  wird  vorausgesetzt,  dass  a  und  b  nicht  gleichzeitig  gleieh 
Null  sind,  da  sonst  die  Function  (3)  gleich  einer  Constante  sein 
würde.  Für  diese  Function  erhält  die  zugehörige  Differenz  (2) 
die  Gestalt 

(4)  aJx  +  hJy. 

Wir  sehen  wieder  die  Werthe  a;,  y  als  fest,  die  Differenzen 
Jx  und  Jy  als  unabhängig  veränderlich  an,  und  denken  nns 
a,  b  als  die  relativen  Coordinaten  eines  in  der  Ebene  befind- 
liehen Punctes  S  in  Bezug  auf  den  Punkt  (x,  y)  oder  0,  während 
Jx^  Jy  die  relativen  Coordinaten  des  Punktes  {x+Jxy  y-^-Jy) 
oder  T  in  Bezug  auf  denselben  Punkt  0  sind. 

Es  seien  nun  g  und  t  positive  Grössen,  oj  und  g>  bestimmte 
Winkel,  für  welche  wie  in  §  2  die  Gleichungen 


)  j^a*  -f  ft*        =•  ^,        a= ^  cos Cf>,        b  =  Q  sin lo 

\  ]^Jx*  +  Jy^  =  tj     Jx=tco9q>y      ./y=t»inq> 

gelten.    Dann  erhält  die  Differenz  (4)  den  Ausdruck 

(6)  Q t  (cos CO  cos q) -f  sin co  sin q))  =  gt  cos {q>  —  w). 

Sie  ist  also  gleich  dem  Product  aus  der  Länge  g  der  Linie  08, 
aus  der  Länge  t  der  Linie  OT  und  dem  Cosinus  des  Neigungs- 
winkels BOT  oder  7) — w,  und  hat  demnach  das  positive  oder 
negative  Vorzeichen,  je  nachdem  der  betreffende  Winkel  spitz 
oder  stumpf  ist.  Wenn  von  dem  Punkte  1'  auf  die  unbegrenzt  ver- 
längerte Linie  OS  ein  Loth  herabgelassen  wird,  so  trifft  der  Fuss- 
punkt  desselben  U  je  nach  den  beiden  unterschiedenen  Fällen 
entweder  auf  dieselbe  Seite  von  0,  auf  der  S  liegt,  oder  auf 
die  entgegengesetzte.  Die  Länge  der  Linie  Of/,  im  ersten  Falle 
positiv,  im  zweiten  negativ  genommen,  heisst  mit  einem  in 
I,  §85  gebrauchten  Ausdrucke  die  Prqjection  der  Linie  OT  in 
BeBug  auf  die  Linie  OS,  und  hat  nach  dem  Obigen  den 
Werth  ^cos(qp — w).  Mithin  kann  die  Differenz  (4)  als  das  Pro- 
duct aus  der  Länge  OS  und  der  genannten  Projection  anfge- 
fasst  werden.  Die  Differenz  (4)  bleibt  daher  für  diejenigen 
Punkte  (x  +  Jx,  y  +  Jy)  oder  T  constant,  für  welche  die  zuge- 
hörige Projection   den   gleichen  Werth  behält  oder  der  betref- 
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fende  Fusspunkt  des  Lothes  U  derselbe  bleibt.  Dies  geschieht 
in  allen  denjenigen  geraden  Linien^  welche  auf  der  Linie  OS  senkrecht 
stehen.  Die  Werthe  der  Diflferenz  (4)  ändern  sich  mit  der  Lage  des 
Fnsspunktes  ü"  auf  der  unbegrenzten  Linie  OÄ  und  bilden  eine  nach 
ihrer  algebraischen  Grösse  geordnete  Reihe,  wobei  die  positiven 
^Werthe  deijenigen  Seite,  auf  welcher  sich  der  Punkt  S  befindet, 
die  negativen  Werthe  der  entgegengesetzten  Seite  entsprechen, 
der  Werth  Null  aber  zu  dem  Punkte  0  selbst  gehört.  Nach  einer 
vorhin  gemachten  Bemerkung  sind  die  auf  der  Linie  OS  senk- 
rechten geraden  Linien  zugleich  diejenigen,  in  denen  die  Func- 
tion ax  +  by-\-e  einen  constanten  Werth  hat,  was  auf  andere 
Weise  auch  aus  §  2  hervorgeht.  Vermöge  dieser  Eigenschaft 
wird  eine  ganze  rationale  Function  des  ersten  Grades  von  zwei 
Variabcln  eine  lineare  Function  von  ewei  Variahein  genannt,  und 
dieselbe  Bezeichnung  auch  auf  ganze  rationale  Functionen  von 
mehreren  Variabein  übertragen. 

Das  vollständige  Differential  der  Function  (3)  entsteht  ans 
der  Differenz  derselben  (4),  in  dem  statt  der  Differenzen  JXj  Jy 
respective  die  Differentiale  dx,  dy  gesetzt  werden,  also  nur  die 
Schreibweise  geändert  wird.  Für  das  vollständige  Differential 
einer  beliebigen  Function  f{x,  y)  hat  man  aber  nach  §  45  den 
Änsdrnck 

(7)  df(.,y)  =  ^f^dx^'-f^dy. 

Auch  hier  denken  wir  uns  das  Werthsystem  {x,  y)  als  beliebig 
gewählt  und  festgehalten,  die  Differentiale  dx  und  dy  dagegen 
als  unabhängig  veränderlich.  Ihrem  absoluten  Werthe  nach  sind 
dieselben  von  gewissen  kleinen  Grössen  eingeschlossen,  inner- 
halb dieser  Grenzen  kann  aber  jede  für  sich  einen  beliebigen 
Werth  erhalten,  so  dass  der  Inbegriff  ihrer  Werthverbindungen 
nach  einer  in  §  43  ausgesprochenen  Bemerkung  eine  Mannig- 
faltigkeit der  zweiten  Ordnung  bildet.  In  diesem  engeren  Bezirk 
stellt  das  Differential  df{x,  y)  die  Diflferenz  der  zugehörigen 
Fnnctionswerthe  bis  auf  kleine  Grössen  von  der  Ordnung  der 
Differentiale  dx  und  dy  genau  dar;  dasselbe  ist  jedoch  gleich 
einer  linearen  Function  der  Differentiale  dx  und  dy.  Bei 
der  angenommenen  geometrischen  Deutung  entspricht  dem 
Inbegriff  der  Verbindungen   der   Differentiale   dx  und  dy   ein 
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kleiner  Theil  der  Ebene,  in  welchem  sich  der  feste  Punkt  (a:,  y) 
befindet',  in  diesem  Stück  der  Ebene  hat  aber  das  Differential 
df{Xj  y)  in  Bezug  auf  die  Differentiale  dx  und  dy  dieselbe  Ge- 
stalt, wie  die  so  eben  erörterte  Differenz  (4)  in  Bezug  auf  die 
Differenzen  Jx  und  Jy,  weshalb  die  über  die  Differenz  (4)  an- 
gestellten Betrachtungen  unmittelbar  angewendet  werden  können. 
An  die  Stelle  der  Constanten  a,  h  treten  beziehungsweise  die 

partiellen  Differentialquotienten  — ^^^>  — ^^^^Jfi,   von    denen 

ebenfalls  angenommen  wird,  dass  sie  nicht  zusammen  ver- 
schwinden.   In  Folge  dessen  erhält  nach  der  ersten  Gleichung 

(5)  die  Grösse  ^  =  )^a'-f  6"  den  von  Null  verschiedenen  Werth 

Man  ziehe  nun  von  dem  Punkte  (rr,  y)  oder  0  nach  dem  Punkte 
Ä,  dessen   relative  Coordinaten  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  die 

Werthe  — ^->-^-^  und       ;  ^^  haben,  eine  i^erade  Linie,  und  des- 

ax  dy  7  o 

gleichen  von  dem  Punkte  0  nach  einem  Punkte  (x  4- da;,  y+dy) 
oder  T.  Dann  ist  das  Differential  (7)  gleich  dem  Product  der 
positiven  Grösse  (8)  und  der  in  Bezug  auf  die  Linie  OS  ge- 
nommenen Projection  der  Linie  0 1\  Das  Differential  (7)  be- 
hält für  diejenigen  geraden  Linien,  welche  auf  OS  senkrecht 
stehen,  einen  ungeänderten  Werth;  einen  positiven  für  diejenigen, 
welche  OS  auf  der  Seite  des  Punktes  0,  auf  der  S  liegt, 
treffen,  einen  negativen  lltlr  diejenigen,  welche  OS  auf  der  ent- 
gegengesetzten Seite  treffen,  den  Werth  Null  fllr  die  Senk- 
rechte, welche  durch  den  Punkt  0  hindurchgeht. 

Hieraus  folgt,  dass  für  eine  durch  den  Punkt  0  gezogene 
Linie,  die  nicht  auf  OS  senkrecht  steht,  das  Differential  d/'(a;,  y) 
auf  der  einen  Seite  von  0  einen  negativen,,  auf  der  anderen 
einen  positiven  von  Null  verschiedenen  Werth  haben  muss, 
während  dasselbe  ftlr  die  auf  OS  senkrechte  Gerade  gleich  Null 
ist.  Die  Differenz  f{x+  dx,  y  +  dy)  —  f(x,y)  ist  daher  auf  der 
zuletzt  genannten  Geraden  bis  auf  kleine  Grössen  von  der  Ord- 
nung dx  und  dy  gleich  Null,  auf  den  übrigen  durch  den  Punkt 
0  gehenden  Geraden,  den  Punkt  0  selbst  ausgenommen,  nicht 
gleich  Null.    Aus  diesem  Grunde  stellt  die  auf  OS  senkrechte 
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Gerade  für  diejenige  Linie,  in  welcher  die  gegebene  Function 
den  in  dein  Punkte  0  vorhandenen  Werth  behält,  die  berührende 
Gerade  dar.  Die  gerade  Linie  O/S  ist  nach  der  in  §  37  gege- 
benen Definition  die  Normale  der  in  Rede  stehenden  Linie 
oder  Curve. 

Wenn  eine  Curve  und  die  in  einem  Punkte  derselben  be- 
rührende Gerade  gezeichnet  vorliegen^  so  kann  die  Normale  von 
dem  Punkte  aus  auf  der  einen  oder  der  anderen  Seite  der 
Curve  gezogen  werden.  In  der  obigen  Untersuchung  wird  zuerst 
die  Normale  OS  und  darnach  die  berührende  Gerade  als  auf 
der  ersten  senkrecht  stehend  bestimmt.  Man  darf  daher  fragen, 
wodurch  die  Seite  der  Curve  kenntlich  sei,  nach  welcher  die 
Normale  OS  gerichtet  ist.  Die  Antwort  ergiebt  sich  durch  die 
Betrachtung  des  Differentials  df{x,y).  Offenbar  wird  das  Vor- 
zeichen, welches  das  Differential  für  zwei  bestimmte  zusammen- 
gehörige Werthe  dx  und  dy  annimmt,  nicht  geändert,  wofern 
man  jeden  von  ihnen  mit  derselben  positiven  Grösse  multi- 
plicirt,  oder,  in  der  Sprache  der  Geometrie,  das  Vorzeichen 
wird  nicht  geändert,  wenn  man  von  dem  Punkte  (x^y)  oder 
0  aus  auf  derselben  geraden  Linie  stets  in  demselben  Sinne 
fortschreitet.  Man  findet  daher  das  Vorzeichen  des  Differen- 
tials df(x,y)y  welches  dem  Fortschreiten  auf  der  Normale 
OS  entspricht,  indem  man  statt  der  Differentiale  dx  und  dy 
respective  die  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  genommenen  relativen 

df(a  y) 

Coordinaten  des  Punktes  S,  nämlich  die  Grössen       X        ^^^ 

V^'  ^^   substituirt.    Auf  diese  Weise   verwandelt   sich  (7)  in 
oy 

den  Ausdruck 

der  als  eine  Summe  von  zwei  Quadraten  stets  positiv  ist.  Bei 
dem  Fortschreiten  auf  der  entgegengesetzt  gerichteten  Normale 

of\X  t/ ) 

sind  statt  da;  und  dy  die  entgegengesetzten  Grössen -^ — 

O  X 

df(x  v) 
und -~-^  56U  substituiren,   wodurch  nothwendig  ein  nega- 

tives  Resultat  entsteht    Die  Normale  OS  ist  demnach  nach  der- 

LijMoblts,  Änalj9iM  IL  1*^ 
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jenigen  Seite   der  Ourve  gerichtety  auf  welcher  das  Differential 
^fi^j  y)  ^»^  positiven  Werth  hat. 

Man  kann  die  gegebene  Entscheidung  auch  folgendermassen 
aussprechen.     Durch  die  Linie^  in  welcher  die  Function  f{x,y) 

den  Constanten  Werth  f{x^  ?  y " )  behält,  werden  die  Theile  der 

Ebene,  in  welchen  f(x,  y)>f{x    ,  y    )  ist,  von  denen  getrennt, 

in  welchen /"(a:,  y)<:/'(a;    ,  y    )  ist.    Die  Normale,  vom  Punkte 

(Xy  y)  nach  demjenigen  Punkte  gezogen,  dessen  relative  Coordina- 

(j  fix  v\  B  f(v  v) 

ten  in  Bezug  auf  (x,  y)  die  Werthe      ^  *      und    -'-^-^-^^-  haben,  ist 

nach   derjenigen   Seite   der  betreffenden    Linie  gerichtet,   auf 
welcher  die  Function  f{x,  y)  im  algebraischen  Sinne  zunimmt. 
Als  Beispiel  möge  die  Function 

(10)  f{x,  y)  =  x'-¥  y' 

dienen.  Eine  Linie,  in  welcher  die  Function  ihren  Werth  festhält, 

ist  ein  Kreis,  dessen  Centrum  in  dem  Anfangspunkte  der  Coor- 
dinaten  liegt.  Jede  solche  Kreislinie  trennt  den  Theil  der  Ebene, 
für  dessen  Punkte  das  Quadrat  der  Entfernung  grösser  als  das 
Quadrat  des  Kreisradius  ist,  von  demjenigen  Theil,  fllr  dessen 
Punkte  das  Umgekehrte  stattfindet.  Der  erste  Theil  ist  ausser- 
halb, der  zweite  innerhalb  der  betreflFenden  Kreislinie  gelegen. 
Die  im  Punkte  (a?,  y)  fllr  die  zugehörige  Kreislinie  construirte 
Normale,  nach  demjenigen  Punkte  gezogen,  welcher  in  Bezug 
auf  (x,  y)  die  durch  partielle  Differentiation  der  Function  (10) 
entstehenden  relativen  Coordinaten  2x  und  2y  hat,  ist  mithin 
nach  der  äusseren  Seite  der  Kreislinie  gerichtet. 


§  48.    BMtlmmuiig  der  Ebene,  von  welcher  eine  Flilolie 
in  einem  gesrtbenen  Punkte  berührt  wird. 

Am  Schlüsse  des  §  42  ist  darauf  hingewiesen,  dass  eine 
im  Räume  gegebene  Fläche  eine  zweifach  ausgedehnte  stetige 
Mannigfaltigkeit  von  Punkten  bilde,  die  sich  in  einer  dreifach 
ausgedehnten  stetigen  Mannigfaltigkeit  befindet.  Innerhalb  der 
Mannigfaltigkeit  der  drei  Variabein  Xj  y,  z  wird  eine  zweifach 
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ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  bestimmt,  indem  man  vorschreibt, 
dass  eine  Variable  z  gleich  einer  Function  der  beiden  anderen 
f{x^  y)  sei.  Bedeuten  nun  x^  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  eines  Punktes  im  Räume,  so  stellt  demgemäss  die  Glei- 
chuDg 

(1)  ^=f{x,y) 

das  Gesetz  einer  Fläche,  oder,  wie  man  meistens  sagt,  eine 
Fläche  dar.  Insofern  f{x,  y)  für  ein  gewisses  Gebiet  der  Va- 
riabein ar,  y,  das  heisst  für  einen  Theil  der  Coordinatcnebenc 
der  X  y  gegeben  ist,  wird  für  jeden  in  demselben  enthaltenen 
Punkt  {Xj  y)  durch  das  Vorzeichen  und  den  absoluten  Werth 
der  Grösse  z  die  Richtung  und  die  Länge  eines  auf  der  Ebene 
zu  construirenden  Lothes  bezeichnet;  dann  bildet  der  InbegriflF 
der  Endpunkte  der  zugehörigen  Lothe  die  bezügliche  Fläche. 
Die  Differenz  von  zwei  Functionswerthen,  die  respective  den 
Verbindungen  a-,  y  und  x  4-  Jx^  y  +  ^y  entsprechen,  giebt  die 
Differenz  der  betreffenden  z  Coordinaten 

(2)  Jz  =  fix  -hJXyy^  Jy)  —  f{x,  y). 

Es  leuchtet  ein,  dass,  wenn  die  Werthe  der  Variabein  Xj  y 
betrachtet  werden,  die  einer  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keit oder  einer  gewissen  Linie  angehören,  die  correspondirenden 
Punkte  der  Fläche  ebenlalls  eine  einfach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeit oder  eine  Linie  ausmachen.  Sobald  ein  bestimmtes 
Werthsystem  x,  y  beliebig  angenommen  und  über  die  Differenzen 
z/x,  .Jy  so  verfügt  wird,  dass  ihr  Verhältniss  ungeändert  bleibt, 
so  beschreibt  der  Punkt  {x  +  Jx^  y  +  Jy)  in  der  xy  Ebene  eine 
durch  den  Punkt  {x^y)  gehende  gerade  Linie;  die  in  den  Punk- 
ten derselben  auf  der  Ebene  errichteten  Perpendikel  bilden  eine 
zu  der  x  y  Ebene  senkrechte  Ebene,  von  welcher  die  gegebene 
Fläche  in  einer  ebenen  Curvc  geschnitten  wird.  Hierher  gehören 
namentlich  auch  die  Fälle,  in  denen  entweder  nur  die  eine  Va- 
riable X  oder  nur  die  andere  y  geändert  wird,  für  welche  also 
der  Punkt  {x+ Jx^  y  +  Jy\  je  nachdem  -/y=0  oder  Jx  =  0 
ist,  eine  Parallele  zu  der  x  Axe  oder  zu  der  y  Axe  beschreibt. 
Für  die  im  vorigen  §  erörterte  Function  (3)  wird  aus  der 
obigen  Gleichung  (1)  die  Gleichung 

(U)  z  =  ax-\'by  +  ej 
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mithin  erhält  die  Differenz  Je  den  Ausdruck 

(3)  Jg^=a  Jx  +  h  Jy. 

Die  Beschaffenheit  der  in  (1»)  dargestellten  Fläche  ergiebt  sich 
durch  Betrachtung  der  Linien,  welche  einer  partiellen  Aende- 
rung  von  x  und  von  y  entsprechen.  Es  sei  zuerst  Jy=0^  so 
zeigt  die  Gleichung  Je  =  aJx  an,  dass  die  Fläche  in  dem 
Punkte  (Xy  y,  e)  durch  eine  zu  der  xz  Ebene  parallele  Ebene 
in  einer  geraden  Linie  geschnitten  wird,  welche  mit  der  Pa- 
rallele zur  positiven  a^Axe  einen  Winkel  bildet,  dessen  trigo- 
nometrische Tangente  den  Werth  a  hat.  Indem  hierauf  ^a:=0 
gesetzt  wird,  lehrt  die  Gleichung  Je  =  bJy,  dass  die  Fläche 
in  dem  Punkte  {x,  y,  e)  durch  eine  zu  der  ye  Ebene  parallele 
Ebene  in  einer  geraden  Linie  geschnitten  wird,  die  mit  der 
Parallele  zur  positiven  y  Axe  einen  Winkel  bildet,  dessen  tri- 
gonometrische Tangente  den  Werth  h  besitzt.  Es  gehiiren  nun 
zu  den  drei  Punkten  der  xy  Ebene 

(4)  (x,y\    {x  +  Jx,y\    (x,y+Jy) 

drei  Punkte  der  Fläche,  für  welche  die  mit  Rtlcksicht  auf  den 
ersten  Punkt  genommene  Differenz  der  e  Coordinate  respective 
die  Werthe 

(5)  0,    aJx,    bJy 

annimmt.  Wenn  man  jetzt  einen  Punkt  construirt,  für  welchen 
die  mit  Bezug  auf  den  ersten  Punkt  genommene  Differenz 
der  £?  Coordinate  gleich  der  algebraischen  Summe  aJx-hkJy 
ist,  so  bildet  derselbe  die  dem  ersten  Punkt  gegenüber  liegende 
vierte  Ecke  des  Parallelogramms,  dessen  zweite  und  dritte  Elcke 
der  zweite  und  dritte  Punkt  sind.  Vermöge  der  Gleichung  (3) 
ist  aber  der  bezeichnete  vierte  Punkt  derjenige  Punkt  der  in 
Rede  stehenden  Fläche,  welcher  zu  dem  Punkte  {x-\rJXj  y+Jy) 
der  xy  Ebene  gehört;  dieser  letztere  bildet  mit  den  in  (4) 
characterisirten  Punkten  ein  Rechteck,  und  liegt  dem  Punkte 
(^?  y)  gegenüber.  Weil  sich  also  der  vierte  Punkt  der  Fläche  mit 
den  drei  ersten  stets  in  der  gleichen  Ebene  befindet,  der  zweite 
und  dritte  aber  stets  in  zwei  durch  den  ersten  Punkt  laufenden 
vollkommen  bestimmten  geraden  Linien  liegen,  so  gehört  der 
vierte  Punkt  nothwendig  einer  und  derselben  Ebene  an,  und  diese 
Ebene  ist  es,  welche  durch  die  Gleichung  (U)  dargestellt  wird. 
Auch  sieht  man  leicht  ein,  dass  die  Gleichung  jeder  Ebene,  die 
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nicht  zu  der  a;y  Ebene  senkrecht  steht,  in  der  Form  (1»)  ent- 
halten ist,  und  dass  jede  andere  Ebene  durch  eine  Gleichung 
ax  +  by  +e=0  ausgedrückt  wird.  Dieselben  Ergebnisse  lassen 
sich  vermittelst  der  in  I,  §  86  angestellten  Ueberlegung  ab- 
leiten. 

Bei  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  wird  die  Differenz  der 
e  Coordinaten  bis  auf  kleine  Grössen  von  der  Ordnung  der  Dif- 
ferentiale dx  und  dy  genau  durch  das  vollständige  Differential 
df{x,  y)  ausgedrückt,  so  dass  statt  (2)  die  Gleichung 

(6)  i.^ißmlaa^  +  m^yläy 

da  dy 

erscheint.  Für  einen  durch  den  Punkt  (Xy  y,  2;)  geführten  mit 
der  xe  Ebene  parallelen  Schnitt  ist  dy  gleich  Null,  dx  unab- 
hängig veränderlich,  für  einen  mit  der  yz  Ebene  parallelen 
Schnitt  dx  gleich  Null,  dy  unabhängig  veränderlich,  so  dass 
sich  (6)  beziehungsweise  in  je  eine  der  Gleichungen 

(ö.)  d.  =  ^'ldx, 

(6.)  d.=  ^f^lf^dy 

verwandelt.  Ihre  Bedeutung  folgt  aus  demjenigen,  was  über 
die  Construction  der  berührenden  Linie  für  ebene  Curven  mit- 
getheilt  ist.  Die  erste  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  berührende 
Linie  der  Schnittcurve  in  der  mit  der  xz  Ebene  parallelen 
Ebene  gegen  die  Parallele  zur  x  Axe  einen  Winkel  a,  die  zweite 
Gleichung,  dass  die  berührende  Linie  der  Schnittcurve  in  der 
mit  der  yz  Ebene  parallelen  Ebene  gegen  die  Parallele  zur  y  Axe 
einen  Winkel  ß  macht,  deren  trigonometrischen  Tangenten  durch 
die  partiellen  Differentialquotienten  der  Function  fix^y)  in  der 
folgenden  Weise  ausgedrückt  werden 

Weil  nun  die  allgemeine  Gleichung  (6)  aus  der  Gleichung  (3) 
entsteht,  indem  Jxy  Jy,   Jz^  a,  h  respective  durch  dx,  dy,  dz, 

—  —'-  "^ ,  ^/Slj.M.^.  ersetzt   werden,    so   schliesst  man,  dass  ein 
d.r  dy 

durch  die  Gleichung  (6)  bestimmter  Punkt  von  den  Coordinaten 

x  +  dx^  y  +  dy,  z-hdz   in   derjenigen  Ebene   liegt,  welche  die 
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beiden  durch  (7)  bestimmten  berührenden  Linien  enthält.  Der 
Unterschied  der  z  Coordinaten,  welche  bei  demselben  Punkte 
der  xij  Ebene  U+da?,  y+dy)  zu  der  durch  (1)  gegebenen  Fläche 
und  zu  der  so  eben  detinirten  Ebene  gehören,  ist  gleich  dem 
Unterschiede  zwischen  der  Diflferenz  f(x  +  dx,  «/  +  dy)  —fix,  y) 
und  dem  in  Rede  stehenden  Werthe  von  ds,  und  muss  eine 
kleine  Grösse  von  höherer  Ordnung  als  die  Grössen  dx  und  dy 
sein.  Würde  durch  den  Punkt  (a;,  y,  z)  der  Fläche  eine  andere 
Ebene  hindurch  gelegt,  so  hätte  man  für  diese  nach  dem  Obigen 
die   Gleichung  £r  =  a^  a?  -f  ft^y  -f  e, ,   wo   wenigstens   eine   der 

beiden  Gleichungen  -^f'^  =  a,,   ^^^^^^^  nicht    ertWlt 

dx  *         dy 

wäre;  demnach  mtisste  der  Unterschied  zwischen  der  DifFerenz 
f{x -f  dx^  y -f  dy)  —  f(x,  y)  und  dem  Werthe  a^dx  +  b^dy  noth- 
wendig  eine  kleine  Grösse  der  ersten  Ordnung  sein.  Aus  diesem 
Grunde  kommt  die  mit  Hülfe  von  (7)  bestimmte  Ebene  der  ge- 
gebenen Fläche  näher  als  jede  andere  durch  den  Punkt  {x,  y,  z) 
gelegte  Ebene;  die  erstere  ist  daher  eine  Ebene,  von  welcher  die 
gegebene  Fläche  in  dem  betreffenden  Punkte  berührt  wird.  Wenn 
durch  den  Punkt  der  Fläche  (a;,  y,  e)  eine  beliebige  auf  der 
xy  Ebene  senkrechte  Schnittebene  gelegt  wird,  und  die  Dif- 
ferentiale dx,  dy  so  geändert  werden,  dass  ihr  gegenseitiges 
Verhältniss  dasselbe  bleibt,  so  erhält  man  die  tUr  die  Schnitt- 
curve  aufzusuchende  berührende  Linie  als  Durchschnitt  der 
construirten  berührenden  Ebene  mit  der  genannten  Ebene. 
Man  darf  daher  auch  sagen,  dass  die  berührende  Ebene  den 
InbegriflF  der  berührenden  Linien  jener  sämmtlichen  Schnittcurven 
bildet. 

Die  im  vorigen  §  augestellten  Erörterungen  über  die  Be- 
dingungen, unter  denen  das  Difterential  dfix,  y)  einen  positiven, 
negativen  oder  verschwindenden  Werth  annimmt,  gewinnen  ge- 
genwärtig dadurch  eine  andere  Gestalt,  dass  statt  df(x,y)  das 
Differential  der  z  Coordinate  angewendet  werden  darf.  Zu  den 
in  der  xy  Ebene  durch  den  Punkt  (x,  y)  gehenden  Linien,  tlür 
welche  df(x,  y)  positiv,  negativ  oder  gleich  Null  ist,  gehören 
Linien  in  der  berührenden  Ebene  der  gegebenen  Fläche,  flir 
welche  beziehungsweise  der  Werth  der  z  Coordinate  im  alge- 
braischen Sinne  steigt  oder  fällt,  oder  sich  gleich  bleibt.  Hierbei 
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können  statt  der  Anfangselcniente  der  in  der  berührenden  Ebene 
befindlichen  Linien  auch  die  Anfangselemente  der  entsprechenden 
Linien  genommen  werden,  die  in  der  gegebenen  Fläche  selbst 
liegen. 


§  49.    Differentiation  einer  daroh  eine  Oleiohoni^  gefl^ebenen 

Fnnotion  einer  Variable. 

Es  begegnet  oft,  dass  Fragen  der  Analysis  nicht  in  dem- 
jenigen Gebiete,  in  dem  sie  ihren  Ursprung  haben,  sondern  erst 
in  einem  höheren  Gebiet  ihre  Erledigung  finden.  So  lässt  sich 
die  Aufgabe  der  Differentiation  einer  Function  einer  Variable 
für  den  Fall,  dass  die  Function  mit  der  Variable  durch  eine 
noch  aufzulösende  Gleichung  verknüpft  ist,  nur  mit  Hülfe  der 
Differentiation  von  Functionen  zweier  Variabein  allgemein  be- 
antworten. Die  Bestimmung  der  Abhängigkeit  einer  Variable  y 
von  einer  Variable  x  durch  eine  Gleichung  kommt  auf  die  For- 
derung hinaus,  dass  eine  gewisse  mit  den  beiden  Variabein  zu 
bildende  Function  f(x^  y)   den  Werth  Null  annehme.    Soll  die 

Forderung  erfüllbar  sein,  so  muss  ein  Werthsystem  a;  ,  y  existi- 
ren,  welches  derselben  genügt.  Dann  darf  man  aber  die  For- 
derung durch  die  Gleichung 

(1)  fix,  y)  =  fix"",  tP) 

ersetzen,  welche  in  §  47  erörtert  ist  und  auf  die  wir  jetzt 
zurückgehen.  Wie  dort  wird  angenommen,  dass,  wenn  eine  der 
beiden  Variabein,  etwaa;,  ausgewählt  und  von  einem  bestimmten 

Werthe  x^   an  stetig  geändert  wird,  die  entsprechende  zweite 

Variable  sich  von  einem  gewissen  Werthe  y  an  ebenfalls  stetig 
ändere.  Hierbei  ist  die  Möglichkeit  zugelassen,  dass  zu  dem- 
selben X  ausser  //  noch  andere  Werthe  y ^  ,  y,^  ,...  gehören 
und  wird  vorausgesetzt,  dass  in  Folge  der  stetigen  Aende- 
rung  der  ersten  Variable  die  zweite  Variable  von  jedem  jener 
Werthe  aus  sich  ebenfalls  stetig  ändere.  Die  auf  diese  Weise 
entstehenden  Reihen  zusammengehöriger  Werthsysteme  oder 
Stücke  von  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  müssen  aber 
in  der  Betrachtung  strenge  von  einander  gesondert  werden. 
Mit  einem  anderen  Ausdrucke  lässt  sich  sagen,  dass  durch  die 
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Gleichung  (1)  die  Variable  y  als  eine  ein-  oder  mehrdeutige 
Function  der  Variable  x  bestimmt  sein  kann^  dass  aber  in  dem 
letztern  Falle  die  einzelnen  Zweige  von  einander  unterschie- 
den werden  müssen,  und  die  Function  in  jedem  einzelnen 
Zweige  als  eine  eindeutige  aufgefasst  wird.  Die  Frage  nach 
der  Bestimmung  des  von  der  Function  y  in  Bezug  auf  die  Va- 
riable X  genommenen  Differentialquotienten  bezieht  sich  noth- 
wendig  auf  einen  einzelnen  Zweig  der  Function.  Unter  dieser 
Voraussetzung  kommt  es  darauf  an,  die  Variabein  von  einem 
bestimmten  Werthsystem  x^  y  ausgehend  um  solche  Differenzen 
zunehmen  zu  lassen,  dass  die  Gleichung  (1)  befriedigt  bleibt. 
Weil  aber  die  Grenze  des  Verhältnisses  der  gleichzeitig  abneh- 
menden Differenzen  gesucht  wird,  so  darf  man  statt  der  Glei- 
chung (1)  die  Forderung  substituiren,  dass  das  mit  den  Diffe- 
rentialen dx  und  dy  gebildete  Differential  der  Function  f{Xj  y) 
verschwinde,  oder  dass 

(2)  l^gi^  d.  +  'J-^yl  äy  =  0 

sei.  Hieraus  folgt  der  gesuchte  Differentialquotient  als  der  Werth 

des  Quotienten   der  betreffenden  Differentiale,   wofern  nur  die 

Bedingung  erfiUlt   ist,   dass  ftlr   das  angewendete  Werthsystem 

öfix  v) 
X,  y   der    partielle    Differentialquotient    —~--~    nicht    gleich 

Null  sei, 

(3)  ^^  =         -^^      . 

'dy 
Auf  gleiche  Art  kann  die  Variable  x  als  Function  der  Variable  y 
aufgefasst  und  der  Differentialquotient 

/  <  X  dx^ dy 

^   ^  dy  ~     df{x,y) 

bestimmt  werden,  sobald  für  das  angewendete  Werthsystem  x,  y 

d  fix  v) 

der  partielle  Differentialquotient       -\-       nicht  gleich  Null  ist. 

dx 

Nunmehr  wird  auch  der  Zusammenhang  einleuchtend,  welcher 
zwischen    der  in  §  47  und   der  in  §  4  gegebenen  Construction 
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der  berührenden  Linie   an   eine  Curve  besteht.    Der  Umstand, 

dass   die  für  -^  in  (3)  und  flir     _      in  (4)  aufgestellten  Aus- 

dx  dy 

drücke  einander  reeiprok  sind,  entspricht  der  in  §  11  bespro- 
chenen Beziehung  zwischen  den  DiflFerentialquotienten  zweier 
Functionen,  von  denen  die  eine  die  umgekehrte  Function  der 
andern  ist. 

Durch  das  so  eben  entwickelte  Verfahren  wird  auch  die 
am  Schlüsse  des  §  9  erwähnte  Aufgabe  gelöst,  den  DiflFeren- 
tialquotienten einer  algebraischen  Function  einer  Variable  x  zu 
bilden,  welche  Function  als  die  Wurzel  einer  algebraischen 
Gleichung  gegeben  ist,  deren  Coefficienten  rationale  Functio- 
nen der  Variable  x  sind.  An  jener  Stelle  sind  mit  den  Con- 
stanten   Ä^^,  4,  j, . . .  ^, ^^, . . .  .4„ „  4„^, . . .  A       die  Functionen 

von  X 

(5)  A,  =  A,^x"'+A,_,x'"-'+...  +  A,^^ 


gebildet,  welche  die  Coefficienten  der  nach  den  Potenzen  von  y 
geordneten  rationalen  ganzen  Function  f{x^  y)  ausmachen, 

(6)  A^,  y)  =  Ä, y"  4-  A,  y"-^+  . . .  -f  ^,_, y  +  A^; 

dann  lautet  die   betreflFende  Gleichung,   deren  Coefficienten  re- 

Ä      A          A 
spective  gleich  den  rationalen  Functionen  -^  >  -j^* r^  sind, 

(7)  t\x,  y)  =  0. 

Mau  darf  hier  voraussetzen,  dass  es  keine  ganze  Function 
giebt,  welche  ein  gemeinsamer  Theiler  von  jeder  der  Functionen 
A^y  ^1, . .  .A„  ist.  Jedoch  dürfen  die  Werthe  von  x^  für  welche 
dann  noch  die  Function  A^^  verschwindet,  nicht  von  der  Be- 
trachtung ausgeschlossen  werden.   Ein  beliebig  gewählter  Werth 

x  =  x  ist  somit  der  Reihe  nach  in  die  Functionen  A^^  ^i,.-. 
zu  substituiren,  und  hierauf  die  erste  derselben  A^,  herauszu- 
heben, welche  nicht  verschwindet.  Sollten  alle  verschwinden, 
80   müssten   sie   sämmtlich    nach    I,  §  43   durch   die  DiflTerenz 
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X  —  X  algebraisch  aufgehen,  mithin  der  Voraussetzung  entge- 
gen diese  Differenz  zum  gemeinsamen  Theiler  haben.  Es  giebt 

daher  einen  Coefficienten  4^,  welcher  ^i  x  =  x     nicht  gleich 

Null  ist.  Demnach  wird  die  Gleichung  (7)  tHr  a;  =  a?  ^  zu  einer 
algebraischen  Gleichung  des  n — yten  Grades  in  Bezug  auf  die 
Grösse  y,  und  liefert  nach  I,  §  67  für  y  genau  w — v  reelle  oder 
complexe  Wurzeln.  Bei  der  gegenwärtigen  Betrachtung  muss 
ermittelt  werden,  ob  es  unter  denselben  reelle  giebt;  falls  solche 

vorhanden    sind,    stellen   sie    die    zu   x     gehörenden  Werthe 

y  \  Vi  ,**'  dar,  unter  denen  ein  beliebiger  y    auszuwählen  ist 

Nun  bestimmt  sich  der  Werth   des  Differentialquotienten  -^ 

dx 

auf  die  angegebene  Weise  mit  Hülfe  der  partiellen  Differential- 

Quotienten 

,o,    Sf{x,  y)_äA^  dA,  dA^_,  dA^ 

^^^^  =  nAy"-V  (n-l)4,_,y^-+  ...  +^«-:, 

wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  -  V^       ftr  die  einzusetzenden 

Werthe  x  \,  y  nicht  den  Werth  Null  bekomme.  Weil  dieser 
Ausdruck  die  flir  ein  ungeändertes  x  in  Bezug  auf  y  genom- 
mene erste  Ableitung  der  Function  f{x^  y)  bezeichnet,  und  weil 

dieselbe  vermöge  I,  §  49  für  y  =  y  dann  und  nur  dann  ver- 
schwindet,  wenn    unter   den   angeführten  Wurzeln  y  ,yj,... 

noch  eine  zweite  vorkommt,  die  gleich  y  ist,  so  tallt  die  in 
Kede  stehende  Voraussetzung  mit  der  Bedingung  zusammen,  dass 

keine  der  übrigen  Wurzeln  y/,...   gleich  der  gewählten  Wur- 

I      (0) 

zel  y    sei. 


§  60.    Oeometrisohe  Deutmiff  des  Differentials  einer 

Function  von  drei  Variabein. 

Bei  der  Betrachtung  der  Functionen  von  drei  Variabein 
f{x,yy£)  gewährt  die  Auffassung  der  drei  Variabein  als  recht- 
winklige  Coordinaten    eines    im   Räume   befindlichen   Punktes 
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ähnliche  Vortheile,  wie  in  §  47  für  Functionen  von  zwei  Va- 
riabein durch  Beziehung  auf  die  Ebene  gewonnen  sind.  Die  Er- 
örterung einer  mit  den  Coustanten  a,  ft,  c,  e  gebildeten  linearen 
Function,  mit  der  wir  wieder  beginnen, 

(1)  fix^  yjjs)  =  ax  +  by  +  cjs  +  e 

lässt  sich  hier  kürzer  zusammenfassen,  da  der  vorige  §  daran 
erinnert  hat,  dass  die  Flächen,  in  welchen  die  Function  einen 
Constanten  Werth  behält,  leicht  zu  construirende  Ebenen  sind. 
Die  zu  den  Werthsystemen  x,  y,  z  und  x  +  Jx^  xj  +  _/y,  e-^  Je 
gehörende  Differenz  der  Function  (1)  hat  den  Ausdruck 

(2)  aJx  +  bJy+cJz. 

Es  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  wenigstens  eine  der  drei 
Constanten  a,b,c  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  habe, 
da  andernfalls  die  Function  (1)  gleich  einer  Constante  wäre. 
Der  Punkt  mit  den  beliebig  gewählten  und  dann  festgehaltenen 
Coordinaten  x^y^z  heisse  wieder  0;  der  Punkt,  dessen  in  Bezug 
auf  0  genommene  relative  Coordinaten  die  Werthe  a,  b,  c  haben, 
S;  der  Punkt  mit  den  Coordinaten  x  +  JXj  y  +  Jy,  z  -f  Jz  sei 
T.  Alsdann  stellt  der  Ausdruck  (2)  nach  I,  §  86  das  Product 
aus  der  Länge  OS,  der  Länge  OT  und  dem  Cosinus  des 
Winkels  SOT  dar,  und  zwar  ist 

(3)  OS^  =  a''  +b'  +  c\ 

0T^=  Jx^  +  _/y»  +_/i^% 

cos  (SO T)=    -  -  V  .      _       -— rrrr 


Das  Product  der  Länge  OT  und  des  Cosinus  des  Winkels  SOT 
ist  die  von  der  Linie  OT  in  Bezug  auf  die  Linie  OS  ge- 
nommene Protection ;  jenachdem  der  Fusspunkt  U  des  Lothes, 
das  von  2' auf  die  unbegrenzt  verlängerte  Linie  OS  herabge- 
lassen wird,  auf  dieselbe  Seite  von  0  wie  der  Punkt  S  oder  auf 
die  entgegengesetzte  fällt,  hat  die  betreffende  Projection  ein 
positives  oder  negatives  Vorzeichen,  während  ihr  absoluter 
Werth  durch  die  Länge  OU  gemessen  wird.  Nun  bleibt  der 
Fusspunkt  ü  so  lange  und  nur  so  lange  ungeändert,  als  sich 
der  zugehörige  Punkt  T  auf  derselben  gegen  OS  senkrechten 
Ebene  befindet.  Mithin  hat  die  Diiferenz  (2),  welche  gleich 
dem  Product  der  positiven  unveränderlichen  Grösse  OS  und  der 
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bezeichneten  Projection  ist,  für  alle  Punkte  einer  gegen  OS 
senkrechten  Ebene  einen  constanten  Werth,  der  positiv,  negativ 
oder  gleich  Null  ist,  jenachdem  der  zugehörige  Punkt  U,  von 
dem  Punkte  0  aus  betrachtet,  auf  derselben  Seite  wie  der 
Punkt  Sy  auf  der  entgegengesetzten  Seite  oder  in  dem  Punkte 
0  selbst  liegt.  Die  Ebenen,  in  welchen  die  Differenz  (2)  ihren 
Werth  behält,  sind  zugleich  diejenigen,  in  denen  die  Function 
(1)  constant  ist;  insofern  die  construirte  Linie  OS  auf  der  be- 
züglichen durch  den  Punkt  0  gehenden  Ebene  senkrecht  steht, 
wird  OS  die  in  dem  Punkte  0  errichtete  Normale  der  Ebene 
genannt. 

Für  das  vollständige  Differential  einer  beliebigen  Function 
von  drei  Variabein 

(4)     df{x,y,z)  =  ^f^W^-dx  +  ^f^'^^^^^dy  +  ^-^^'^''^d, 

ergiebt  sich  durch  Vergleichung  mit  der  Differenz  (2)  die  fol- 
gende geometrische  Deutung.  Von  dem  Punkte  (Xjyjjs)  oder  0 
aus  ziehe  man  nach  dem  Punkte  S,  dessen  in  Bezug  auf  0 
genommene  relative  Coordinaten  die  Werthe 

^/'(^>y,g)     ^fi^jL^)^    ^^(^^»^) 

öx  dy  (}  z 

haben,  eine  gerade  Linie.  Vermöge  der  Annahme,  dass  nicht 
jeder  der  drei  angegebenen  Werthe  gleich  Null  sein  darf,  muss 
der  Punkt  S  von  dem  Punkte  0  verschieden  sein.  Es  werde 
ferner  von  dem  Punkte  0  aus  eine  gerade  Linie  nach  dem 
Punkte  mit  den  Coordinaten  x  +  dx,  y  +  dy,e  +  dz,  oder  T 
gezogen;  dann  ist  der  Werth  des  Differentials  (4j  gleich  dem 
Product  der  positiven  Quadratwurzel 


und  der  von  der  Linie  OT  in  Bezug  aul  die  Linie  OS  ge- 
nommenen Projection.  Die  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
keit   von  Punkten,   für   welche    die  Function   fix^y^z)  den  in 

einem  Punkte  x  ,y^\z^  vorhandenen  Werth  behält  oder  die 
Cileichung 

(6)  /  ix,  y,z)=:f(x    ,  y    ,  z    ) 
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befriedigt,  bildet  eine  Fläche  im  Räume.  Wählt  man  einen 
Punkt  Xj  y,  z  derselben  beliebig  aus,  der  fest  bleibe,  und 
legt  den  Differentialen  dx^  dy^  de  yeränderliche  Werthe  bei,  so 
gehört  ein  Punkt  (a;4-  dx,  y  +  dy,£  +  dz) ,  für  welchen  das 
Differential  dfix^y^z)  gleich  Null  ist,  wie  sich  aus  den  mitge- 
theilten  Ausführungen  schliessen  lässt,  derjenigen  Ebene  an, 
von  welcher  die  bezeichnete  Fläche  in  dem  Punkte  {x,y,z) 
berührt  wird.  Die  von  dem  Punkte  0  ausgehende  Linie  05, 
für  welche  die  Cosinus  der  mit  den  Parallelen  zu  der  a;,  y,  z 
Axe  gebildeten  Neigungswinkel  respective  die  Werthe 

d  f{x^  y,  z)      d  f[x,  y,  z)      d  f{x,  y,  z) 
.„.  dx  dy  Bz' 


fQ  fQ  iQ 

haben,  und  welche  auf  der  berührenden  Ebene  senkrecht  steht, 
heisst  die  in  dem  Tunkte  (x,  y,  z)  errichtete  Normale  der  Fläche, 
Nun  kann  eine  Normale  nach  den  beiden  Seiten  der  be- 
rührenden Ebene  gerichtet  sein;  es  ist  also  wieder  eine  Un- 
terscheidung zu  treffen.  Wenn  man  für  dx,  dy^  dz  bezie- 
hungsweise drei  Grössen  substituirt,  die  aus  der  Multiplication 
der  drei  Ausdrücke  (7)  mit  dem'  Differential  du  einer  unab- 
hängigen Grösse  u  entstehen,  so  gehört  zu  einem  positiven  du 
das  Fortschreiten  von  O  nach  S,  zu  einem  negativen  du  das 
Fortschreiten  auf  derselben  Linie  in  entgegengesetztem  Hinne. 
Bei  der  Anwendung  dieser  Werthe  von  dx^  dy,  dz  auf  das 
Differential  (4)  verwandelt  sich  das  letztere  in  den  Ausdruck 

(8)  }^Q  du, 

welcher  wegen  des  |)ositiven  Vorzeichens  von  ^Q  dasselbe 
Vorzeichen  wie  das  Differential  du  anninmit.  Daher  wird  die 
Normale  der  Fläche,  welche  den  drei  iu  7)  angegebenen  Cosi- 
nus entspricht,  dadurch  bestimmt,  dass  für  einen  von  dem 
Punkte  x,y,z  der  Fläche  auf  dieser  Normale  fortschreitenden 
Punkt  das  Differential  der  Function  f  x,y,Zj  positiv  ist  Die 
durch  die  Gleichung  6;  dargestellte  Flä^^he  s^mdert  Tbeile  des 
Baumes,  in  denen  die  Function  den  vorgescbriel>enen  constanten 
Werth  algebraisch  übertrifft  von  Tbeilen,  in  denen  das  Umge- 
kehrte Statt  findet:  mithin  ist  die  in  einem  Fonkti;  der  F*läebe 
auf  die  angegeliene  Weisf;  constroirte  NomiaU;  auM  dini  erwähn- 
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ten  Gründen  nach  derjenigen  Seite   der  Fläclie   gerichtet,   auf 
welcher  die  Function  f{x^  y,  e)  algebraisch  grösser  wird. 
Die  als  Beispiel  gewählte  Function 

(9)  f{x,y,e)  =  x''  +  y^-¥e^ 

bedeutet  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  {x^y^z)  yom 
Anfangspunkte  der  Coordinaten,  und  ist  deshalb  auf  jeder  um 
den  letztern  beschriebenen  Kugelfiäche  constant.  Jede  Kugel- 
fläche scheidet  die  Punkte  des  Raumes,  für  welche  das  Quadrat 
der  Entfernung  grösser  als  das  Quadrat  des  Kugel  radius,  von 
den  Punkten,  für  welche  das  Quadrat  der  Entfernung  kleiner 
ist,  so  dass  der  erste  Theil  ausserhalb,  der  zweite  Theil  inner- 
halb der  betreifenden  Kugelfläche  liegt.  Die  in  einem  Punkte 
{x,y,£i)  für  die  gewählte  Kugelfläche  nach  der  gegebenen  Vor- 
schrift zu  errichtende  Normale  wird  nach  demjenigen  Punkte 
gezogen,  der  als  relative  Coordinaten  in  Bezug  auf  den  Punkt 
(^>  Vj  ^)  die  partiellen  Difl*erentialquotienten  der  Function  (9) 
2a;,  2y,  2z  hat;  die  Richtung  dieser  Normale  geht  vermöge  der 
aufgestellten  Regel  nach  der  äusseren  Seite  der  Kugelfläche. 

Für  die  Deutung  des  in  (4)  dargestellten  vollständigen 
Differentials  gilt  die  selbstverständliche  Voraussetzung,  dass  die 
drei  partiellen  Diiferentialquotienten  der  Function  f{x,y^e)  für 
das  betrachtete  Werthsystem  (x,  y,  z)  nicht  gleichzeitig  ver- 
schwinden. Ein  solcher  Fall  tritt  bei  der  Function  x^  +  y^ — z^ 
für  das  Werthsystem  a;=0,  y=0,  ;8^=0  ein,  und  kommt  daher 
bei  der  Gleichung  x^ -^y^ —z^  =  i)  vor.  Diese  Gleichung  stellt 
eine  Kegelfläche  dar,  deren  Spitze  sich  in  dem  Punkte 
a;=0,  y=0,  ^=0  befindet;  für  diesen  verlieren  die  Formeln 
(7)  ihre  Bedeutung,  während  gleichzeitig  der  Begriff*  einer  ein- 
deutig bestimmten  Tangentialebene  aufhört.  Mit  der  Be- 
trachtung der  singulären  Punkte  einer  Fläche,  in  denen  keine 
Tangentialebene  existirt,  werden  wir  uns  nicht  beschäftigen, 
und  schliessen  deshalb  das  gleichzeitige  Verschwinden  von 
Bf_  dl  ö^f 
da;     dy     dz 
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I  61.    Analytlsoher  Aiuidmok  der  Be^reiuniiig  einer  mehr- 
fach aaegedehnten  Kannigfaltigkelt. 

Die  aufgestellte  Definition  einer  Function  von  einer  und 
von  mehreren  Variabein  setzt  voraus,  dass  der  Inbegriff  der 
Werthsysteme  der  unabhängigen  Variabein,  auf  welchen  sich 
die  Function  bezieht  und  der  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  von 
einer  mit  der  Anzahl  der  unabhängigen  Variabelu  gleichnamigen 
Ordnung  bildet,  genau  bestimmt  sei.  Für  die  einfach  ausge- 
dehnte stetige  Mannigfaltigkeit  einer  Variable  x  kann  die 
Bestimmung  nur  auf  die  Art  erfolgen,  dass  die  Variable  x 
alle  zwischen  zwei  gegebenen  Werthen  a  und  6,  oder  ausserdem 

alle  zwischen  zwei  gegebenen  Werthen  a^^  und  h  ^  befindlichen 
Werthe  erhalten  darf,  und  so  fort  in  beliebiger  Wiederholung. 
Man  hat  hier  entweder  ein  Intervall  oder  eine  Folge  von  voll- 
ständig getrennten  Intervallen ,  so  dass  es  bisher  gentigte, 
immer  nur  ein  Intervall  der  unabhängigen  Variable  ins  Auge  zu 
fassen.  Bei  der  nfach  ausgedehnten  stetigen  Mannigfaltigkeit 
der  n  Variabein  x^,  x^,,,.  x^  wurde  in  §  42  angenommen,  dass 

jede  einzelne  Variable  eine  durch  gewisse  Werthe  abgeschlossene 
stetige  Ausdehnung   bekomme,    was   vermittelst   der  Ungleich- 
heiten 
(1)  Oj  <  x^  <  6j,  a^  <  x^<^b^,,..a^<  x„  ^  b^ 

ausgedruckt  wird.  Wir  haben  aber  schon  an  der  angeführten 
Stelle  I,  §  108  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  ein  Gebiet 
von  zwei  Variabein  oder  eine  zweifach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeit auch  in  anderer  Weise  bestimmbar  sei.  In  der  dort 
angewendeten  geometrischen  Ausdrucksweise  wurde  gesagt,  dass 
die  Function  von  zwei  Variabein  x  und  y  für  einen  Theil  der 
Ebene  oder  tltlr  Theile  der  Ebene  gegeben  sein  kOnne;  femer 
wurde  ausser  der  Bestimmung,  die  den  Ungleichheiten  (1) 
entspricht  und  zu  einem  Rechteck  gehört,  da«  Beispiel  erwähnt, 
dass  eine  Function  für  alle  Werthverbindungen  a;,  y,  bei  denen 
die  Quadratsumme  x*  +  y*  kleiner  als  eine  Grösse  R*  ist,  das 
heisst  für  alle  Punkte  innerhalb  eines  Kreises  gegeben  sei, 
der  in  der  Ebene  um  den  Coordinatenanfangspunkt  mit  dem 
Radius    B   beschrieben    ist.      Alsdann    bildet    die    durch    die 
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Gleichung  x*  +  y*  =  72'  bestimmte  Kreislinie  die  Begrenzung 
des  in  Rede  stehenden  Theils  der  Ebene;  jenachdem  bei  der 
Ungleichheit 

(2)  X*  +  y^<:R* 

der  Fall  der  Gleichheit  ausgeschlossen  oder  mit  eingeschlossen 
wird,  sind  die  Punkte  der  Kreislinie  als  ausgeschlossen  oder 
mit  eingeschlossen  zu  betrachten. 

Man  sieht,  dass  das  vorliegende  Beispiel  sich  auf  dieselbe 
Function  bezieht,  von  der  am  Schlüsse  des  §  47  gesprochen  ist, 
und  dass  die  allgemeinen  daselbst  angestellten  Erörterungen 
ebenfalls  benutzt  werden  können.  In  der  zweifach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  der  Variabein  a-,  y  bilden  hiernach  die  Werth- 
verbindungen,  für  welche  eine  Function  f{Xyy)  den  constanten 

Werth  f(x^^^^  y^^^)  behält,  eine  einfach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
keit, welche  die  Werthverbindungen,  für  die  f{x,y)<:f{x^^^^y^^\ 

von  denjenigen  trennt,  für  die  f{x,  y)>f{x'^\  y^^^)  ist  Das  ana- 
lytische Mittel,  um  den  einen  wie  den  andern  Theil  der  zwei- 
fach ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  zu  bezeichnen,  ist  die  An- 
wendung von  einer  der  zugehörigen  Ungleichheiten 

(3)  fix,  y)<f{x"'\  i/\,  f{x,y)>f{x"'\  />), 
während  die  Gleichung 

(4)  f{x,y)  =  fx^'\y''') 

die  für  beide  Theile  vorhandene  Begrenzung  ausdrückt. 

In  dem  angeführten  Beispiel  ist  die  Function  x^  +  y^  für 
alle  Werthverbindungen  a:,  y  überhaupt  definirt ,  wobei  auch 
solche  Verbindungen  zugelassen  sind,  für  welche  eine  der  Va- 
riabein oder  beide  numerische  Werthe  erhalten,  die  jede  ge- 
gebene Grösse  übertreffen  oder  unendlich  gross  werden;  durch 
die  Ungleichheiten  a;*4-^'<Ä*  und  a;*  +  y*>iJ*  wird  die  Ge- 
sammtheit  aller  Werthverbindungen  in  zwei  Theile  gesondert 
Wenn  eine  Function  f{x,y)  fiir  alle  Werthverbindungen  a;,  y 
definirt  ist,  so  bewirkt  mau  mit  Hülfe  der  Ungleichheiten  (3) 
eine  ebensolche  Sonderung.  Die  zweifach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeit, welche  durch  eine  der  beiden  Ungleichheiten  (3), 
etwa  die  erste  bestimmt  ist,  lässt  sich  dann  vermittelst  der 
Einführung  einer  neuen  Function  g(x,y)  durch  die  Ungleich- 
heiten 
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(5)  g{x,yXg  (x''\  y^'h  \9{x,y)>g  (x^'\  y^'^) 

weiter  zerlegen.  Die  Function  g  (rr,  y)  braucht  dann  nur  für  die- 
jenige Mannigfeltigkeit  definirt  zu  sein,  tlir  welche  sie  zur  An- 
wendung kommt.  In  dieser  Weise  kann  fortgefahren  und  der 
Umfang  einer  Mannigfaltigkeit  der  zweiten  Ordnung  analytisch 
ausgedrückt  werden,  indem  man  vermittelst  einer  Folge  von 
Functionen  der  unabhängigen  Variabein  eine  bestimmte  Folge 
von  Ungleichheiten  aufstellt.  Es  bleibt  hierauf  übrig,  für  den 
einzelnen  Fall  zu  entscheiden,  wie  sich  die  Begrenzung  aus 
den  durch  verschiedene  Gleichungen  dargestellten  Mannigfaltig- 
keiten der  ersten  Ordnung  zusammensetze,  wozu  die  geome- 
trische Deutung  nützlich  aber  nicht  unentbehrlich  ist.  Fügt 
man  beispielsweise  zu  der  obigen  Ungleichheit  (2)  eine  Un- 
gleichheit 

(2*)  lx  +  my<:0 

hinzu,  wo  l  und  m  Constanten  bezeichnen,  so  wird  der  Theil 
des  Innern  der  Kreisfläche  herausgehoben,  der  auf  einer  be- 
stimmten Seite  einer  durch  den  Mittelpunkt  laufenden  geraden 
Linie  liegt;  die  Begrenzung  besteht  daher  aus  einem  gewissen 
Halbkreise  und  aus  dem  Durchmesser,  welcher  die  Endpunkte 
des  Halbkreises  mit  einander  verbindet.  Auch  die  in  (1)  ent- 
haltene Beschränkung  jeder  der  beiden  Variabein  auf  ein  ge- 
wisses Intervall  wird  durch  ein  System  von  Ungleichheiten 
dargestellt,  bei  denen  die  Variabein  selbst  die  Bolle  von  Func- 
tionen übernehmen,  die  unterhalb  oder  oberhalb  von  gewissen 
festen  Werthen  dieselben  bleiben  müssen. 

Alles,  was  über  die  Begrenzung  von  Mannigfaltigkeiten  der 
zweiten  Ordnung  mitgetheilt  ist,  lässt  sich  in  gleicher  Weise 
auf  die  Begrenzung  von  Mannigfaltigkeiten  der  dritten  und  einer 
beliebig  hohen  Ordnung  übertragen.  Daher  reicht  es  aus,  nur 
von  Mannigfaltigkeiten  der  dritten  Ordnung  zu  sprechen.  Mit 
Hülfe  einer  Function  f(x,  y,  e\  die  für  jedes  Werthsystem  der 
drei  Variabein  x,  y,  z  gegeben  ist,  kann  der  Inbegriflf  aller 
Werthverbindungen   durch    die  mit  einem  festen  Werthsystem 

oi"^^ j  y^^\  z^^^  gebildeten  Ungleichheiten 

(6)  fix,y,,)<:fix''W'\/y,  fix,y,z)>f(x''>W\/'>') 

in  zwei  Theile  zerlegt  werden,  deren  gemeinsame  Begrenzung 

LipBchiis,  AnAlyaiB  U.  18 
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die  Mannigfaltigkeit  der  zweiten  Ordnung  ist,  welche  der 
Gleichung 

(7)  nx,y,.)=^f{x<''W\,'''') 

entspricht  Für  einen  der  abgesonderten  Theile,  zum  Beispiel 
den  zuerst  bezeichneten,  liefert  eine  in  Bezug  auf  denselben 
definirte  Function  g(x,if^0)  eine  neue  Zerlegung,   sobald  man 

mit  einem  festen  Werthsystem  x^^\y^^^,s^^^  die  Ungleichheiten 

(8)  g (x, y,B)<g (x^'\ />,  /^V,  g (^, y,^)>g {x^\ i'\ ^'^) 
aufstellt  Hiemach  ergiebt  sich  der  analytische  Ausdruck  fUr 
die  Ausdehnung  einer  MannigfEiltigkeit  der  dritten  Ordnung  als 
eine  mit  einer  Anzahl  von  Functionen  der  unabhängigen  Va- 
riabeln  gebildete  Folge  von  Ungleichheiten.  £benso  gilt  auch 
hier  die  Bemerkung,  dass  die  in  (1)  enthaltene  Bestimmung,  bei 
welcher  jede  einzelne  Variable  innerhalb  gegebener  Grenzen 
veränderlich  ist,  mit  einem  System  von  Ungleichheiten  zusam- 
menfällt, in  denen  die  Variabein  selbst  die  Functionen  ersetzen, 
welche  unterhalb  oder  oberhalb  von  gewissen  festen  Werthen 
bleiben  müssen. 

Bei  den  Mannigfaltigkeiten  der  dritten  Ordnung  ist  noch 
der  Vortheil   der  geometrischen  Deutung  vorhanden,   der   bei 
den  Mannigfaltigkeiten  der  höheren  Ordnungen  verloren  geht 
Die  nach  dem  Muster  von  (1)  gebildeten  Ungleichheiten 
(1*)  a<a?<-4,  6<:y<B,  c<jer<C 

drücken  aus,  dass  der  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogene 
Punkt  (rc,  y,  0)  innerhalb  eines  rechteckigen  Parallelepipedons 
gelegen  sei,  bei  welchem  die  drei  Paare  von  parallelen  Ebenen 
respective  den  Coordinatenebenen  parallel  sind  und  durch  die 
Gleichungen  x=a,  x=A;  y=6,  y=B;  z=^c^  £r=C bezeichnet 
werden.  Nehmen  wir  als  zweites  Beispiel  die  beiden  Ungleich- 
heiten 

(9)  a:'  +  yV;^'<a:^'^+/^  +  /^  lx  +  my  +  nz<0, 

wo  I,  m,  n  Gonstanten  sind;  dann  stellt  nach  dem  vorigen  §  die 
erstere  den  im  Innern  einer  Kugelfläche  befindlichen  Raum  dar, 
während  die  zweite  Ungleichheit  den  Theil  herausnimmt,  welcher 
auf  einer  bestimmten  Seite  einer  gewissen  durch  den  Kugel- 
mittelpunkt gehenden  Ebene  liegt.  Die  Begrenzung  des  auf 
diese  Weise  bestimmten  Raumes  wird  daher   durch  eine  halbe 


§  52.  Partielle  DifTerenzen  und  Differcntialquoticntcu.  275 

Kngelfläche  und  durch  das  von  dem  entsprechenden  grösten 
Kreise  eingeschlossene  Stück  einer  Ebene  gebildet  Man  erhält 
den  analytischen  Ausdruck  der  beiden  Theile  der  Begrenzung, 
indem  in  (9)  zuerst  nur  das  erste  Zeichen  der  Ungleichheit, 
hierauf  nur  das  zweite  Zeichen  der  Ungleichheit  durch  ein 
Gleichheitszeichen  ersetzt  wird. 


§  52.    Partielle  Differensen  und  DlfferentUlqnotleBteii 

▼ersohledener  Ordnimgeii. 

Durch  die  in  §  44  angestellte  Betrachtung  der  vollständi- 
gen Differenz  einer  Function  mehrerer  Variabein  ergaben  sich 
die  Begriffe  der  in  Bezug  auf  eine  einzelne  Variable  und  auf 
mehrere  Variabein  genommenen  partiellen  Differenzen.  Da  für 
jede  Variable  immer  nur  eine  einmalige  Differenz  gebildet 
wurde,  waren  die  nach  einer  einzelnen  Variable  genommenen 
partiellen  Differenzen  von  der  ersten,  die  nach  mehreren  Va- 
riabein genommenen  Differenzen  von  einer  mit  der  Anzahl  der 
Variabein  gleichen  Ordnung. 

Bei  der  in  §  45  mitgetheilten  Darstellung  des  vollständi- 
gen Differentials  einer  Function  kamen  jedoch  nur  solche  par- 
tielle Differentialquotienten  vor,  die  nach  einer  einzelnen  Va- 
riable genommen  sind.  Man  kann  nun  die  Bildung  der  par- 
tiellen Differenzen  und  der  partiellen  Differentialquotienten  auf 
die  Weise  wiederholen,  dass  man  zuerst  mit  einer  Variable, 
alsdann  mit  einer  anderen  und  wieder  mit  einer  anderen 
Variable  mehrfach  operirt,  und  hierauf  zu  einer  oder  zu  mehrem 
der  früher  angewendeten  Variabein  zurückkehrt;  die  Ordnungs- 
zahl ist  hierbei  gleich  der  Anzahl  der  sämmtlichen  einzelnen 
vorgenommenen  Operationen.  Ohne  die  so  erzeugten  partiellen 
Differenzen  verschiedener  Ordnungen  speciell  zu  erörtern,  führen 
wir  den  Satz  an,  dass  der  Werth  einer  aus  einer  bestimmten 
Reihenfolge  von  einzelnen  Differenzenformationen  hervorgegan- 
genen partiellen  Differenz  sich  bei  einer  beliebigen  Vertauschung 
der  einzelnen  Differenzenformationen  nicht  ändert.  Dieser  Satz, 
welcher  in  §  44  für  die  daselbst  auftretenden  Differenzen  mehr- 
facher Ordnung  bewiesen  ist,  lässt  sich  mit  Hülfe  des  gleichen 
Verfahrens  allgemein  beweisen.    Von  den  partiellen  Differential- 
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quotienten  der  verschiedenen  Ordnungen  wird  dagegen  ausführ- 
licher zu  sprechen  sein. 

Wir  beginnen  wie  in  §  48  mit  einer  Function,  die  durch 
Multiplication  von  lauter  Functionen  der  einzelnen  Variabein 
rCj,  x^^...x^  entsteht, 

Es  möge  nhn  f{x^^  ^2>--*^ii)  '"  ^^^  folgenden  Anordnung  par- 
tiell differentiirt  werden:  zuerst  l^  mal  nach  x^^  dann  A^  mal 
nach  x^, . . .  l^  mal  nach  x^^  hierauf  //,  mal  nach  x^,  /i,  mal  nach 
x^,...^i^  mal  nach  x^.  Da  jede  partielle  Differentiation  immer 
nur  einen  Factor  des  Products  berührt,  so  bekommt  man  nach 
einander  die  Ausdrücke 


(2) 


da 


^x 


92  (^2)  ''9n  (^J) 


,^1 


diii 


h 


dx.. 


^ViW      <^  'fip^^ 


^"  y « C^  J 


^1 


t  •  •  — . . 


dx 


^'^■"v,  C^,) 


J    .1* 

da'„ 


dx,^ 


c?^ 


1 


<!./: 


rf 


/«+/*a 


AiO^i) 


dx 


^i+."j 


d^^^'" 


/'■^"V,  (;r,)      .^^''V,^)  d 


^Ä+M/l 


(lO; 


^I+/<I 


(f  0?! 


^+/'i 


d  X 


n 


Es  muss  der  letzte  Ausdruck  stets  derselbe  bleiben,  wie  auch 
die  Reihenfolge  der  successiven  partiellen  Differentiationen  abge- 
ändert werde,  weil  die  k^+^i^  nach  x^  zu  vollziehenden 
Differentiationen  nur  den  ersten  Factor,  die  Ag  +//,  nach  x^  zu 
vollziehenden  Differentiationen  nur  den  zweiten  Factor  angehen, 
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u.  s.  f.,  und  weil  sich  das  zu  bildende  Endproduct  immer  aas 
denselben  Factoren  zusammensetzt. 

Der  in  der  Formel  (10)  des  §  45  enthaltene  Satz,  dass  der 
nach  einer  einzelnen  Variable  genommene  partielle  Differential- 
quotient einer  Summe  von  Functionen  gleich  der  Summe  der 
betreflFenden  partiellen  Differentialquotienten  der  einzelnen 
Summanden  ist,  zieht  den  Satz  nach  sich,  dass,  um  den  par- 
tiellen DifTcrentialquotienten  einer  Summe  nach  mehreren  in 
einer  bestimmten  Reihenfolge  gegebenen  Variabein  zu  bilden, 
für  die  einzelnen  Summanden  das  entsprechende  Verfahren 
auszuführen  und  von  den  so  entstandenen  4)artiellen  Differen- 
tialquotienten die  Summe  zu  nehmen  ist.  Für  eine  Summe  von 
Producten,  bei  denen  jeder  Factor  nur  von  einer  einzigen 
Variable  abhängt,  wird  daher  ein  auf  eine  bestimmte  Reihenfolge 
von  Variabein  bezüglicher  partieller  Differentialquotient  hervorge- 
bracht, indem  man  jeden  Summanden  wie  die  obige  Function  (1) 
behandelt.  Es  hat  sich  aber  herausgestellt,  dass  die  so  erzeug- 
ten einzelnen  partiellen  Differentialquotienten  bei  einer  belie- 
bigen Vertauschung  der  erforderlichen  partiellen  Differentiationen 
nicht  geändert  werden;  diese  Eigenschaft  geht  auf  die  Summe 
von  mehreren  partiellen  Differentialquotienten  über.  Mithin  ist 
der  Werth  des  partiellen  Differentialquotienten  einer  Summe, 
deren  Summanden  Producte  aus  Functionen  der  einzelnen  Va- 
riabein sind,  von  der  Vertauschung  der  Ordnung  der  einzelnen 
partiellen  Differentiationen  unabhängig.  Hierauf  darf  man, 
ähnlich  wie  in  §  45,  den  Schluss  gründen,  dass  bei  allen 
rationalen  ganzen  Functionen  mehrerer  Variabein  die  sämmt- 
lichen  partiellen  Differentiahiuotienten  die  Eigenschaft  haben, 
von  der  Reihenfolge  der  einzelnen  partiellen  Differentiationen 
unabhängig  zu  sein,  und  kann  alle  Functionen  mehrerer  Va- 
riabein, welche  an  dieser  Eigenschaft  Thcil  nehmen,  «als  regel- 
mässige erklären.  Indessen  lässt  sich  auch  ein  System  von 
besondern  Voraussetzungen  der  Stetigkeit  aufstellen,  die  für 
einen  weiten  Inbegriff  von  Functionen  die  in  Rede  stehende 
Eigenschaft  zur  Folge  haben. 

Die  Reihenfolge,  in  welcher  bei  einer  gegebenen  Function 
/"(a^j,  x.^, . . .  xj  die  successiven  partiellen  Differentiationen  aus- 
zuführen sind,  sei  durch  die  Reihenfolge  der  betreffenden 
Variabein  bezeichnet, 
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(3)  X^j  X^y  X^j  X^^  X^j , , .  ^ 

WO  die  aus  der  Reihe  von  1  bis  n  genonimenen  Zeiger  ^  in 
beliebigen  Wiederholungen  auftreten  dürfen.  Durch  irgend  eine 
Vertauschung  der  Zeiger  entstehe  die  Anordnung 

(4)  x^,y  x^,f  x^t,  x^,j  x^,, . . . ; 

es  kommt  nun  darauf  an,  die  zu  den  Anordnungen  (3)  und 
(4)  gehörenden  partiellen  Differentialquotienten  zu  vergleichen 
und  deren  Uebereinstimmung  zu  begründen.  Zunächst  lässt 
sich  zeigen  9  dass  jede  Permutation  erhallten  werden  kann, 
indem  eine  hinreichende  Anzahl  von  Malen  immer  nur  solche 
Elemente  unter  eiiiander  vertauscht  werden,  die  neben  ein- 
ander stehen.  Nach  I,  §  73  ist  es  möglich,  jede  gegebene 
Permutation  durch  lauter  gegenseitige  Vertauschungen  von  je 
zwei  Zeigern  hervorzubringen;  man  hat  daher  nur  noch  den 
Beweis  zu  führen,  dass  jede  gegenseitige  Vertauschung  von 
zwei  Zeigern  durch  eine  Anzahl  von  Vertauschungen  neben 
einanderstehender  Zeiger  erzeugt  werden  kann.  Ein  zu  diesem 
Zwecke  geeignetes  Verfahren  möge  an  einem  Beispiel  ausein- 
andergesetzt werden.  Um  in  (3)  die  Elemente  x^  und  x^  mit 
einander  zu  vertauschen,  lassen  sich  die  folgenden  Permuta- 
tionen von  der  vorgeschriebenen  Beschaffenheit  benutzen,  bei 
denen  die  vor  x^^  und  nach  x^  vorkommenden  Elemente  unge- 
ändert  bleiben  und  deshalb  nicht  notirt  werden, 

^b  ^c  '^b  *^t 
^t  ^b  ^b  •*'e 
^c    '*'b    ^ö    "^e 

x^  x^  x^  x^ 
x^  x^  x^   x^ 

^t    •*'c     ^ö     ^b« 

Die  Anzahl  von  Permutationen  benachbarter  Elemente, 
welche  gebraucht  wird,  um  das  Element  x^^  von  der  ersten 
Stelle  der  aus  4  Elementen  bestehenden  Gruppe  an  die  letzte 
Stelle  zu  bringen,  beträgt  3;  die  Anzahl,  welche  femer  noch 
nöthig  ist,  um  x^  an  die  erste  Stelle  und  die  mittleren  Elemente 
an  ihre  urspünglichen  Plätze  zu  rücken,  beträgt  2,  so  dass  im 
ganzen  5  Permutationen  benachbarter  Elemente  zur  Anwendung 
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kommen.  Damit  zwei  Elemente  gegenseitig  ihre  Platze  ver- 
taaschen,  die  das  erste  und  letzte  Element  einer  Gruppe  von 
q  auf  einander  folgenden  Individuen  ausmachen,  hat  man  für 
den  ersten  der  beschriebenen  Proccsse  die  Anzahl  q — 1,  ftir 
den  zweiten  die  Anzahl  q — 2  von  Vertauschungen  neben  ein- 
anderstehender  Elemente  zu  benutzen,  womit  die  aufgestellte 
Behauptung  vollständig  erwiesen  ist.  Wenn  man  daher  von 
der  Anordnung  (3)  zu  der  Anordnung  (4)  durch  eine  Folge  von 
Permutationen  je  zweier  benachbarter  Elemente  übergeht,  und 
fttr  die  sämmtlichen  aufgestellten  Anordnungen  die  zugehörigen 
partiellen  Differentialquotienten  der  Function  /*(a;p  a;^, . . .  xj 
bildet,  so  genügt  der  Nachweis,  dass  jedes  Mal  zwei  partielle 
Differentialquotienten  einander  gleich  werden,  bei  denen  die 
nach  zwei  benachbarten  Elementen  genommenen  Differentia- 
tionen vertauscht  sind,  um  das  allgemeine  Resultat  abzuleiten, 
dass  die  auf  die  Anordnungen  (3)  und  (4)  bezüglichen  partiel- 
len Differentialquotienten  einander  gleich  werden.  In  letzter 
Instanz  sind  also  immer  nur  zwei  Elemente  x  und  y  zu  be- 
trachten und  die  Bedingungen  aufzusuchen,  unter  denen  eine 
Function   g{x^y)   derselben  die   Eigenschaft  besitzt,  dass  der 

nach  y  genommene  partielle  Differentialquotient  von     ^\  '^ 

dx 

dem  nach  x  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  von 

LaJMl  gleich  wird. 
oy 

Des  bequemern  Ausdrucks  wegen  setze  man 

(5)  i^^^_  (,,,),    i^  =  ,.(.,,). 

Für  das  einmal  gewählte  Werthsystem  a:,  y  möge  die  Variable  x 
das  Increment  A,  die  Variable  y  das  Increment  k  erhalten,  und 
es  werde  von  der  Function  g  (a;,  y)  wie  in  (9)  und  (10)  des 
§  44  die  auf  beide  Variabein  bezügliche  partielle  Differenz  der 
zweiten  Ordnung  gebildet 

(6)  g{x-^h,y  +  h)  —  g{x,  y  +  *)  -  flr(a;  +  A,  y)  +  g{x,  y) ; 
dieselbe   ist  sowohl  gleich   der   nach  y  genommenen  Differenz 
der  Differenz 

(7)  g{^'^hy)  —  9{^*y) 

wie  auch  gleich  der  nach  x  genommenen  Differenz  der  Differenz 
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(8)  9{^fV  +  k)  —  0{^j!/y 

Der  Ausdruck  (7)  hat,  als  Function  der  einzigen  Variable  y 
aufgefasst,  den  nach  y  genommenen  Differentialquotienteu 

(9)  fl'sC^  +  Ä,  y)  -9^{x,y\ 

der  Ausdruck  (8),  als  Function  der  einzigen  Variable  x  betrach- 
tet, den  nach  x  genommenen  Differentialquotienten 

(10)  g,{x,y  +  k)-'g,{x,y). 

Nun  enthalten  die  §§  24  u.  f.  Httlfsmittel,  um  die  Differenz  einer 
Function  einer  Variable  F{z  +  T)  —  F(z)  vermittelst  des  nach  b 
genommenen  Differentialquotienten  F*  {e)  auszudrücken.  Wenn 
die  Function  F*{t)  für  das  von  'l=z  bis  L==-er  +  /  ausgedehnte 
Intervall  eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  so  wird  die  bezeich- 
nete Differenz  nach  (1(3)  des  §  24  durch  das  folgende  bestimmte 
Integral  dargestellt 

(11)  F{z-^l)-F{£)  =y  F'  (;•)  d  :. 


Sobald  ferner  die  Function  F*  (l)  in  dem  genannten  Inter- 
vall nur  eine  beschränkte  Anzahl  von  Malen  vom  Wachsen  zum 
Abnehmen  übergeht  und  in  der  Weise  stetig  ist,  dass  bei  der 
Einschaltung  einer  Folge  von  Werthen  z,  tj,  i^, . ..  r„_„  ^  +  i, 
bei  der  je  zwei  auf  einanderfolgende  Wcrthe  um  weniger  als  eine 
kleine  Grösse  d  differiren,  die  entsprechenden  Differenzen  der 
Werthe  der  Function  F'{C)  numerisch  kleiner  als  dieselbe  be- 
liebige kleine  Grösse  ?.  ausfallen,  dann  lässt  sich  nach  §  20  die 
rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  (11)  durch  das  Product  der 
Grösse  l  und  eines  Mittelwerthes  der  Function  F'Q)  ersetzen, 
so  dass  die  Gleichung 

(12)  F{z  +  1)-  F(z)  =  l  F'  (z  +  6 1) 

entsteht,  in  der  (^  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Unter 
der  Voraussetzung,  dass  der  Ausdruck  (9)  als  Function  von  y 
und  der  Ausdruck  (10)  als  Function  von  x  die  für  die  Function 
F'(^)  vorgeschriebenen  Bedingungen  erfüllt,  folgt  also,  indem 
^,  und  Ö,  positive  echte  Brtiche  bezeichnen,  für  die  Differenz 
(6)  die  zweifache  Darstellung 

(13)  gix+h,y+Jc)-'g(x,y+k)  —  g(x+h,y)  +  g{x,y) 

=  Hff^^^'-^h^y-hß,]:)  -  f/, (x, y+Ojc)), 

(14)  g(x+h,y+k)  —  g(x,  y+k)  -  g(x+h,  y)  4-  gix,  y) 

=  h (g^  (jr;  +  ^,  A,  y  +  l:)  —  //, ix+O.h,  y)). 
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Dividirt  mau  beide  Ausdrücke  durch  das  Produkt  hh  und  setzt 
sie  einander  gleich,  so  kommt 

—  Ä 

Der  Quotient  links  differirt  tür  einen  beliebig  kleinen  Werth  h 
um    beliebig   wenig   von   dem  partiellen  Differentialquotienten 

'    '     >  bei  dem  das   erste   Argument   gleich  x,   das  zweite 

Argument  gleich  y  +  O^k  ist,  der  Quotient  rechts  für  einen  be- 
liebig kleinen  Werth  h  um  beliebig  wenig  von  dem  partiellen 

DiflFerentialquotienten  -^*--?^,   bei   dem   das   erste  Argument 

gleich  x-^O^hy  das  zweite  Argument  gleich  y  ist.  Es  wird  jetzt 
ferner  vorausgesetzt,  dass  sich  der  partielle  DiflFerentialquotient 

— Y'^  stetig  mit  der  Variable  y,  und  der  partielle  Differential- 
quotient ^^'^''^Y  -  stetig  mit  der  Variable  x  ändere.  Dann  erhält 
man  die  zu  beweisende  Gleichung 

^  ()x  dy 

Aus  den  Gtiltigkeitsbedingungen  von  (1(5)  fliesst  das  System 
von  Bedingungen  für  den  allgemeinen  Satz,  dass  der  Werth 
eines  partiellen  DiflFerentialquotienten  einer  beliebig  hohen 
Ordnung  durch  keine  veränderte  Anordnung  der  zugehörigen 
einzelnen  DiflFerentiationen  verändert  wird.  Die  Anzahl  der 
partiellen  DiflTerentialquotienten  einer  gewissen  Ordnung,  welche 
von  einer  Function  einer  bestimmten  Anzahl  von  Variabelu 
gebildet  werden  können ,  lässt  sich  leicht  angeben.  Bei 
einer  Function  von  n  Variabein  /"(a;„  x^^.. , xj  existiren  die  n 
erwähnten   partiellen  DiflFerentialquotienten  der  ersten  Ordnung 

df         df  df 

dx^  dx^  dx^ 

Die  partiellen  DiflFerentialquotienten  der  zweiten  Ordnung  wer- 
den entweder  zwei  Mal  nach  derselben  Variable  oder  nach  zwei 
verschiedenen  Variabein  genommen ;  von  den  ersteren  giebt  es  n, 
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,  ,         n  (n  —  1)         . .,  .     .  M  (n  + 1)        ., 

von  den  andern  — —  i  mithin  im  ganzen     —  -        •     Man 

ersieht  die  Übliche  Bezeichnung  an  den  folgenden  lieispielen 

dx^  da:\  dx^  öx^  dx^ 

WO  in  Folge  des  obigen  Satzes 

Bx^  ßx^  dx^  Bx^ 
ist.  Um  die  sämmtlichen  partiellen  Differentialquotienten  der 
^ten  Ordnung  zu  erhalten,  kann  man  dieselben  in  solche  ein- 
theilen,  die  sich  auf  eine  einzige  Variable,  auf  zwei,  auf  disßi 
Variable  beziehen  u.  s.  f.  Nach  einer  einzigen  Variable  z.  B. 
x^  muss  pmal  diffcrentiirt  werden,  es  existirt  also  nur  ein  zu- 
gehöriger partieller  Differentialquotient 

(17)  — f- 
^    ^  Bx\ 

In  Bezug  auf  zwei  Variable  z.  B.  x^  und  x^  hat  man  die  par- 
tiellen Differentialquotienten 

£/''  f 

(18)  ir-r^ 

Bx^  Bx\ 

wo  die  ganzen  positiven  Zahlen  a,  (i  die  Gleichung  a  +  ß=^p 
erfüllen;  in  Bezug  auf  drei  Variable  z.  B.  x^^  x^^  x^  die  par- 
tiellen Differentialquotienten 

wo  die  ganzen  positiven  Zahlen  a,  ß^  y  die  Gleichung  a+/:?+y=si) 
befriedigen,  u.  s.  f.  Es  ergiebt  sich  demnach  die  Anzahl  der 
partiellen  Differentialquotienten  von  jeder  der  bezeichneten  Arten 
beziehungsweise  gleich  der  Anzahl  der  Auflösungen  der  Glei- 
chungen 

(20)  ci  +  ß^P,   a-+-/:?+y=i>, ... 

wofern  a,  ß,  y  lauter  von  der  Null  verschiedene  ganze  positive 
Zahlen  bedeuten.  Die  erste  der  Gleichungen  (20)  besitzt  i> — 1 
Auflösungen,  weil  die  Grösse  «  successive  gleich  den  Zahlen 
1.  2,  3, . . ./?  — 1  gesetzt  werden  kann,  und  die  Grösse  ß  durch 
den  Werth   von  a  vollständig  bestimmt  wird.    In  der  zweiten 
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Gleichung  (20)  darf  a  succcssive  gleich  den  Zahlen  1,  2,  3, . .  j>— 2 
genommen  werden,  während  tHr  (i  und  y  jedes  Mal  die  sämmt- 
lichen  Auflösungen  der  Gleichung  ii-{'y  =  (p—a)  zu  bilden 
sind,  deren  Anzahl  nach  dem  Vorhergehenden  p—a  —  l  beträgt. 
Die  Anzahl  der  sämmtlichen  Auflösungen  wird  deshalb  durch 
die  Summe 

(l)— 2)  +  (/>-3)  +  ...  +  l 

ausgedrückt,  deren  Werth  gleich  — — r^^-~ ist. 

*■  *  ^ 

Bezeichnet  man  die  Anzahl  der  Auflösungen  der  ^ten  Glei- 
chung (20),  in  der  ^4-1  Summanden  vorkommen,  durch-E  ,  (p), 
80  ist  die  Anzahl  der  Auflösungen  der  (^-f-l)ten  Gleichung, 
wo  die  Grösse  a  vermöge  des  angegebenen  Verfahrens  die 
Werthe  1,2,.../?  —  q  —  1  bekommen  darf,  gleich  der  Summe 

(21)  i:^^, (p  - 1)  +  £^^,  (i> -  2)  + . . .  +  i;^,  (e + 1)  =  e^^, (p). 

Durch  directe  Betrachtung  hat  sich  gezeigt,  dass 

(22)  EAP)  =P-l,  E^P)  =  -^-i^ip^ 

ist.  Wegen  der  Gleichung  (21)  muss  die  Function  E^^^{p) 
der  Differenzengleichung 

(23)  E^,^,  (P  +  1)  -  E^^,  (p)  =  E^^,  ip) 

genügen,  und  nach  der  gegebenen  Definition  für  /)=^  4-2  gleich 
der  Einheit  sein;  diese  Eigenschaften  enthalten  eine  voll- 
ständige Bestimmung.  Es  wird  die  gesuchte  Anzahl  der  Auf- 
lösungen der  (^4-l)ten  Gleichung  in  (20)  oder  die  Anzahl  der- 
jenigen partiellen  Differentialquotienten  der^^ten  Ordnung,  welche 
sich  auf  ^4-2  von  einander  verschiedene  bestimmte  Variable 
beziehen,  durch  den  Ausdruck 

(24)  i^^^,  ip) j    273T  .-.Th^H 

dargestellt,  welcher  fttr  ^  =  ^  +  2  gleich  der  Einheit  ist  und 
vermöge  der  Relation 

p(p— 1) . .  '(jP-q)  _  (p-l)(p— 2)...(p-p~l) 
1.2.3... (p+l)  1.2.3...(()+1) 

_    (p-~l)(p-2)...(p-p) 
1.2.S...Q 
die  Gleichung  (23;  befriedigt.  Wenn  man  jetzt  hinzunimmt,  was 
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in  I,  §  4G  auseinander  gesetzt  ist,  dass  bei  n  Elementen 
x^y  x^,..,x^^  die  Anzahl  der  ohne  Wiederholung  gebildeten  Com- 

binationen    zu   einem  Element  m,  zu  zwei  Elementen     \  > 

zu  a  Elementen  — ^^ J ' ' '  ^ betrefft,  so  findet  man  für 

1 .2...a 

die  Gesanmitzahl  der  partiellen  Differentialquotienten  der  pten 

Ordnung  den  Ausdruck 

Derselbe  lässt  sieh  in  der  folgenden  Weise  zusammenfassen.  Eis 
möge  zu  den  n  Elementen  x^,  x,^^  "  ^h  ^'"®  zweite  Gruppe  von 
(p—l)  neuen  Elementen  ^j,  A^, . . . /p_,  hinzugefügt  werden,  so 
dass  d«is  System  von  (n+p— -1)  Elementen 

X^j   X.jj  ,  ,  .  X^]     t^,   t^y  .  »  ,  ^p^i 

entsteht.  Nach  dem  Obigen  ist  hier  die  Anzahl  der  sämmt- 
liehen  ohne  Wiederholung  gebildeten  Combinationen  zu  p  Ele- 
menten gleich  dem  Werth 

,     .  n(n-H)  (n  +  2)  . . .  {n  +  p—l)' 

^-^^  1.2.3...P 

Man  kann  aber  diese  sänmitlichen  Combinationen  auch  da- 
durch hervorbringen,  dass  man  je  ein  Element  der  ersten  Gruppe 
mit  allen  Elementen  der  zweiten  Gruppe,  hierauf  jede  Ambe 
aus  der  ersten  mit  jeder  Combination  zu  p— 2  aus  der  zweiten, 
überhaupt  jede  Combination  zu  o  Elementen  aus  der  ersten  mit 
jeder  Combination  z\x  p  —  a  Elementen  aus  der  zweiten  Gruppe 
verbindet,  wobei  die  Wiederholungen  stets  ausgeschlossen  sind- 
Nuu  sieht  man  leicht,  dass  die  Anzahl  der  so  entstehenden 
Verbindungen  durch  den  Ausdruck  (25)  dargestellt  wird;  also 
muss  der  Werth  desselben  gleich  dem  in  (26)  angegebenen  Aus- 
drucke sein,  welcher  demnach  die  Gesannntzahl  der  partiellen 
Differential(|uotienten  der  pten  Ordnung  einer  Function  von  n  Va- 
riabein bezeichnet. 

Der  vorliegende  Gegenstand  hat  eine  nahe  Verwandtschaft 
mit  der  Lehre  von  den  rationalen  ganzen  homogenen  Functionen 
des  pten  Grades  von  n  Variabein.  Jedes  Glied  einer  solchen 
Function  ist  ein  Product  von  ganzen  positiven  Potenzen  der 
einzelneu  Variabein,  wobei  die  Summe  der  Exponenten  bestän- 
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dig  den  Werth  der  Zahl  p  hat.    Sobald  daher  die  n  Variabein 
der  homogenen  Function  durch  x^,  a;^, . . .  x^  bezeichnet  werden, 

80  entspricht  jedem  der  oben  betrachteten  partiellen  Differen- 
tialqnotienten  ein  bestimmtes  Glied  der  erwähnten  homogenen 
^Function  in  der  Weise,  dass  die  einzelnen  Variabein  hier  so  oft 
zu  einem  Product  vereinigt  sind,  als  dort  nach  ihnen  differentiirt 
lYird.  Die  Anzahl  der  sämmtlichen  verschiedenen  Glieder,  die 
in  der  homogenen  Function  des  pten  Grades  vorkommen  können, 
fällt  deshalb  mit  der  Anzahl  der  sämmtlichen  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten  ^der  pten  Ordnung  zusammen;  sie  ist  gleich 
der  Anzahl  aller  ans  n  Elementen  mit  Wiederholung  gebildeten 
Gombinationen  zu  p  Elementen  und  wird  durch  die  obige  For- 
mel (26)  ausgedrückt. 


§  58.    Vollst&üdiffe  Differentiale  und  Diflierentialquotieiiteii 

▼ereohledener  Ordnniii^eB. 

Die  Darstellung  des  vollständigen  Differentials  einer  Func- 
tion von  mehreren  Variabein  beruht,  wie  in  §  45  hervorgehoben 
ist,  auf  der  Voraussetzung,  dass  die  bezüglichen  Differentiale 
der  Variabein  sämmtlich  kleine  Grössen  derselben  Ordnung 
sind;  alsdann  ist  das  vollständige  Differential  gleich  dem  bis 
auf  kleine  Grössen  dieser  Ordnung  genauen  Ausdruck  der  voll- 
ständigen Diflferenz  der  Function.  In  Uebereinstimmung  mit 
demjenigen,  was  in  §  41  über  die  Differentiale  verschiedener 
Ordnungen  ausgeführt  wurde,  ist  das  zweite  vollständige  DiflFe- 
rential  der  Function  gleich  dem  bis  auf  kleine  Grössen  der 
zweiten  Ordnung  genauen  Ausdruck  der  zweiten  DiflFerenz  der 
Function,  welcher  für  die  Annahme  gebildet  wird,  dass  die 
zweiten  Differenzen  der  einzelnen  Variabein  kleine  Grössen  der 
zweiten  Ordnung  seien;  die  höheren  DiflFerentiale  der  Function 
werden  durch  ein  entsprechend  fortschreitendes  Verfahren  de- 
finirt.  Während  die  ersten  Differenzen,  der  Variabein  iCj,  a;^,...  a;^ 
als  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung  die  DiflFerentiale  der 
ersten  Ordnung  dx^y  drr^, . . .  dx^  heissen,  werden  die  DiflFerenzen 
der  zweiten,  dritten  Ordnung  u.  s.  f.  als  kleine  Grössen  der 
entsprechenden  Ordnung  beziehungsweise   die  DiflTerentiale  der 
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zweiten,  dritten  Ordnung  u.  s.  f.  genannt,  und  mit  den  Zeichen 
d  ÄTj,  d^x^f . .  d^x^]  d'a?j,  d^a?j„ . .  <fx^y .  . .  notirt.  Der  Ausdruck 
der  höheren  vollständigen  Differentiale  einer  Function /"(a?!,  a?j,..a?J 
geht  aus  dem  Ausdruck  des  ersten  vollständigen  Differentials 

(1)  df{x„x,,...x„)  =  -^^dx,  '^j-dx,+  ...^'j^dx^, 

ähnlich  wie  in  §  41,  mit  Hülfe  der  Regel  hervor,  nach  welcher 
das  erste  vollständige  Differential  einer  Summe  von  Producten 
gebildet  wird.  Wir  haben  in  §  45  darauf  aufmerksam  gemacht, 
dass  die  Regeln  zur  Bildung  des  Differentials  einer  Summe, 
einer  Differenz,  eines  Products  und  eines  Quotienten,  welche 
dort  von  (10)  bis  (12)  gehen,  dieselbe  Gestalt  haben,  mögen  sie 
sich  auf  Functionen  von  einer  oder  von  mehreren  Variabein 
beziehen.  In  §  41  wurde  aus  der  Regel  für  die  Darstellung 
des  ersten  Differentials  eines  Products  von  zwei  Functionen 
einer  Variable  der  Ausdruck  (13)  eines  beliebig  hohen  Diffe- 
rentials desselben  Products  abgeleitet.  Insofern  nun  für  Func- 
tionen mehrerer  Variabein  dieselbe  Grundregel  gilt,  so  folgt 
auch  ein  entsprechendes  Endresultat,  das  für  das  pte  Differen- 
tial des  Products  zweier  Functionen  von  n  Variabein 

f(x^,  x^,.,. rrj  und  g{x„  x^,.., x^) 
folgendermassen  lautet 

(2)  ^(fg)=d!'f.g+P^<r-'f.dg  +  ?^^dr-Ydl'9+..+r.^9. 

Hier  gilt  jedes  Differential  einer  gewissen  Ordnung  von  einer 
der  beiden  Functionen  als  eine  kleine  Grösse  von  der  gleich- 
namigen Ordnung,  so  dass  die  rechte  Seite  ein  Aggregat  von 
kleinen  Grössen  der  pten  Ordnung,  mithin  selbst  gleich  einer 
kleinen  Grösse  der/?ten  Ordnung  ist.  Wird  nach  dieser  Regel 
das  (p  —  l)te  vollständige  Differential  von  jedem  Summanden 
der  rechten  Seite  von  (l)  genommen,  indem  der  partielle  erste 
Differentialquotient  den  einen,  das  erste  Differential  der  ent- 
sprechenden Variable  den  anderen  Factor  des  Products  liefert, 
so  giebt  die  Addition  der  einzelnen  Bestandtheile  für  das  |>te 
vollständige  Differential  der  Function  /*(a?„  a;^, . . .  xj  die  Be- 
stimmung 
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(3)     dl'f{x^,  a:2,...irj 


+ 
4- 


die  verschiedenen   Differentiale   der  partiellen  Differentialquo- 
tienten -^     >  -. —  1  •  •  •  ^—  wie  auch  der  Variabein  x.jX^,.,.x, 
ax^     dx.^  Bx^  *'   ^'        " 

sind  kleine  Grössen  von  derjenigen  Ordnung,  welche  durch  die 
Ordnung  der  Differentiation  angezeigt  wird,  und  folglich  ist  das 
zu  bildende  Aggregat  gleich  einer  kleinen  Grösse  der  /?ten 
Ordnung. 

In   dem   Falle  p  =  2    hat   man    die  Entwickelungen  aus- 
zuftthren 

X 


2 

2 


\  bJ  -  Bx,  Bx,  '^^'  +  a;r„  5^,  '*^.  +  •  •  •  +      5^.     '^^.. 

und  hierauf,  nachdem  die  einzelnen  Ausdrücke  der  Reihe  nach 
mit  den  Differentialen  dx^^  dx^  . . ,  dx^  multiplicirt  sind,  von  allen 

Producten  die  Summe  zu  nehmen.  Das  Ergebniss  lässt  sich  als 

eine  doppelte  Summe  darstellen,  22-^ — ^^^o^^e»  heider 

ox^  cx^ 

jeder  der  beiden  Zeiger  a  und  6  für  sich  allein  die  Reihe  der 
Zahlen  von  1  bis  n  durchläuft.  Diese  Summe  ist  eine  ganze 
homogene  Function  des  zweiten  Grades  oder  quadratische  Form 
in  Bezug  auf  die  n  Differentiale  da?j,  dx^^ . . .  dx^^  während  die 
zugehörigen  Coefficienten  die  nach  den  gleichnamigen  Variabein 
genommenen  zweiten  partiellen  Differentialquotienten  derFunc- 
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tion  f{x^^  x^,.,, xj  sind.  ' Weil  die  auf  zwei  verschiedene  Va- 
riabeln  bezüglichen  partiellen  DiiTerentialquotienten  vermöge 
des  im  vorigen  §  erörterten  Satzes  einen  von  der  Anordnung 
der  Differentiationen  unabhängigen  Werth  haben,  so  dass  z.  B. 

-z — V  ^^  "5 — V  '  ^®^»  ^^^  ^^''  jeder  von  zwei  solchen  par- 

tiellen  Differentialquotienten  mit  dem  Product  derselben  beiden 
Differentiale  multiplicirt  wird,  so  treten  in  der  vorliegenden 
quadratischen  Form  die  mit  dem  Product  von  zwei  verschiede- 
nen Differentialen  multiplicirten  Glieder  doppelt  auf,  während 
die  mit  den  Quadraten  der  einzelnen  Differentiale  multiplicirten 
Glieder  nur  ein  Mal  vorkommen.  Die  quadratische  Form  erhftlt 
daher  eine  mit  I,  §  81  übereinstimmende  Bezeichnung.  Indem 
man  die  mit  den  zweiten  Differentialen  der  Variabein  multipli- 
cirten Glieder  hinzufügt,  liefert  die  Gleichung  (3)  tlir  das  zweite 
vollständige  Differential  der  Function  f{x^,  x^y...x^)  den  Aus- 
druck 

(5)  d'fi.,,  .„....„) = ;i;  [F-£J-  d.,  ä.,  -H ; i;  -g-  d«*. 

Wir  wollen  die  Entwickelung  der  vollständigen  Differen- 
tiale von  einer  beliebig  hohen  Ordnung  nur  unter  einer  Ein- 
schränkung durchführen,  welche  auch  bei  den  Functionen  einer 
Variable  zur  Sprache  gekommen  ist  und  darin  besteht,  dass 
für  alle  Variabein  die  ersten  Differentiale  constant,  mithin  die 
Differentiale  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  verschwindend 
sein  sollen.  Bei  dieser  Annahme  fallen  auf  der  rechten  Seite 
von  (3)  alle  Glieder  mit  Ausnahme  derjenigen  fort,  die  in 
dx^j  dx^, . . .  dx^  multiplicirt  sind;  gleiches  gilt  fllr  die  dem- 
nächst zu  bildenden  (j>-— l)ten  Differentiale,  und  man  erhält 
demnach  das  in  Rede  stehende  ^te  Differential  gleich  einer 
j[)  fachen  Summe,  bei  der  jeder  der  p  Zeiger  a,  6,  c, . . .  f  für  sich 
die  Zahlen  von  1  bis  n  durchläuft, 

(6)  dTfix,,  x„..x;)='T  ^^[•••,|[-^- J-^.-,-'«*.da'6-<**,. 

So  entsteht  eine  ganze  homogene  Function  oder  Form  des 
pten  Grades  von  den  n  Differentialen  dx^,  dx^y . . .  dx^y  bei 
welcher  jedes    aus   diesen  Differentialen  gebildete  Product  den 
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nach  den  entsprechenden  Variabein  genommenen  pien  partiellen 
Differentialquotienten  der  Function  f{x^j  x^,.., x^  zum  Coeffi- 
cienten  hat.  Jede  Verbindung  von  Zeigern  o,  b,  c, . . .  t  kommt 
hier  ein  Mal  und  nur  ein  Mal  vor ;  wenn  nun  zwei  solche  Ver- 
bindungen a,  b,  c, . . .  f  und  a',  b',  c', . . .  f,  abgesehen  von  der 
Anordnung,  einander  gleich  sind,  so  fallen  erstens  die  Producte 
dx^  dx^. .  ,dx^  und  dx^.  dx^, . . .  dx^,  wegen  der  Grundeigen- 
schaft eines  Products,   und  zweitens  die  partiellen  Differential- 

ff  f                         h^  f 
Quotienten  -^ — r — - — i —  und  7^ ^ z —  nach  dem  Satze  des 

vorigen  §  zusammen.    Es  kommt  daher  das  Glied 

in  der  homogenen  Function  so  oft  vor,  als  verschiedene  Ver- 
bindungen von  Zeigern  a',  b', . . .  f ',  abgesehen  von  der  Anord- 
nung, der  Verbindung  a,  b,  c, . . .  f  gleich  werden  können.  Die 
Anzahl  aller  möglichen  Permutationen  der  ^  Elemente  a,  b,  c, . . .  f 
beträgt  1.2  ,3,.,p  oder  p\.  Sobald  unter  diesen  a  gleich 
einem  bestimmten  Zeiger,  ferner  ß  gleich  einem  zweiten,  und  y 
gleich  einem  dritten  Zeiger  sind  u.  s.  f.,  so  giebt  es  offenbar 
die  Anzahl  von  a!  ß\  y !...£!  Permutationen,  die  überhaupt 
keine  Veränderung  in  der  Verbindung  hervorrufen  und  deshalb 
hier  nicht  mitzurechnen  sind.  Die  Anzahl  der  Verbindungen 
a',  b',  c' . . .  I',  die  mit  der  Verbindung  a,  b,  c, . . .  f,  abgesehen 
von  der  Anordnung,  tibereinstimmen,  wird  somit  gefunden,  in- 
dem man  die  Anzahl  der  sämmtlichen  Permutationen  pl  durch 
die  Anzahl  der  unwirksamen  a\ß\yl.,,el  dividirt;  sie  ist  da- 
her gleich  dem  Quotienten 


alßly\.,,sl 

Durch  die  angestellte  Ueberlegung  leuchtet  es  ein,  dass  die 
auf  der  rechten  Seite  von  (6)  befindliche  homogene  Function 
des  pten  Grades  so  viel  verschiedene  Glieder  enthält,  als  eine 
solche  Function  nach  der  am  Schlüsse  des  vorigen  §  gegebenen 
Ausfiihrung  überhaupt  enthalten  kann.  Die  so  eben  bestimmten 
Zahlencoefticienten  treten  schon  bei  der  vorzugsweise  einfachen 
homogenen  Function  des  pten  Grades  hervor,  die  entsteht,  in- 
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dem  die  Summe  von  n  veränderlichen  Grössen  oder  das  Polynom 
^1  '*"^2  "^  •  •  •  ^/i  ^^^  die  ptc  Potenz  erhoben  wird.  Mit  Anwendung 
der  bei  der  Gleichung  (6)  gebrauchten  Bezeichnungen  erhält  man, 

da  die  zu  potenzirende  Summe  durch  ^  z  Jf  ^k»  •  •  •  -2^  ^i  ^' 
zeichnet  werden  kann,  die  Gleichung 

(7)  (;&!  +  ^2  +  •  •  •  +  ^J'  =^  ]i^"     1']  .  .  .  ^if  -^a  -^O  •  •  •  ^f. 

Wenn  man  jetzt  diejenigen  Glieder  vereinigt,  welche  in  dasselbe 
Product  von  Potenzen  der  einzelnen  Variabein  multiplicirt  sind, 

so  bekommt  ein  Glied  e[  s![  ^^, ,,  z^  den  oben  bestimmten  Zah- 
lencoefficienten  -r-o%    '^ y  der  sich  auf  die  Einheit  reducirt, 

wofern  nur  ein  einziger  der  Zahl  ^  gleicher  Exponent  vorhan- 
den ist.  Auf  diese  Weise  entsteht  die  Entwickelung  der  pten 
Potenz  des  Polynoms  z^-\-z^  + , ,  .z^y 

welche  unter  dem  Namen  des  polynomischen  Lehrsatzes  bekannt 
ist,  und  für  eine  Summe  von  zwei  Grössen  in  den  in  I,  §  46 
angeführten  binomischen  Lehrsatz  tibergeht.  Die  Zahlencoeffi- 
cienten  der  verschiedenen  Producte  von  Potenzen  der  Variabein 
werden  Polynomialcoefficienten  genannt.  Man  darf  demnach 
sagen,  dass  die  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  befindliche  Form 
des  pten  Grades  als  Coefficienten  der  verschiedenen  Verbindun- 
gen dx^j  dx^j . . .  dx^  Producte  enthält,  deren  jedes  aus  dem  be- 

treffenden  partiellen  DiflFerentialquotienten  -^— ^ r —    und 

dem  zugehörigen  Polynomialcoefficienten  -  ^  ^^^ ^  gebildet 

ist.  Eine  entsprechende  Darstellungsweise  lässt  sich  fUr  jede 
Form  eines  beliebigen  Grades  anwenden;  sie  ist  im  Vorher- 
gehenden fUr  die  quadratischen  Formen  mit  beliebig  vielen 
Variabein  benutzt  worden,  und  zwar  sind  die  Zahlencoefficienten 
Eins  bei  den  Quadraten  und  die  Zahlencoefficienten  Zwei  bei 
den  Producten  der  Variabein  die  aus  dem  Quadrate  eines  Poly- 
noms stammenden  respcctiven   Polynomialcoefficienten.    Durch 
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das  angeführte  Princip  entsteht  auch  beispielsweise  flir  eine  ho- 
mogene Function  des  ^ten  Grades  mit  zwei  Variabein  die  Dar- 
stellung 

Der  allgemeine  Begriff  des  beliebig  oft  genommenen  voll- 
ständigen Differentials  einer  Function  mehrerer  Variabein  be- 
zieht sich  auf  unabhängige  Veränderungen  der  letztern.  Denkt 
man  sich  die  n  Variabein  ar^,  x^y. . , x^  in  irgend  einer  Weise 
von  einer  Variable  t  abhängig^  so  werden  die  sämmtlichen 
nach  t  genommenen  vollständigen  Differentialquotienten  der 
Function  fix^^  .r^,  -  --x^)  durch  Division  des  vollständigen  Diffe- 
rentials dff{x^y  x^,...x^)  mitder^ten  Potenz  des  Differentials 
di  ebenso  erhalten,  wie  in  §  45  der  erste  vollständige  Differen- 
tialquotient aus  dem  ersten  vollständigen  Differential  abgeleitet 
ist  Mithin  folgt  aus  (5)  für  den  zweiten  vollständigen  Diffe- 
rentialquotienten der  Ausdruck 


a=l  b  =  l  Sx^Sx^     dt      dt  a=l   S  X^      di^ 

Die  Voraussetzung,  dass  die  ersten  Differentiale  der  sämmtlichen 
Variabelu  constant  sind  und  alle  folgenden  Differentiale  ver- 
schwinden, deckt  sich,  falls  die  sämmtlichen  Variabein  von 
einer  Variable  t  abhängen,  damit,  dass  die  sämmtlichen  Differen- 

d  X.        d  x„  d  X 

tialquotienten  -j-r^     ^^  '  •  •  •    j/    constante    Werthe    haben. 

dt         dt  dt 

Dies  geschieht  aber  nur  dann,  wenn  jede  Variable  x^  in  Bezug 

auf  t  eine  Function  des  ersten  Grades  ist.    Für  diese  Annahme 

folgt  aus  (6)  die  Gleichung 

Cr      /    V**'i<     "^oi   •  •  •  X^J 

(10)       ly^'  f-  --' 

dt^ 

0=1  b=i        !=i   d  x^  d  x^ . , ,  c) x^     dt     dt  dt 

die  im  nächsten  Capitel  benutzt  werden  wird. 
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Capitel  VI. 

Entwickelang  yon  Functionen  mehrerer  Yarlabeln 

In  Potenzreihen. 

I  M^    Amdehnnng  dei  Taylor'iohen  SatsM  auf 
Funottonen  mehrerer  Variabein. 

Die  Aufgabe,  den  Werth  einer  Function  einer  Variable 
f{x  +  h)  in  eine  nach  den  ganzen  positiven  Potenzen  der  Grösse 
h  geordnete  Reihe  zu  entwickeln,  ist  in  §  27  durch  den  Toy- 
ior'schen  Satz  gelöst  worden.  Bei  Functionen  von  mehreren 
Variabein  f  (rCj,  a?^, . . .  xj  kann  man  jede  Variable  durch  einen 
zweigliedrigen  Ausdruck  ersetzen  und  jene  Aufgabe  dahin  er- 
weitem, dass  der  Werth  fix^+h^^  x^  +  h^, ..  .x^  +  hj  in  eine 
Reihe  entwickelt  werden  soll,  die  nach  den  ganzen  positiven 
Potenzen  und  den  Producten  aus  den  ganzen  positiven  Potenzen 
der  Grössen  Äj,  ä^,  . . .  h^  fortschreitet ;  eine  solche  Reihe  wird 
ebenfalls  eine  Potenzreihe  genannt.  Es  lässt  sich  aber  die  zweite 
Aufgabe  dadurch  auf  die  erste  zurückfuhren,  dass  man  mit  Htllfe 
einer  neuen  unabhängigen  Variable  t,  welche  die  Werthe  von 
der  Null  bis  zu  der  positiven  Einheit  zu  durchlaufen  hat,  den 
Functionswerth  f(x^  +  th^^  x^-hth^. .  .x^-hthj  bildet,  in  dem- 
selben sowohl  die  Grössen  x^j  x^,., , x^  wie  auch  die  Grössen 
Ä„  Äg, . . .  h^  als  fest,  hingegen  die  Grösse  t  als  veränderlich  an- 
sieht, und  den  betreffenden  Werth  durch  eine  nach  den  ganzen 
positiven  Potenzen  der  Grösse  t  geordnete  Reihe  darstellt.  Eine 
Function  <p(t)j  welche  für  das  von  Null  bis  Eins  ausgedehnte 
Intervall  der  Variable  t  mit  Einschluss  der  auf  einander  folgenden 

nach  t  genommenen  Differentialquotienten  q>*  (t),  (p" (t), , , .  qf*  (t) 
eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  kann  nach  §  28  durch  den 
Mac  Xrawrtn'schen  Satz  folgendermassen  entwickelt  werden, 
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2.3. ..p  '    '  "/•+>. 


«rW=T(0)+7''(0)+-'-o'- <'  +  •••+  ^V-^  i'+R 


(1)  < 


^--/-S:-^^-«^''^«' 


0 

WO  der  liest  iJ^,^j  mit  Hülfe  eines  positiven  echten  Bruches  6 
auch  durch  den  Ausdruck 

^-^  ^P-^'       2.3. ..(p  +  1).^ 

ersetzt  werden  kann.    Damit  nun  der  Functionswerth 

f(x^  +  h^ty  x^-hh^t,.,  x^  +  h^  t) 

an  die  Stelle  von  qp  (t)  treten  könne,  muss  derselbe  sammt  seinen 
Follständigen  nach  t  genommenen  DiiTerentialquotienten  von  der 
ersten  bis  zu  der  {p  4- 1)  ten  Ordnung  für  das  von  Null  bis 
Eins  reichende  Intervall  der  Variable  t  eindeutig,  endlich  und 
stetig  sein.  In  der  n  fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  der 
n  Variabein  x^,  x^,,.,  x^  durchläuft  das  Werthsystem 

.Tj  +  \  ty  X^'^\t,.,X^  +  \  t, 

während  t  von  der  Null  bis  zu  der  positiven  Einheit  fort- 
schreitet, eine  bestimmte  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung, 
die  mit  dem  Werthsystem  x^^  x^,..,x^  beginnt  und  mit  dem  Werth- 
system a^j  +  Aj,  iCj  +  7*2,  ..x^  +  h^  schliesst.  Wenn  man  für  n=2 
die  Variabein  x^  und  x^  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  in  einer  Ebene,  für  n=3  die  Variabein  a:,,a?„a;,  als  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  im  Räume  deutet,  so 
wird  die  bezeichnete  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  durch 
diejenige  gerade  Linie  vertreten,  welche  beziehungsweise  den 
Punkt  (x^, x^)  mit  dem  Punkte  {x^  +  Äj,  . .  a:^  +  ä J  ver- 
bindet. 

Die  auf  einander  folgenden  vollständigen  Diflferential- 
quotienten  von  f(x^  +  h^t,  x^ 4-  hj, . .  »t„  4-  hj)  in  Bezug  auf  die 
Grösse  t  liefert  die  Gleichung  (10)  des  vorigen  §,  da  die 
einzelnen  Argumente  x^  4-  h^t,  x,^  4-  h^t, .  .x^  +  h^t  Functionen 
des  ersten  Grades  von  t  sind  und  beziehungsweise  die  con- 
stanten  DiiTerentialquotienten  A„  A.^, . . .  A^  ergeben.  Bei  dem 
einzuführenden  Werthe  ^  =  0  geht  das  Werthsystem 
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in   das  Werthsysteni  a;„  x.^, . .  x^  über,   so  dass  man  fllr  die  auf 

der  rechten  Seite  von  (i)  vorkommenden  Ausdrücke  die  folgen- 
den Bestimmungen  erhält, 

(p{0)=f(x^,  a:.^,  ...xj 


(3) 


T'  (0)  =  2: 


a  =  l 


a-=l    6  =  1  äX^  dX^ 


Qr=i  b-=.i        r-=i      cx^dx^...dx^        °    *»         '' 

wobei  wie  im  vorigen  §  angenommen  ist,   dass  die  Anzahl  der 

Zeiger  a,  b, . .  f  gleich  der  Zahl  j^  sei.    Der  Mittelwerth  r/'"*"'\o<), 
dem  das  Werthsystcm 

x^  +  Ä,  ö  /,  a;^  4-  7*2  (9/, . .  a;^  +  h^ßt 
entspricht,  lässt  sich  alsdann  so  darstellen 


a=ii   b  =  » 


7(j:,+ä^^/,...;?'^  +  A,«0 


^1 

(4)  (r^''*'\6t)=^'z  '2:' ...  '1"  "1"  -     ,    ,       ,    , 

a=i  b=l  r==i   1  =  1  dX^  dX^,  .  .(jX^  dX^ 


'*ü*6--*f 


(5) 


Sobald  in  der  Gleichung  (1)  der  Werth  ^=1  eingeführt  wird,  bringt 
die  linke  Seite  den  Functionswerth  fXx^  4-  A,,  aj^  +  A,, . .  ic„  +  hj 
hervor,  und  es  ergiebt  sich  die  gesuchte  Ausdehnung  des 
TayZor'schen  Satzes  auf  n  Variable 

=  /  {X^j  X^j  . . .  x^J 

+    ^     ::— n 

a=l  dX^  ^ 

t  Q=«  b=»  6^f(x.,  .r», .  . .  x) 


^ Q=l b=l 


a'^b 


+ 


1  d=M  b=«        '^  =  "  f)^  ff v      T  r   I 

-i.o...p  a  =  i  b  =  i       1  =  1    ox^dx^  ,.  ,ox^      ^    °        ' 


+  JB 


>+i 


-R..,= 


^+1       2.3...(/;4-l)a^ib=r"rt'ii  =  i 


t  =  «  t=«^"'"*"^7|.i.  +ÖA,,a;2+ÖÄ.,..aJ,-*-ÖAj 


a:=M  b=M 


dx^  da^..,dx^  dx^ 


o'*6 
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Die  Glieder  der  Entwickelung  sind  nach  den  Potenzen  der 
Incremente  Äj, ä^, ..ä^  in  der  Weise  jgeordnet,  dass  das  erste 
von  denselben  unabhängig  ist,  dass  hieraaf  das  Aggregat  der 
Glieder  des  ersten  Grades,  dann  das  Aggregat  der  Glieder 
des  zweiten  Grades  bis  zu  dem  Aggregat  der  Glieder  des 
pten  Grades  folgt,  wodurch  nach  einander  lauter  homogene 
Functionen  der  Incremente  Äj,  ä^,  . . .  h^  von  beständig  wachsen- 
dem Grade  auftreten,  deren  Coefficienten  aus  den  zugeordneten 
partiellen  Diflferentialquotienten  der  Function  fi^^yX^^-  *x^  ent- 
springen. Wie  man  durch  den  TayZor'schen  Satz  für  eine 
Function  einer  Variable  eine  nach  den  ganzen  Potenzen  des 
Increments  fortschreitende  einfache  Summe  erhalten  hat,  so  liefert 
die  Gleichung  (5)  bei  einer  Function  von  ^wei,  drei,  n  Varia- 
beln  respective  eine  doppelte^  dreifache,  n  fache  Summe,  Der 
Restausdruck  i?^^,  hat  ein  ähnliches  Bildungsgesetz  wie  bei 
einer  weiter  fortgesetzten  Entwickelung  das  Aggregat  des 
(p4- 1)  ten  Grades  haben  würde,  und  unterscheidet  sich  von  dem 
letzteren  nur  dadurch,  dass  in  den  sämmtlichen  vorkommenden 
partiellen  Diiferentialquotienten  der  {p  + 1)  ten  Ordnung  statt 
des  Werthsystems  x^,  x^,...  x^  das  mit  dem  positiven  echten 
Bruche  6  hergestellte  Werthsystem  x^  4-  ÖÄj,  x^  +  ÖÄj,  . .  ^^  +  Oh^ 
substituirt  ist.  In  dem  Falle,  dass  der  Kestausdruck  22^^,  die 
Eigenschaft  besitzt,  für  eine  wachsende  Zahl  p  numerisch  be- 
liebig klein  zu  werden,  liefert  die  mitgetheilte  Entwickelung 
einen  Ausdruck  der  Function  f{x^  +  A„ x^  +  h^, . ,  .x^^  +  ä J  durch 
eine  convergente  nfach  unendliche  Potenzreihe. 


§  66.    Darst^nng  einer  rationalen  ganzen  Fonotion  mehrerer 

Variabein  duroh  den  Taylor'sohen  Satz.    Daritellong  einer 

solohen  Fonotion  duroh  eine  Verallgemeinernng  der 

Vewton'sohen  Interpolationiformel. 

Aus  dem  Umstände,  dass  jede  rationale  ganze  Function 
eines  bestimmten  Grades  von  mehreren  Vairiabeln  gleich  einem 
Aggregat  von  Producten  der  positiven  Potenzen  der  Varia- 
bein ist,  bei  denen  die  Summe  der  Exponenten  höchstens 
den  Grad  p  der  Function  erreicht,   lässt  sich  leicht  schliessen, 
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dass  jeder  von  der  Function  in  Bezug  auf  die  Variabein  ge- 
nommene partielle  Diflferentialquotient  von  der  pten  Ordnung 
gleich  einer  Constante,  von  höherer  als  der  pten  Ordnung 
gleich  Null  sein  muss.  Wenn  man  daher  den  in  der  Gleichung 
(5)  des  vorigen  §  enthaltenen  Taj/Zor'schen  Satz  auf  eine  rationale 
ganze  Function  des  pten  Grades  von  n Variabein  anwendet,  so 
zeigt  sich  dieselbe  Erscheinung,  die  in  §  27  bei  einer  Function 
einer  Variable  wahrgenommen  ist,  dass  nämlich  der  Restaas- 
druck i?  j  verschwindet  und  die  Function  unter  Weglassang 
desselben  genau  dargestellt  wird.  Eine  rationale  ganze  Function 
des  p  ten  Grades  /*(£?,, je'^, . . . sj  der  n Variabein  £f„ £f.^,.,. e^  mass, 
wenn  z^=x^  +  ä^  j^^  =  rCj  4-  ä.^,  •  •  •  -s^,,  =  ^„  +  ä^  gesetzt  wird, 
zu  einer  rationalen  ganzen  Function  des  pitw  Grades  der 
Elemente  A,,  A^,  •  •  •  ä^  werden,  und  lässt  sich  als  solche  wie  in 
I,  §  70  auseinandergesetzt  ist,  in  eine  Summe  von  Aggregaten 
zerlegen,  die  in  Bezug  auf  die  Elemente  Äj,  ä^,  . . .  h^  homogen 
sind  und  respective  auf  den  nullten,  Iten,  2 ten  bis  pten  Grad 
gehen. 

Der  TayZor'sche  Satz  löst  nun  die  Aufgabe,  die  CoefBcien- 
ten,  mit  denen  die  verschiedenen  Verbindungen  der  Elemente 
Ä,,/<2,  ...Ä„  behaftet  sind,  von  vorne  herein  zu  bestimmen,  und 
weist  nach,  dass  diese  Coefficienten  bis  auf  gewisse  numerische 
Factoren  mit  dem  Werthe  der  Function  f(^i,^2^"-^„)  nnd  den 
Werthen  ihrer  sämmtlichen  nach  den  Variabein  genommenen 
partiellen  Diiferentialquotienten  bis  zu  der  pten  Ordnang 
einschliesslich  ftlr  das  Werthsystem  -sfj=j:j,  ;p.^=a:2, .  .-5^=a;^ 
zusammenfallen.  Die  Gesammtzahl  dieser  Coefficienten  ist  der 
der  Gesammtzahl  der  Coefficienten  der  allgemeinen  Function 
des  p  ten  Grades  von  n  Variabein  gleich  und  hat  vermöge  der 
Formel  (26)  des  §  52  den  Werth 

/n     1  .  ^.  nin-hl)   .  H(n+l)(n+2)  .  n(n  +  l)(n  +  2)...(w+p-l) 

Da  jedoch  nach  einer  in  I,  §  70  ausgeführten  Bemerkung  die 
Gesammtzahl  der  Coefficienten  der  allgemeinen  Function  des 
pten  Grades  von  n Variabein  ebenso  gross  ist  wie  die  Gesammt- 
zahl der  Coefficienten  der  allgemeinen  homogenen  Function  des 
pten  Grades  von  n+l  Variabein,  so  lässt  sich  die  in  (1)  an- 
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gegebene  Summe  durch  den  Ausdruck 

..  (n  +  l)(n  +  2)...(n4-i>) 

^^  1.2.3...P 

ersetzen.  Denkt  man  sich,  dass  bei  einer  rationalen  ganzen 
Function  des  pten  Grades  von  n  Variabein  der  Werth  der 
Function  und  ihrer  sämmtlichen  partiellen  Differentialquo- 
tienten bis  zur  pten  Ordnung  einschliesslich  fUr  das  einzelne 
Werthsystem  x^^  cc^,  •  •  •  ^«  gegeben  sei,  so  liegt  eine  mit  der  An- 
zahl der  sämmtlichen  Coefficienten  der  Function  gleiche  Anzahl 
von  Daten  vor,  mit  deren  Hülfe  die  Function  durch  den  Taylor- 
sehen  Satz  für  die  beliebigen  Argumente  x^'\-h^jX^'hh^^.,x^'\'h^^ 
das  heisst  vollständig,  dargestellt  wird. 

Wir  haben  früher  gesehen,  dass  eine  rationale  ganze  Func- 
tion des  pten  Grades  von  einer  Variable  vollständig  ausgedrückt 
werden  kann,  sobald  die  Werthe  bekannt  sind,  welche  sie  für 
/)  +  l  verschiedene  Werthe  der  Variable  annimmt.  Die  hierzu 
dienende  Newton'sche  Interpolationsformel,  die  in  (22)  des  §  39 
aufgestellt  ist,  möge  in  Bezug  auf  eine  Function  des  p  ten  Gra- 
des f(x)  wiederholt  werden,  deren  Werthe  für  die  von  einander 
verschiedenen  Werthe  x=aQj  a^y.,.ap  gegeben  sind.  Die  Glei- 
chung lautet 

*>      f(x)=fQ'hf^{x-%)  +  f,^(x-a^)(x-a^)  +  ,.'\-f^(x—aQ),.(x--a^_^)y 

wo  die  Factoren  f^,  /*„.-./),  folgende  Bestimmung  haben: 

7o=/-(ao) 

f  =  ^M  ^  _/"_(«i) 

4:>   J      *  «0  —  «,  «,  —  «0 


(«0  —öl)  («0  —  «2  )  (^1  —  öo)  («,  —  «2)  («2  — ««)  («2  —öl) 

Sobald  die  Abkürzungen 

(5)    n^{x)=x  —  a,,, 

^^ix)  =  {x-a^){x-'a^\..7i^^^{x)={X'-aQ){x-a^)..{x^a^) 

eingeführt  werden,  lassen  sich  die  vorkommenden  Producte 
von  Differenzen  durch  die  nach  x  genommenen  Differential- 
quotienten 7i\{x),  7i\{x),. .  darstellen, 


298        Verallgomeinerung  der  Newtoii'schcn  Interpolatiousformcl.       §  66. 


(6) 


< 


'^'s  («0)  =  (flu  -  a, )  («o  —  a«), 


und  es  nehmen  (3)  und  (4)  beziehungsweise  die  Gestalt  an 
(7)  A^)=/;+/;/r,W+/;7r,(a,-)+...+/;/r/a:), 

fo  =f(ao) 


(8) 


Nach  einem  bei  Gelegenheit  der  Gleichung  (10)  des  §  39  mit- 
getheilten  Satze  hat  der  Ausdruck  f^  die  Eigenschaft,  wenn  für 
f{x)  eine  rationale  ganze  Function  des  aten  Grades  genommen 

wird,  den  in  derselben  vorkommenden  Coefficienten  von  x"  dar- 
zustellen, und  zu  verschwinden,  sobald  für  f{x)  eine  rationale 
ganze  Function  von  niedrigerem  als  dem  aten  Grade  ge- 
setzt wird.  Ausserdem  ist  offenbar  das  Bildungsgesetz  von  f^ 
80  beschaffen,  dass,  wenn  die  bezügliche  Function  f(x)  in 
Summanden  zerlegt  wird,  es  bei  der  Herstellung  von  f^  erlaubt 
ist,  den  vorgeschriebenen  Process  mit  jedem  Summanden  aus- 
zuführen und  von  den  sämmtlichen  Resultaten  die  Summe  zu 
nehmen.  Hieraus  geht  hervor,  dass  bei  der  nach  den  Potenzen 
von  X  geordneten  Entwickelung  der  Function  des  p  ten  Grades 
f{x)  diejenigen  Glieder,  welche  in  Potenzen  von  x  vom  aten 
und  von  höherem  Grade  multiplicirt  jsind,  einen  Beitrag  zu  f^ 
liefern,  welcher  die  betreffenden  Coefficienten  im  ersten  Grade 
enthält,  dass  dagegen  die  Coefficienten  der  Potenzen  von 
niedrigerem  als  dem  aten  Grade  keinen  Beitrag  liefern.  Auf 
diese  Thatsache  gestutzt  kann  man  aus  der  Gleichung  (7)  eine 
zur  Darstellung  von  rationalen  ganzen  Functionen  mehrerer 
Variabein  dienende  Verallgemeinerung  der  Newton'schen  Inter- 
polationsformel ableiten. 
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Es  sei  f(x,y)  eine  rationale  ganze  Function  des  pten 
Grades  von  den  beiden  Variabein  x  und  y.  Insofern  dieselbe 
eine  rationale  ganze  Function  des  ^;  ten  Grades  von  x  ist,  wird 
sie  unter  Anwendung  von  ^  4- 1  diflferenten  Werthen  a^,  a„ . . .  a^ 
durch  die  rechte  Seite  von  (7)  dargestellt,  wofern  man  die 
nunmehr  von  y  abhängenden  Factoren  fodfXfidf)}  -  -  »fpiv) 
mittelst  der  folgenden  Gleichungen  definirt, 

fo{y)=f{ao,y) 


(9) 


n\  (a,) 


^(y)^_/t^^_^^K^^^ 


^'«  +  lK)  ^'a+l(«l) 


^'a+l(0 


Wenn  man  die  Function  f{x,y)  nach  den  steigenden  Potenzen 
der  Variable  x  ordnet,  so  ist  der  Coefficient  von  x^  eine  Function 
des  j>  ten,  der  Coefficient  von  x^  nur  eine  Function  des  Q)— l)ten, 
der  Coefficient  von  x"  nur  eine  Function  des  (p  — o)ten  Grades 
in  Bezug  auf  y.  Nach  der  obigen  Bemerkung  enthält  f^  (y)  alle 
Coeflficienten  dieser  Entwickelung  von  f{x^  y)  und  ist  deshalb  eine 
Function  des  pten,  f^  (j/)  alle  Coefiicienten  mit  Ausnahme  des 
ersten  und  ist  deshalb  eine  Function  des  (p  — l)ten,  f^{y)  alle 
Coefficienten  mit  Ausnahme  der  a  ersten  und  ist  deshalb  eine 
Function  des  (p  —  a) ten  Grades  von  y.  Indem  man  also  p+l 
von  einander  verschiedene  Werthe  y=6o>^i>'"^p  wählt  und  die 
Bezeichnungen 

anwendet,  lassen  sich  die  in  (9}  vorkommenden  Functionen  mit 
Hülfe  der  Formel  (7)  wie  folgt  ausdrücken 


(11) 


fo(y)=fo.o + U,x  ?i  (y)  +  •  •  •  +  fo.,  Qp  (y) 
fi(y)=f,.o+fui  ex(if)  +  -+f,j,-i  ep-iiy) 

m 
m 


Die  hier  angedeuteten  Coefficienten  haben  die  mit  Hinzuziehung 
von  (8)  zu  bildenden  Werthe 
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(12)^ 


Hiernach  setzt  sich  f]^^  aus  den  Werthen  der  Function  f{x,y) 
folgendermassen  zusammen: 

^""^    '''„+.C«,)eV+i(g    <+r(«,)pV+i(6o)          "'«+.(««)  pV+1  <^*' 
+ 

+       ^K>  fr/y)  A«.,  b,,y ^     _^      A«..  M 

»'«+1 K)  e  V+1  (frp    <.+!  («i)  pV+1  (fr^)    '  ■  ■    »'„+1  («„)  e'/»+i  ^ 

Somit  entsteht  für  die  Function  des  p  ten  Grades  f(x,  y),  indem 
7f„(a;)=:l,  ß^(y)  =  l  genommen  wird,  die  Darstellung 

wo  die  Summe  über  alle  Verbindungen  a,ß  von  ganzen  positi- 
ven Zahlen  einschliesslich  der  Null  auszudehnen  ist,  deren 
Summe  kleiner  als  p  oder  gleich  p  ist.  Die  Anzahl  der  Grössen 
f  ^  stimmt  mit  der  Anzahl  der  Coefficienten  der  Function 
f{Xf  y)  überein  und  hat  nach  der  obigen  Formel  (2)  den  Werth 
(j^+l)(p  +  2) 

1.2 

Ebenso  gross  ist  die  Anzahl  der  Werthverbindungen 
x=aj^jy=b  ,  ttlr  welche  die  Functionswerthe  fidx^h^)  bekannt 
sein  müssen,  um  die  sämmtlichen  /*„ ^  zu  erhalten;  denn  es 
kommen  in  einem  einzelnen  Ausdrucke  f   ^  nur  solche  Werth- 

Verbindungen  vor,  bei  denen  die  Zeiger  A  und  /<  den  Ungleich- 
heiten 0<A<«,0<,«</^  genügen,  folglich  in  allen  Ausdrücken 
nur  diejenigen,  bei  denen  die  Summe  der  Zeiger  l  +  in<p  ist 
Demnach    repräsentirt  die  Gleichung  (14)  eine  Interpolations- 


I 
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fonnely  yermOge  welcher  eine  rationale  ganze  Function  des  p  ten 

Grades   ausgedrückt  wird,   sobald  die  betreffenden-- — ^-^ — ^ 

Fnnctionswerthe  gegeben  sind. 

Durch  Wiederholung  des  angewendeten  Verfahrens  gelangt 
man  zu  einer  Interpolationsformel  fttr  eine  beliebige  rationale 
ganze  Function  von  beliebig  vielen  Variabein;  es  wird  ge- 
nügen, noch  den  Fall  einer  Function  des  p  ten  Grades  von  drei 
Variabein  f(x,  y,  s)  auszuführen.  Die  Systeme  von  p  +  1  diflfe- 
renten  Werthen,  welche  der  ersten  und  zweiten  Variable  beizu- 
legen sind,  mögen  wie  im  Vorstehenden  bezeichnet  werden,  für 
die  dritte  Variable  habe  man  das  System  von  p  + 1  differenten 
Werthen  ^^c^,  Cj, . .  c^,  und  es  sei 

(15)  O^{£!)  =  0-C,,   a,(^)  =  (£f-C,)(;ßf  — Cj,... 

Als  eine  rationale  ganze  Function  des  pten  Grades  von  der 
Variable  x  kann  f{x^yySt)  durch  die  Formel  (7)  ausgedrückt 
werden,  und  zwar  sind  aus  den  angegebenen  Gründen  die  auf 
einander  folgenden  Factoren  /o(y,^)»/*i(y,^), .  ../^Cy, ^)  der  Ver- 
bindungen n^(x\n^{x\  .  .n^{x)  Functionen  der  Variabein  y  und 
e,  deren  Grad  respective  durch  die  Zahlen  j?, ^  — 1,...0  be- 
zeichnet wird.  Für  jede  einzelne  Function  f„(}/jJ^)  liefert  die 
Formel  (14)  eine  Darstellung 

(16)  fjy,  z)  =  2  L,^,,Qfl  (y)  ff,  W, 

bei  welcher  sich  die  Summation  auf  alle  Verbindungen  /?,  y  von 
ganzen  positiven  Zahlen  einschliesslich  der  Null  erstreckt, 
deren  Summe  kleiner  als  die  Gradzahl  p  —  a  oder  höchstens 
derselben  gleich  ist.  Der  Ausdruck  f^^^^y  ist  durch  Ueber- 
tragnng  der  in  (13)  für  f^^  aufgestellten  Regel  zu  bilden; 
derselbe  erscheint  als  eine  dreifache  Summe,  in  welcher  der 
Zeiger  X  von  0  bis  a,  /£  von  0  bis  ß,  v  von  0  bis  y  geht, 

Die  Function  f(x,yjjg)  erhält  dann  durch  Anwendung  von  (16) 
auf  (7)  den  Ausdruck 

(18)  f  {X,  y.z)=  2:  f^^      n^^  (.r)  q   (y)  a  {z\ 
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WO  ff,/^,  y  jede  Verbindung  von  ganzen  positiven  Zahlen  ein- 
schliesslich der  Null  bedeutet,  ttlr  die  «+/^  +  y^p  ist  Man 
überzeugt  sich  leicht,  dass  hier  wieder  die  Anzahl  der  Grössen 
fa.ß.r  ^'^  ^^^  Anzahl  der  zur  Herstellung  der  f^  ^  ^  erforderlichen 

Werthe  der  Function  f{x,  y,  s)  gleich  der  Anzahl  - — 10  j       " 

der  Coefficienten  der  Function /"(.r,  y,  e)  ist,  weshalb  die  Gleichung 

(18)  die  für  f{Xjy,e)  gesuchte  Interpolationsformel  bildet 

In  §  39  sind  die  Modificationen  erörtert,  welche  die  in  dem 
obigen  Schema  (8)  definirten  Ausdrücke  /J,,  /*,,...  ^  erfahren, 
sobald  die  Grössen  a„,  a^  . . .  a^  eine  constante  Differenz  haben 
oder  durch  die  Gleichungen 

(19)  a^  =  a^  -h  a, . . .  a^  =  a^  -h  aa,. , ,  a^  =  ÜQ  +  pa 

bestimmt  sind;  dann  wird  nämlich  /),  gleich  der  durch  ala" 
dividirten  mit  der  constanten  Differenz  a  gebildeten  a  ten 
Differenz  der  Function  f{x)  ttlr  a;=a„.  Es  werde  nun  ange- 
nommen, dass  bei  einer  Function  von  zwei  Variabein  ausser 
den  Grössen  a^  auch  die  Grössen  b^  und  bei  einer  Function 
von  drei  Variabein  auch  die  Grössen  c  eine  constante  Differenz 
besitzen,  so  dass 

(20)  6,  =  6^  +  6, . . .  6^=:  fto  +  /^^»  '"f>,  =  K+pbj 

(21)  c^  =  Cq  '\-  c, . . .  c^  =  c^,  +  yc, . . ,  c^  =  Cq  +  pc 

ist.  In  Folge  dessen  muss  wegen  der  Gleichungen  (12)  der 
Ausdruck  f^^  gleich  der  durch  ßlb^  dividirten  mit  der  constanten 
Differenz    gebildeten   ß  ten   Differenz   der   Function   /"„  (y)    für 

y=6Q,  mithin  gleich  der  durch  das  Product  a!/i?!a"  6'*  divi- 
dirten {a  +  ß)ten  partiellen  Differenz  der  Function  f{x,y)  sein, 
die  für  x=a^^y=b^  amal  mit  der  constanten  Differenz  o  nach 
Xy  ß  mal  mit  der  constanten  Differenz  b  nach  y  genommen  ist 
Ebenso  bewirkt  die  angegebene  Voraussetzung,  dass/*„  ^^  gleich 

der  durch  das  Product  alßlyla'b^ c^  dividirten  (a  +  /?  4-  y)  ten 
partiellen  Differenz  der  Function  f{Xy  y,  js)  wird,  für  das  Werth- 
system  x=aQ,y=b^jZ=c^  amal  mit  der  constanten  Differenz 
a  nach  x,  /^mal  mit  der  constanten  Differenz  b  nach  y,  y  mal  mit 
der  constanten  Differenz  c  nach  e  genommen. 

Die  aus  (19)  und  (20)  herrührenden  Verbindungen,  für  welche 
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die  Function  f{x,  y)  in  (14),  nnd  die  aus  (19),  (20)  und  (21) 
herrtihrenden  Verbindungen,  für  welche  die  Function  f{x^  y,  e)  in 
(18)  als  gegeben  gilt,  liefern  bei  der  oft  gebrauchten  geometri- 
schen Interpretation  ein  einfaches  Schema  von  Punkten  in  der 
Ebene  und  im  Räume.  Für  zwei  Variabein  sind  die  Punkte  in 
der  Ebene  nach  zwei  mit  den  beiden  Coordinatenaxen  parallelen 
Richtungen,  für  drei  Varia beln  die  Punkte  im  Räume  nach 
drei  mit  den  drei  Coordinatenaxen  parallelen  Richtungen  in 
gleichen  Abständen  geordnet.  Die  durch  die  Ungleichheiten 
a^O,  /^>0,  a  4-  ß'^p  characterisirten  Punkte  der  Ebene  erfüllen 
parallelogrammatisch  das  Innere  und  die  Seitenlinien  desjenigen 
Dreiecks,  dessen  Ecken  respective  die  Coordinaten 

haben.    Die  durch  die  Ungleichheiten 

ct>0,  /?>0,  y>0,  a  +  //  +  y^p 

characterisirten  Punkte  des  Raumes  nehmen  parallelepipedisch 
das  Innere  und  die  Seitenflächen  desjenigen  Tetraeders  ein, 
dessen  Ecken  respective  die  Coordinaten 

haben.  Gleichzeitig  sind  die  zu  einem  bestimmten  Ausdruck 
fa,ß  gehörenden  Punkte  der  Ebene,  deren  Zeiger  A  und  /«  die 
Ungleichheiten  0<A<a,0 <//</!?  befriedigen,  in  einem  Paral- 
lelogramm, die  zu  einem  bestimmten  Ausdruck  Z*«,^  y  gehörenden 
Punkte  des  Raumes,  deren  Zeiger  A,  //,  v  die  Ungleichheiten 
O^Ä^a, 0^//^/i?, 0<y^y  befriedigen,  in  einem  Parallelepi- 
pedon  enthalten,  von  denen  das  erstere  in  dem  bezeichneten 
Dreieck,  das  letztere  in  dem  bezeichneten  Tetraeder  liegt. 

Aus  der  Art,  wie  die  Ausdrücke  faifa^ß^fa^ß^yi  sobald  flir 
die  einzelnen  Variabein  Werthreihen  von  constanten  Diffe- 
renzen wie  in  (19),  (20)  und  (21)  angenommen  werden,  in 
Brüche  übergehen,  bei  denen  der  Zähler  eine  gewisse  Differenz 
der  zu  Grunde  liegenden  Function,  der  Nenner  das  Product 
aus  einem  Zahlenfactor  und  den  entsprechenden  Potenzen  der 
constanten  Differenzen   der  Variabein  ist,   lässt  sich  schliessen, 
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dass,  wenn  die  constanten  Differenzen  a,bjC  der  Nnll  genähert 
werden,  /*„  gegen  einen  durch  einen  Zahlenfactor  dividirten 
Differentialquotienten  von  f{x)yf^^  gegen  einen  durch  einen 
Zahlenfactor  dividirten  partiellen  Differentialquotienten  von 
f{x^y\  fa,fl,Y  geg®^  einen  durch  einen  Zahlenfactor  dividirten 
partiellen  Differentialquotienten  von  fix^y^e)  convergirt,  deren 
Ausdrucke  die  folgenden  sind, 

(22)  lim./;      =-1.^^,  für  x^a,, 

"•     dx 

(23)  lim./;.,  =„,V!£«^i^l^'  fl»'  -=«0,  y=6«, 

(24)  li„..^„,^   =_^£;-^.^),  fl,ra;=«„y=ft„,.=c, 

Ftlr  eine  Function  einer  Variable  f(x)  ist  in  §  39  unter  Voraus- 
setzung ihrer  Entwickelung  durch  den  rayZor'schen  Satz  nach- 
gewiesen, dass  der  mit  einer  Werthreihe  ^==a^j,  aj, . . .  a^  gebildete 
Ausdruck  f^  sich  dem  so  eben  angeftihrten  Grenzwerthe  auch 
dann  nähert,  wenn  die  Differenzen  a^  —  a^,  a^  —  «o»  •  •  •  ^^  ""  ®o 
als  kleine  Grössen  derselben  Ordnung  auf  eine  beliebige  Weise 
gleichzeitig  abnehmen.  Sobald  flir  eine  Function  f{x^y)  von 
zwei  Variabein  und  f(x^  y,  e)  von  drei  Variabein  auch  eine  nach 
dem  TayZor'schen  Satze  erfolgende  Entwickelung  angenommen 
wird,  zeigt  sich  auf  demselben  Wege,  dass  die  mit  Hinzufllgung  der 
Werthreihen  y=  6^»  ^i>---^pj  ^=^0»  ^i»  •  •  •  ^p  gebildeten  Ausdrucke 
f„  a  und  f„  ^  ^,  wofern  auch  die  Differenzen 

in  der  bezeichneten  Weise  beliebig  abnehmen,  ebenfalls  gegen 
die  in  (23)  und  (24)  angegebenen  Grenzwerthe  convergiren. 

Dem  Vorgange  des  §  39  entsprechend  kann  man  femer 
untersuchen,  wie  sich  die  zur  Darstellung  einer  rationalen 
ganzen  Function  dienende  Interpolationsformel  (14)  und  (18) 
verhält,  wenn  die  Differenzen 

^1        ^Ü>  ^2        ^OJ  '  '^p        ^0 

auf  die   angegebene   Weise    gleichzeitig   abnehmen.     Alsdann 
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convergirt  das  Product  n^{x)  gegen  die  Potenz  {x—a^^^yQ^iy) 
gegen  {y—h^^ ,o^{e)  gegen  {e—cj ,  und  aus  (14)  und  (18) 
werden  respective  die  Gleichungen 

an  die  Stelle  des  Zeichens  einer  Zahlenfacultät  hat  man  bei 
verschwindendem  Argument  die  Einheit  zu  setzen.  Die  her- 
vorgehende Darstellung  ist  genau  dieselbe,  welche  bei  der  be- 
treffenden rationalen  ganzen  Function  der  in  der  Gleichung  (5) 
des  vorigen  §  ausgedruckte  TayZor'sche  Satz  ergiebt,  und  von 
der  im  Anüange  dieses  §  die  Rede  war.  Die  vollständige 
Uebereinstimmung  leuchtet  ein,  sobald  man  bedenkt,  dass  in 
der  nach  (5)  des  vorigen  §  auszufahrenden  Entwickelung  der 

partielle  Differentialquotient  —P^  die  Anzahl  ^"tj!-^  von 

Malen  auftritt  und  mit  der  Zahl  («  +  /?)!  dividirt  werden  muss, 

der    partielle    Differentialquotient ^     /   y       die   Anzahl 

— f^i    f       ^^^  Malen  auftritt  und  mit  der  Zahl  (a  +  /^  +  y)! 
ZU  dividiren  ist. 


Capitel  VII. 

■axima  und  Minima  von  Functionen  mehrerer  Yariabeln. 

§  56.    Absolute  Hazima  und  lOnIma. 

Der  Begriff  des  Maximums  und  Minimums,  der  bei  einer 
Function  einer  Variable  in  §  34  entwickelt  ist,  wird  auf  Functionen 
mehrerer  Variabein  dadurch  übertragen,  dass  man  festsetzt,  eine 
solche  Function  habe  flir  ein  bestimmtes  Werthsystem  der  Va- 
riabein dann  ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn  der  zugehörige 

LtprclUte,  Analysii  II.  20 
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Functionswerth ,  mit  denjenigen  Functionswerthen  verglichen, 
welche  einer  innerhalb  gewisser  Grenzen  eingeschlossenen  steti- 
gen Aenderung  der  Variabein  entsprechen,  beziehungsweise 
der  gröste  oder  kleinste  ist.  Da  die  stetige  Aenderung  eines 
Systems  von  mehreren  Variabein  entweder  so  geschehen  kann, 
dass  dieselben  von  einander  unabhängig  bleiben  oder  so,  dass 
sie  durch  gegebene  Bedingungen  eingeschränkt  werden,  so  giebt 
es  auch,  diesen  beiden  Annahmen  entsprechend,  zwei  ver> 
schiedene  Arten  von  Maximis  und  Minimis,  die  nach  einander 
zu  behandeln  sind;  die  erste  Art  umfasst  die  absoluten^  die 
zweite  Art  die  relativen  Maxima  und  Minima, 

Eine  Function  f{x^j  a;^, . . .  x^)  erreicht  für  das  Werthsystem 
x^=^c^j  x^,=c^, , . ,  x^=c^  ihrer  w  Variabein  ein  absolutes  Maxi- 
mum, sobald  innerhalb  der  stetigen  Mannigfaltigkeit  der  nten 
Ordnung  dieser  Variabein,  das  heisst,  für  alle  Incremente 
Aj,  Äj, . . .  Ä^,  die  bei  einem  gegebenen  System  von  positiven 
kleinen  Grössen  Wj,  w^, . . .  (o^  den  Ungleichheiten 

(1)  — Wi<:Aj<w„  — w2<:Aj,<Wj,...  — w„<A^<w. 

genügen,  die  Differenz  der  Functionswerthe 

(2)  f(c^  +  \,  c,  +  A,, . . .  c^  +  ÄJ  —f{c,,  c„ . . .  cj 

stets  negativ  ist;  sie  erreicht  für  das  genannte  Werthsystem 
ein  absolutes  Minimum,  sobald  die  zugehörige  Differenz  (2) 
stets  positiv  ist.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  Differenz 
(2)  flir  das  Werthsystem  h^—OJi^=^0,.,.h^=^0  verschwindet; 
die  aufgestellte  Forderung,  negativ  oder  positiv  zu  sein,  ist 
aber  so  aufzufassen,  dass  die  Differenz  für  kein  anderes 
Werthsystem  gleich  Null  werden  darf.  Ein  Mittel  zur  Auf- 
suchung der  Maxima  und  Minima  einer  Function  f{pCijX^,,,.xJ 

bietet  der  in  §  54  unter  (5)  angettihrte  TayZor'sche  Satz.  Wir 
wenden  denselben  an,  um  eine  Differenz 

({x^-i-h^y  x^'\'\,...x^^  AJ  -f{x^,  x^,.,.  x„) 

durch  ein  nach  den  Grössen  Aj,  A^, . . .  A^  lineares  A^regat 
unter  HinzufUgung  des  Restausdrucks  R^  darzustellen,  einer 
Function  der  zweiten  Ordnung  von  den  Grössen  A,,  A^, . . .  A^, 
deren  Coefficienten  Mittelwerthe  sind, 
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(3)         f(x^  +  Ai,  a:^  +  Äy  . . .  a:„  +  ÄJ  -  f{x,,  x^,...  x^) 


a=:l  S  X. 


a 


^»  =  2.f.  ,^, 8^^, *'^- 

Für  das  in  (2)  mit  c,,Cj, ...c^  bezeichnete  Werthsyßtem,  bei 
dem  ein  Haximnm  oder  Minimum  auftreten  soll,  ist  hier  die 
Benennung  x^^ x^,... x^  beibehalten.  Damit  die  linke  Seite  von 
(3)  fllr  alle  Werthverbindungen  Äj,  ä^,  . . .  A^,  die  ein  System  von 
Ungleichheiten  (1)  erfüllen,   entweder  stets  negativ  oder  stets 

ft  ^  *•  o  fix    X  X  1 

positiv  sein  könne,  muss  das  Aggregat    2 ^'   ^^   — —  h^ 

Q  =  1  C/  d?^ 

fbr  jedes  beliebige  System  von  Werthen  \j  oder  müssen  die 
in  dem  Aggregat  auftretenden  einzelnen  Factoren  von  A„  A^, . . .  A^ 
verschwinden.  Denn  geschähe  dies  nicht,  so  könnte  durch 
hinreichende  Verkleinerung  der  Grössen  Wj,  Wj,...««;^  bewirkt 
werden,  dass  der  numerische  Werth  des  Restausdrucks  iZ^, 
welcher  in  Bezug  auf  Ap  A.^, . . .  A^  eine  Function  des  zweiten 
Grades  ist,  unbedingt  kleiner  würde  als  der  numerische  Werth 

a=  «  df{x.j  X^f  ,  .  ,  X  ) 

des  Aggregats    2! 3 A^,  und  es  stünde  frei,  weil 


tt  =  i 


dx 


a 


dasselbe  die  Grössen  A^  in  der  ersten  Potenz  enthält,  durch 
eine  Aenderung  der  Vorzeichen  die  rechte  Seite  von  (8)  nach 
Willkür  positiv  oder  negativ  zu  machen.  Eine  Forderung, 
welche  in  gleicher  Weise  bei  dem  Vorhandensein  eines  Maxi- 
mums wie  bei  dem  eines  Minimums  erfüllt  sein  muss,  besteht 
also  darin,  dass  fllr  das  betreflfende  Werthsystem  x^,  a?,, . . .  x^ 
die  n  ersten  partiellen  Diiferentialquotienten  der  Function 
f(x^fX^,.,.x^)  verschwinden,  oder  die  n Gleichungen  gelten 

(A\  .^I^^llfllll'^n)    _^       Sfi^V^r"^n)  _^  Sf(x^,X^,..xJ   _ 

C.Uj  dx^  äx^ 

In  Folge  derselben  wird  die  linke  Seite  von  (8)  dem  Restaus- 
dmcke  22,  gleich,  und  dieser  ist  es,  welcher  in  dem  Falle 
eines  Maximums  stets  negativ,  in  dem  Falle  eines  Minimums 
stets  positiv  zu  sein  hat.  Da  es  vermöge  der  gegebenen  Defi- 
nition eines  Maximums  und  Minimums  erlaubt  ist,   die  in  den 
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Ungleichheiten  (1)  enthaltenen  Grössen  oi^  co^, . . .  b)^  so  klein 
anzunehmen,  als  es  die  Umstände  verlangen,  und  da  für  die  in 
dem  Ausdrucke  22,  auftretenden  partiellen  Differentialquotienten 
die  Eigenschaft  der  Stetigkeit  vorausgesetzt  wird,  so  betrachtet 
man  den  Ausdruck  22,  mit  der  Veränderung,  dass  die  in  den 
partiellen  Differentialquotienten  erscheinenden  Variabein  statt 
der  mit  dem  echten  Bruche  6  gebildeten  Werthe 

beziehungsweise  die  Werthe  x^^ x^,, ,, x^  erhalten.  Dadurch 
kommt  statt  22,  die  homogene  Function  des  zweiten  Grades 

(5)  s,='-  'l"  ;i"  ^-n-v -.'■-,)  j^  ^ 

a        0 

und  es  bleibt  zu  entscheiden,  unter  welchen  Bedingungen 
diese  fUr  die  zulässigen  Werthvcrbindungen  A^,  A^, . . .  A^  stets 
negativ,  unter  welchen  sie  stets  positiv  ist.  Hierbei  ist  der 
Umstand  von  grossem  Belang,  dass  5,  eine  homogene  Function 
des  zweiten  Grades  der  Grössen  Aj,  Ag, . . .  A„  ist.  Wenn  eine 
solche  Function  für  ein  bestimmtes  Werthsystem  der  Variabein 
Aj,  Ajj,  ...A^  einen  gewissen  Werth  il  annimmt,  so  erhält  die- 
selbe, falls  jeder  Variable  der  mit  demselben  Factor  q  multipli- 
cirte  frühere  Werth  beigelegt  oder  das  Werthsystem  gh^,  Q^^-^Qh^ 
substituirt  wird,  den  durch  Multiplication  mit  dem  Factor  q^ 
entstehenden  Werth  q^il.  Gegenwärtig  sind  die  Grössen 
Aj, A^, ...A^  an  die  Ungleichheiten  (1)  gebunden,  bei  welchen 
^v  ^v  *  * .'  ^^n  angemessene  kleine  Werthe  erhalten  dtlrfen. 
Offenbar  lässt  sich  aber  für  jedes  gegebene  System  von  end- 
lichen Werthen  A^  A«^, . . .  A„  eine  Grösse  q  so  bestimmen,   dass 

die  Werthe  q\^  Qf^^y-QK  ^^^  vorgeschriebenen  Ungleichheiten 
(1)  genttgen.  Sobald  daher  die  Function  5,  für  irgend  ein 
System  von  endlichen  Werthen  gleich  einer  Grösse  ii  wird,  so 
nimmt  sie  flir  das  die  Ungleichheiten  (1)  befriedigende  Werth- 
system Qh^jQh^f'Qh^  den  Werth  ^*ß  an.  Der  Werth  Q^i2 
hat,  wenn  i2  von  Null  verschieden  ist,  mit  il  dasselbe  Vorzeichen, 
und  verschwindet  mit  i2  zusammen.  Damit  also  die  Function 
/S,  die  Eigenschaft  habe,  für  jedes  die  Ungleichheiten  (1) 
erfüllende    Werthsystem     mit    Ausnahme     des     Werthsystems 
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Aj=rO,  Ä2=0, . . .  A^=0  negativ  zu  sein,  muss  8^  dieselbe  Eigen- 
scliaft  für  jedes  Werthsystem  Äj,  Äj,  . . .  h^  überhaupt  besitzen, 
und  damit  die  Function  8^  für  jedes  die  Ungleichheiten 
(1)  erfüllende  Werthsystem  mit  Ausnahme  des  Werthsysteras 
Äj  ==  0,  Äjj  =  0, . . .  Ä^  =  0  die  Eigenschaft  habe,  positiv  zu  sein, 
muss  sich  wieder  S^  fUr  jedes  Werthsystem  A„  A.^,  • .  •  A„  über- 
haupt ebenso  verhalten.  Nach  I,  84  heisst  eine  homogene 
Function  des  zweiten  Grades  oder  eine  quadratische  Form 
von  n  Variabein,  welche  für  alle  möglichen  reellen  Werth- 
systeme  der  Variabein  Werthe  von  demselben  Vorzeichen 
annimmt  und  nur  verschwindet,  wenn  jede  einzelne  Va- 
riable gleich  Null  wird,  eine  wesentlich  positive  Form,  sobald 
sie  nur  positive  Werthe,  eine  wesentlich  negative  Form, 
sobald  sie  nur  negative  Werthe  erhalten  kann.  In  dem- 
selben §  werden  die  Criterien  aufgestellt,  welche  erkennen 
lassen,  ob  eine  gegebene  quadratische  Form  von  n  Variabein 
wesentlich  positiv  oder  wesentlich  negativ  oder  keines  von 
beiden  sei.  Wie  man  gesehen  hat.  hängt  nun  die  bei  den 
Aufgaben  de  maximis  et  minimis  zu  treffende  Entscheidung 
davon  ab,  ob  die  in  (5)  definirte  Function  S^  der  Variabein 
Äj,  A^ . . .  h^  wesentlich  negativ,  wesentlich  positiv  oder  keines 
von  beiden  ist  Die  Function  f{x^J x^, ,, . xj  hat  flir  ein  Werth- 
system, das  die  Gleichungen  (4)  befriedigt,  ein  Maximum,  ein 
Minimum  oder  keines  von  beiden,  jenachdem  sich  die  Function 
S^  in  dem  ersten,  zweiten  oder  dritten  Falle  befindet;  die  in  I 
entwickelten  Criterien  des  Verhaltens  einer  quadratischen  Form 
liefern  daher  zugleich  die  Bedingungen,  unter  denen  der  erste, 
zweite  oder  dritte  Fall  eintritt.  An  der  Stelle  der  Forde- 
rung, dass  die  n  Gleichungen  (4)  erfüllt  sein  sollen,  stand 
vorher  die  zusammenfassende  Forderung,    dass   das  Aggregat 

2! ^ —  h^  für  jedes  beliebige  System  von  Werthen 


0=1 


dx 


a 


h^jh^j...h^  zu  verschwinden  habe;  es  leuchtet  ein,  dass  aus 
jeder  der  beiden  Forderungen  die  andere  mit  Nothwendig- 
keit  folgt.  Werden  die  einzelnen  Incremente  h^  durch  die 
gleichnamigen  Differentiale  dx^  ersetzt,  so  geht  vermöge  der 
Formeln  (1)  und  (6)  des  §  53  das  genannte  Aggregat  in  das 
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vollständige  erste  Differential  df{x^jX.^, .  --x^,  die  obige  Summe 
(5)  in  den  halben  Werth  des  vollständigen  zweiten  Differentials 
d*  f(x^,  x^, . . .  x^)  über,  welcher  mit  constanten  ersten  Differenti- 
alen dx^,  dx^y . . .  dx^  gebildet  ist.  Hiemach  rechtfertigt  sich 
die  Aussage,  dass  die  gegebene  Function  f{x^jX,^j...xJ)  für 
ein  Werthsystem  x^,  x^,..,  x^  dann  ein  Maximum  oder  Minimum 
wird,  wenn  das  vollständige  erste  Differential  df{x^yX^j..x^ 
unabhängig  von  den  Werthen  der  Differentiale  dx„  rfa;.^, . . .  dx^ 
verschwindet,  und  das  mit  constanten  Differentialen  dx^jdx,^y..dx^ 
gebildete  vollständige  zweite  Differential  d^f{x^j  x^, .  .  .  a:^), 
respective  eine  wesentlich  negative  oder  eine  wesentlich  positive 
quadratische  Form  dieser  Elemente  ist.  Auf  den  Fall,  in 
welchem  die  sämmtlichen  partiellen  Differentialquotienten  der 
zweiten  Ordnung  fttr  das  Werthsystem  .r^,  a;^, . . .  x^  verschwinden, 
mithin  die  Function  S^  unbedingt  gleich  Null  ist,  wird  unsere 
Untersuchung  nicht  ausgedehnt  werden. 


§  57.    Absolute  Hazima  und  mnlma  Ton  Fanotionoii  tob 

sw«i  und  drol  Varlaboln. 

Aus  der  im  vorigen  §  angestellten  Erörterung  geht  hervor, 
dass  die  Anzahl  der  Variabein,  von  denen  die  Function,  die 
ein  Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  abhängt,  zugleich  die 
Anzahl  der  Elemente  der  quadratischen  Form  bestimmt,  deren 
Beschaffenheit  über  das  Auftreten  eines  Maximums  oder  Mini- 
mums entscheidet.  Da  nun  die  Bedingungen,  welche  eine 
quadratische  Form  zu  einer  wesentlich  positiven  oder  wesent- 
lich negativen  machen,  um  so  einfacher  sind,  je  kleiner  die 
Anzahl  ihrer  Elemente  ist,  so  mögen  die  Functionen  von  zwei 
und  drei  Variabein  zur  Erleichterung  der  Uebersicht  speciell 
behandelt  werden.  Die  Function  S,  in  (5)  des  vorigen  §  lässt 
sich   in  der  Weise  darstellen,   dass  anstatt  jedes  daselbst  vor- 

kommenden  partiellen  Differentialquotienten ^ ~  das 

Zeichen  a^^  gebraucht  wird,  ttlr  welches  die  Gleichung  a^f^=a^^^ 

besteht;    sie    nimmt    dann    bei    der   Voraussetzung  von    zwei 
Variabein  die  Gestalt  an 
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(1)  Ä,  =  2  (ttjj  hl  -f  2  ttjj  Äj  Ä,  +  a^,  hl). 

Damit  S,  wesentlich  positiv  oder  negativ  sei,  niuss  nach  I,  §  79 
die  Determinante 

(2)  Oji  a^  —  al^ 

einen  die  Null  Übertreffenden  Werth  haben;  S^  ist  vresentlieh 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Coefficient  a^,  der  als- 
dann nicht  verschwinden  kann,  positiv  oder  negativ  ist. 

Nimmt  man  wie  in  §  48  an,  dass  eine  Fläche  im  Räume 
dadurch  bestimmt  sei,  dass  von  den  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punktes  derselben  die  eine  ^  als  Function  der  beiden 
anderen  gegeben  ist,  welche  jetzt  x^  und  x^  heissen  mögen, 
so  bezieht  sich  die  in  Rede  stehende  Aufgabe  auf  die  Punkte 
der  durch  die  Gleichung 

(3)  s^f{x,,x,) 

characterisirten  Fläche,  in  welchen  der  Abstand  von  der  x^  x^ 
Ebene  ein  gröster  oder  kleinster  ist.  Die  von  dem  Werthsystem 
^i>  ^s  JedenfoUs  zu  erfüllenden  Gleichungen 

welche  aus  (4)  des  vorigen  §  hervorgehen,  drücken  dann  aus, 
dass  die  in  (7)  des  §  48  vorkommenden  Grössen  tg«  und  tg/9 
zu  verschwinden  haben;  demnach  muss  die  in  dem  betreffenden 
Punkte  an  die  Fläche  gelegte  Tangentialebene  mit  der  x^  x^ 
Ebene  parallel  sein.  In  Folge  dessen  bezeichnet  die  Differenz 
f{x^+h^,x^'^h^)—f(Xi,x^)  den  Abstand  eines  Punktes  der 
Fläche  {x^  +  hyX^+h^jg)  von  der  erwähnten  Tangentialebene; 
diese  Differenz  wird  aber  nach  dem  Taylor'schen  Satze  bis 
auf  kleine  Grössen,  die  in  Bezug  auf  A,,  h^  von  der  zweiten 
Ordnung  sind,  durch  den  obigen  Ausdruck  S^  dargestellt. 
Bei  einer  wesentlich  negativen  Function  S,  liegt  die  ganze 
Fläche  mit  Ausnahme  des  Maximumspunktes  auf  der  Seite 
der  Tangentialebene,  auf  der  die  z  Coordinaten  abnehmen, 
bei  einer  wesentlich  positiven  Function  S^  mit  Ausnahme  des 
Minimunispunktes  dagegen  auf  der  Seite,  auf  der  sie  wach- 
sen. Wie  in  I,  §  79  gezeigt  ist,  erfüllt  die  Function  S^  weder 
die  eine  noch  die  andere  Forderung,   sobald  die  Determinante 
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(2)  gleich  Null  oder  negativ  wird.  Verschwindet  dieselbe, 
so  ist  S^  gleich  einem  einzigen  Qaadrat,  das,  falls  a^^  nicht  auch 
verschwindet,  durch  die  Gleichung 

(1*)  ^«=^  «»(*>  + -«7/ *0'' 

oder,  falls  a^,  verschwindet  und  folglich  auch  a^^  gleich  Null  ist, 
durch  die  Gleichung 

(1**)  ■  S,  =  y  a^  hl 

dargestellt  wird.  Beide  Male  kann  S.^  kein  anderes  Vorzeichen 
als  das  der  Coefficientcn  a,j  oder  a^^  annehmen,   verschwindet 

^/.« 
aber  im  ersten  Falle  für  ä,  H /*s=0,   im   zweiten  Falle  fttr 

A,  =  0.  Jede  dieser  Gleichungen  bestimmt  eine  von  dem  vorbin 
definirten  Punkte  {x^,x^,s)  ausgedehnte  gerade  Linie,  längs 
welcher  die  construirte  Tangentialebene  mit  der  gegebenen 
Fläche  bei  einer  bis  auf  kleine  Grössen  der  zweiten  Ordnung 
gehenden  Genauigkeit  zusammenfällt,  das  heisst  zufolge  §  37 
eine  Berührung  der  zweiten  Ordnung  hat.  Insofern  liefert  als- 
dann die  e  Goordinate  weder  ein  absolutes  Maximum  noch  ein 
absolutes  Minimum.  Wenn  die  Determinante  (2)  einen  negativen 
Werth  hat,  so  kann  die  Function  S,  sowohl  positive  wie  auch 
negative  Werthe  annehmen.  Sie  verschwindet  für  zwei  noth- 
wendig  unter  einander  verschiedene  Verhältnisse  der  Grössen 
A,  und  A^;  diese  bestimmen  zwei  in  der  Tangentialebene  des 
Punktes  {x^,x^,js)  durch  denselben  laufende  gerade  Linien, 
in  Bezug  auf  welche  sich  die  Function  S^  so  verhält,  dass,  wer 
die  vier  von  dem  Punkte  (.r^,  x^,  z)  ausgehenden  halb  un- 
endlichen Linien  nach  einander  überschreitet,  regelmässig  ab- 
wechselnd von  positiven  Werthen  von  S,  zu  negativen  und  von 
diesen  wieder  zu  positiven  gelangt. 

Ein  sehr  einfaches  Beispiel  bildet  eine  Function  des  zweiten 
Grades  von  x^^x^^  die  absichtlich  so  geschrieben   wird,   dass 
die  für  die  zweiten  partiellen  Dilferentialquotienten  eingeführten 
Bezeichnungen  aj^a^^ia^s  übereinstimmen, 
(5)         fix,,  x^) 
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Die  obigen  Gleichungen  (4)  werden  dann  za  den  folgenden 

(6)  a^j  X,  +  aj2  x.^  +  0,3  =  0, 

«21^*1  +»22^2  +  ^23  =  Ö> 

welche  nach  I,  §  71  für  x^^x^  ein  einziges  vollständig  bestimmtes 

Werthsystem  ergeben,  so  lange  die  Determinante  Onöja  —  ^12 
nicht  gleich  Null  ist.  Zu  dieser  Bedingung  kommt,  damit  ein 
Maximum  oder  Minimum  vorhanden  sei,  noch  die  vorhin  nach- 
gewiesene Bedingung  hinzu,  dass  die  in  Rede  stehende  Deter- 
minante positiv  sein  muss;  für  einen  negativen  Werth  von  a^j 
tritt  dann  ein  Maximum,  tUr  einen  positiven  Werth  desselben 
Coefficienten  ein  Minimum  auf.  Die  bei  der  Function  (5)  durch 
die  Gleichung  (3)  dargestellte  Fläche  wird  ein  Paraboloid 
genannt. 

In  dem  Falle  von  drei  Variabein  geht  die  Function  5, 
durch  die  abgekürzte  Bezeichnung  der  zweiten  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten in  den  Ausdruck  über 

(7)    ^2=2  («11*1  +«22*2  + «83*3+ 2023*2*3+ 203,  A^Äj^  20,2*1*2). 

In  I,  §  85  sind  dafllr,  dass  S,  eine  wesentlich  positive 
oder  eine  wesentlich  negative  Form  sei,  verschiedene  Systeme 
Ton  Bedingungen  angegeben  und  verglichen;  bezeichnet  man, 
wie  dort,  bei  dem  symmetrischen  Schema 

a„    aj,    a,3 

«21       «22       «28 
«31       «32       «83 

die  adjungirten  Elemente  beziehungsweise  mit 

Al       A2      -^18 

^2,    A^    A^ 

-dg,  A.^.^  A^^^ 

die  Determinante  mit  D,  so  ist  ein  System  von  nothwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen  für  den  wesentlich  positiven 
Gharacter  von  S^ 

(8)  a,,>0,^3>0,D>0, 

fllr  den  wesentlich  negativen  Gharacter 

(»)  a„<0,^33>0,D<0. 

Als  Beispiel  diene  die  Function  des  zweiten  Grades,  die  nach 
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demselben  Gesichtsponkte  wie  die  Fnnotion  (5)  bezeichnet  ist, 

(10)  f{x,,x^,Xt) 

=  o  («1 1  *?  +  ««  ^s  +  «3.1  ^3  +  -  «M  ^»  ^3  +  2  o»,  «a  a;,  +  2  o„  ar, «,) 

Zuerst  sind  dann  die  Gleichungen  (4)  des  vorigen  §  zu  bilden; 
sie  nehmen  die  Gestalt  an 

(11)  a,^x^  +  a,^x^  +  a^^x.^  +  «u  =  0 

«il^l    +ÖM^2+«i3^a   +^24  =  0 
«31  ^I    +  %i  ^2  +  «38  ^8  +  ^34  =  ^^• 

Dieselben  liefern  nach  I,  §  72  dann  und  nur  dann  ein  einziges 
vollständig  bestimmtes  Werthsystem,  wenn  die  so  eben  definirte 
Determinante  D  nicht  gleich  Null  ist.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung entstehen  mit  Hülfe  der  eingeführten  adjungirten  Ele- 
mente die  Ausdrücke 

/tO\                                ^                   ^11  ^14          -^il  ^24  -'  -^31  ^M 
(IZ)  X,=  -  ^ 

^12  ^14  -^22  ^U  ""  -^82  ^4 

^13  ^14   ""  -^2;!  ^24  '^«8  ^M 

Dieses  eine  Werthsystem  bringt  ein  Maximum  her>'or,  falls  die. 
Bedingungen  (9),  ein  Minimum,  falls  die  Bedingungen  (8)  er- 
füllt sind.  Für  die  Darstellung  des  Werthes,  welchen  die 
Function  /*(^i»  ^2»  ^a)  bei  dem  Werthsystem  (12)  annimmt, 
ergiebt  sich  eine  Vereinfachung,  indem  in  (11)  der  erste  Aus- 
druck links  mit  ^,,  der  zweite  mit  x^,  der  dritte  mit  x^  multi- 
plicirt  und  von  den  Producten  die  Summe  genommen  wird. 
Sobald  man  zu  dieser  Summe  noch  den  Ausdruck 

(13)  e^,  x^  +  e^  x^  +  e^,  x^  +  e,, 

hinzuaddirt,   so  ergiebt  sich  der  doppelte  Werth  der  Functic 
f{x^,x^^x^\  derselbe  muss   deshalb   für  das   den  Gleichung 
(11)  genügende  Werthsystem  gleich  dem  Ausdrucke  (13)  werd 
woraus  die  Bestimmung 
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(14)  f{x,,X^,X^) 

folgt.  Auf  entsprechende  Weise  kann  mit  der  Function  (5) 
von  zwei  Variabeln  und  auch  mit  einer  Function  des  zweiten 
Grades  von  beliebig  vielen  Variabein  verfahren  werden. 

§  58.    Selattve  Mazima  und  Mliiliiia. 

Nach  der  in  §  56  aufgestellten  Definition  nimmt  eine 
Function  von  n  Variabein  f{x^^  a;^, . . .  x^  für  ein  bestimmtes 
Werthsystem  ein  relatives  Maximum  oder  Minimum  an,  wenn 
der  Functionswerth  fttr  eine  solche  stetige  Aenderung  der 
Variabein  ein  gröster  oder  kleinster  ist,  bei  der  sich  die  Va- 
riabein nach  gegebenen  Bedingungen  richten.  Solche  Bedin- 
gungen sind  Gleichungen,  vermittelst  deren  man  eine  mit  der 
Zahl  der  Gleichungen  übereinstimmende  Zahl  von  Variabein 
als  Functionen  der  übrigen  Variabein  darzustellen  vermag. 
Während  die  n  Variabein  x^^  x^,...  x^^  ftir  welche  die  Function 
f{^v  ^v"  ^n)  gegeben  ist ,  eine  Mannigfaltigkeit  der  n  ten 
Ordnung  ausmachen,  bewirkt  das  Auftreten  der  in  Rede  stehen- 
den Bedingungsgleichungen,  deren  Anzahl  l  genannt  wenden 
möge,  dass  nur  n  —l  Variabein  unabhängig  veränderlich  bleiben; 
hiermit  wird  innerhalb  der  ursprünglichen  Mannigfaltigkeit 
der  nten  Ordnung  eine  Mannigfaltigkeit  der  («  — Z)ten  Ord- 
nung bestimmt,  auf  welche  sich  das  relative  Maximum  oder 
Minimum  bezieht.  Wir  denken  uns  die  l  Bedingungsgleichun- 
gen, deren  Zahl  offenbar  kleiner  sein  muss  als  die  Zahl  n 
der  Variabein,  so  ausgedrückt,  dass  jede  der  Functionen 

(1)  (jpj  (a?!, . . .  d?J,  (f^  (ajj, . . .  x^\  ...(piix^j...  xj 

einen  vorgeschriebenen  constanten  Werth  habe,  und  setzen  vor- 
aus, dass  die  Variabein 

diesen  Forderungen  gemäss  als  Functionen  der  übrigen  Variabein 

(3)  X^yX^y...   X^_g 

bestimmt  werden  können.    Indem  die  Ausdrücke  der  Variabein 
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(2)  in  die  Function  f{x^,  x^,...  xj  substituirt  werden,  verwandelt 
sich  dieselbe  in  eine  Function  der  n  —  l  Variabein  (3),  Die 
aufzusuchenden  relativen  Maxima  und  Minima  der  Function 
fi^v  ^v  •  •  •  ^n)  "^^"d  ^^^^  nichts  anderes  als  die  absoluten 
Maxima  und  Minima  der  so  eben  bestimmten  Function  von 
n--l  Variabcln.  Wenn  man  daher  durch  Anwendung  der  in 
den  vorigen  §  mitgetheilten  Regeln  die  Maxima  und  Minima 
der  letztern  aufsucht,  so  ist  damit  die  betreffende  Aufgabe  der 
relativen  Maxima  und  Minima  gelöst. 

Aus  der  vorstehenden  Ueberlegung  geht  hervor,  dass  die 
Behandlung  der  relativen  Maxima  und  Minima  keine  principiellen 
Schwierigkeiten  sondern  nur  Schwierigkeiten  der  Darstellung 
enthalten  kann.  Bevor  wir  eine  eigenthUmliche  Methode  aus- 
einander setzen,  welche  zur  Ueberwindung  der  in  der  That 
vorhandenen  Schwierigkeiten  aufgefunden  ist,  behandeln  wir 
den  Fall  einer  Function  von  zwei  Variabein  f(x^,x^\  für  welche 
eine  Bedingungsgleichung  r/p  (a;,,ir,)  —  const.  gegeben  ist,  auf 
die  angedeutete  directe  Art. 

Nachdem  die  gegebene  Function  f(x^^xj  durch  Einsetzung 
des  aus  der  Bedingungsgleichung  (3p(^,,  a:,)  =  con8t.  genommenen 
Werthes  von  x^  in  eine  Function  von  x^  allein  übergegangen 
ist,  sind  die  Regeln  für  die  Maxima  und  Minima  einer  Function 
von  einer  Variable  anzuwenden.  Man  hat  folglich  den  Werth  x^ 
so  zu  bestimmen,  dass  der  vollständige  nach  x^  genommene 
erste  Differentialquotient  der  Function  f{x^,x^)  verschwindet; 
bei  dem  zweiten  nach  x^  genommenen  vollständigen  Differential- 
quotienten bedeutet  das  negative  Vorzeichen  ein  Maximum, 
das  positive  Vorzeichen  ein  Minimum.'  Der  vollständige  Diffe- 
rentialquotient der  ersten  und  zweiten  Ordnung  der  Func- 
tion f(x^,x^)  in  Bezug  auf  a;,  ist  nach  den  Regeln  zu  bilden, 
vermittelst  deren  eine  Function  mehrerer  Variabein  vollständig 
nach  einer  einzigen  Variable  differentiirt  wird,  von  der  die 
Variabein  der  Function  in  einer  bekannten  Weise  abhängen; 
die  bezüglichen  Regeln  sind  unter  (9)  in  §  45,  und  unter  (9) 
in  §  53  angegeben.  Gegenwärtig  fällt  aber  die  Variable,  nach 
welcher  vollständig  differentiirt  werden  soll,  mit  der  einen 
Variable  x^  zusammen,  weshalb  in  den  genannten  Formeln 
t^r  die  Differentialquotienten 
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dt'       dt'      dt^'     ~dt*' 
respective  die  Ausdrücke 

''  dx,  '      '  dx\ 
eintreten.    Hiemach  erhält  man 

j\    df{x^,x^)_Sf{x,,x^)      d'f{x^,x^)  dx^ 
^1  -      -  —  «_^  -      -         —  ^  — _ f 

dx^  dar,  .     o  x^        dx^ 

ef.rj  darj  dx^dx^     dx^  d  xl         \^^i/ 

_^  df(x,,x^)   d^x^^ 
Sx^         dx\ 

d  X  d  X 

Die  Werthe  der  Differentialquotienten    -   *  und  ■       *   sind  aus 

ax^  ax\ 

der  Bedingungsgleichung  y(a:,,a:g)=const.  zu  entnehmen.  Der 
erste  ergiebt  sich  dem  §  49  entsprechend  aus  dem  Umstände, 
dass,  weil  die  Function  sich  nicht  ändern  darf,  das  erste  yoII- 
ständige  Differential  der  Function,  mithin  auch  ihr  nach  x^ 
genommener  erster  vollständiger  Differentialquotient  verschwin- 
det, der  zweite  aus  der  Bemerkung,  dass  auch  der  zweite 
nach  x^  genommene  vollständige  Differentialquotient  der  Function 
gleich  Null  werden  muss. 

Es  gelten  also  die  Gleichungen 

'  dx^  dx^        dx^' 

(7)        0  =  ^-?^> »:?«)  +  2  ^M^ii^«)  ^5«  +  ^  ^  (?-> '--«)  l^-^\ 

Sx\  Sx^  dx^     dx^  dxl        \dxj 

dx^  dx\ 

deren  erste  zu  der  Bestimmung 

d  (f) 

d  x^ 

fuhrt;  die  Argumente  a;,,ir„  werden  hier  wie  im  weitern  Ver- 
laufe fortgelassen.  Das  nothwendige  Vei-schwinden  des  voll- 
ständigen ersten  Differentialquotieuten  (4)  liefert  demnach  die 
Gleichung 
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(9)  -|iL__|^_|fi_=0; 

der   vollständige   zweite   Dififerentialquotient   (5)   erhält   durch 
Substitution  des  Werthes     v-r  di^  Gestalt 


(10)  ^\nt^i?A  =  f (  +  2 ^üf- ^-^  + 1^ feV 

/l^;  ^«J  dx^dx^  dx^       ox\\dx^J 

\^a?J  dx^dx^dx^        Sxl\dxJ  I 


Bf 


dx 

WO   der  Werth   von    ,  *  aus  (8)  einzusetzen  ist.    Bei  der  ge- 

troffenen  Annahme,  dass  die  Variable  x^  mit  Hülfe  der  Be- 
dingungsgleichung ^(^r^^a;,)^  const  als  Function  von  x^  aus- 
gedrückt sei,  bestimmt  die  Gleichung  (9)  die  Werthe  x^^  fttr 
welche  fix^^  x^)  ein  relatives  Maximum  oder  Minimum  werden 
kann,  während  das  Vorzeichen  des  vollständigen  zweiten  DifFe- 
rentialquotienten  in  der  angegebenen  Weise  über  das  Vor- 
handensein eines  Maximums  oder  Minimums  entscheidet  Inso- 
fern aber  die  linke  Seite  von  (9)  noch  die  beiden  Variabein 
x^  und  x^  enthält,  hat  man  sich  vorzustellen,  dass  durch  die 
Verbindung  dieser  Gleichung  und  der  gegebenen  Bedingungs- 
gleichung die  Werthsysteme  (x^yXj  bestimmt  werden,  welche 
der  gegebenen  Aufgabe  genügen.  Für  den  im  Nenner  vor- 
kommenden partiellen  Dififerentialquotienten  -^  -    wird  angenom- 

O  X  a 

men,  dass  er  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  erhalte. 

Wird   die   Aufgabe   wie   im   vorigen   §  auf  eine  Fläche 
bezogen,  deren  Gleichung 

e  =  f(x,,x^) 

lautet,  so  drückt  die  Bedingungsgleichung  q^{x^^x^)  =  Q0Jxst 
eine  in  der  x^x^  Ebene  gegebene  Linie  aus;  es  handelt  sich 
dann  um  die  grösten  und  kleinsten  Werthe  des  Abstandes  ^  fttr 
diejenigen  Punkte  der  Fläche,  bei  denen  das  herabgelassene 
Loth    einen    Punkt  der  bezeichneten    Linie   trifft.    Man    kann 
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sich  anch  umgekehrt  in  den  sämmtlichen  Punkten  dieser 
Linie  Lothe  errichtet,  und  durch  deren  in  die  Fläche  fallende 
Endpunkte  die  Linie  bestimmt  denken ,  fbr  welche  die 
grösten  und  kleinsten  Werthe  der  js  Coordinate  gesucht  wer- 
den. Der  Unterschied  zwischen  dem  absoluten  und  dem  re- 
lativen Maximum  oder  Minimum  zeigt  sich  also  darin,  dass 
bei  der  ersten  Gattung  Von  Fragen  ein  Punkt  der  Fläche 
allen  in  der  Nähe  befindlichen  Punkten  der  Fläche,  bei  der 
zweiten  Gattung  nur  denjenigen  in  der  Nähe  befindlichen 
Punkten  der  Fläche  gegenübergestellt  wird,  die  in  einer  be- 
stimmten Linie  liegen.  Als  vorzugsweise  einfach  zeichnet  sich 
der  Fall  aus,  in  welchem  q){x^jX^)  gleich  einer  rationalen 
ganzen  Function  des  ersten  Grades  von  ^r^  und  x^  ist;  dann 
erhalten  die  partiellen  Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung 
constante  und  diejenigen  der  zweiten  Ordnung  verschwindende 
Werthe.   Mithin  wird  der  aus  (8)  folgende  Werth   des  Differen- 

tialquotienten    — -*  gleich    einer   Constante,    und   in    dem    fUr 

-  -  -^  y  -^  aufgestellten  Ausdrucke  (10)  bleibt  nur  das  Aggregat 
der  drei  Glieder 


il^  +  2    ^'^    J^i-  +  ^ 


x\  \dxj 


^  x\  ()x^  ö  x^    dXy  d 

übrig.  Da  die  gewählte  Bedingungsgleichung  die  geometri- 
sche Bedeutung  hat,  dass  der  Punkt  der  Ebene  {x^,  x^)  auf 
einer  bestimmten  geraden  Linie  liege,  so  bilden  die  in  den  be- 
treffenden Punkten  errichteten  Lothe  eine  auf  der  x^  x^  Ebene 
senkrecht  stehende  Ebene,  von  welcher  die  Fläche  ^=A^i>^«) 
in  derjenigen  Linie  geschnitten  wird,  für  die  das  relative  Maxi- 
mum oder  Minimum  der  z  Coordinate  aufzusuchen  ist.  Durch 
Vergleichung  der  betreffenden  Resultate  ergiebt  sich  auch  leicht 
Folgendes.  Wenn  die  Function  f{x^,  x^)  für  ein  gewisses  Werth- 
system  x^y  x^  ein  absolutes  Maximum  erreicht,  und  wenn  den  Varia- 
bein x^  und  x^  eine  Bedingungsgleichung  vorgeschrieben  wird, 
welche  wie  oben  in  Bezug  auf  x^  und  x^  vom  ersten  Grade 
ist  und  durch  jenes  Werthsystem  erfüllt  wird,  so  bildet  die 
Function  /*(a:,,  x^)  für  dasselbe  Werthsystem  gleichzeitig  ein 
zu    der   erwähnten   Bedingungsgleichung    gehörendes   relatives 
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Maximum.    In  Betreff  des  Minimums  einer  Function  findet  selbst- 
verständlich die  entsprechende  Erscheinung  statt. 


§  59.    Methode  der  unbestimmten  Mnltlplioatoren. 

Im  Eingange  des  vorigen  §  ist  die  allgemeine  Aufgabe 
des  relativen  Maximums  oder  Minimums  einer  Function 
f{^v  ^2>  •  •  •  ^ii)  ^^^  ^^®  ^  Bedingungen 

(1)  qpj(a?j,rP2,..a?J=const.,g)2(rPpa;2,..irJ=const.,.. ?),(«,, 5Cj,..rcJ=const 
darauf  zurückgeführt,  zuerst  die  Variabein 

durch  die  übrigen  Variabein 

auszudrücken,  dann  die  Werthe  der  erstem  in  die  Function 
fi^v  ^2»  •  •  •  ^n)  einzusetzen ,  und  nun  für  die  hervorgehende 
Function  F  der  n— Z  Variabein  (3)  die  absoluten  Maxima  und 
Minima  zu  ermitteln.  Hierbei  darf  man  der  letztern  Aufgabe  die 
gegen  das  Ende  des  §  56  bezeichnete  Gestalt  geben  und  ver- 
langen, dass  das  vollständige  in  Bezug  auf  die  unabhängigen 
Variabein  (3)  genommene  erste  Differential  der  betreffenden 
Function  F  unabhängig  von  den  Werthen  der  Differentiale 
der  Variabein  gleich  Null  werde;  das  Verhalten  des  mit 
den  Constanten  Differentialen  dx^,  dx^, . . .  dx^_  gebildeten  voll- 
ständigen zweiten  Differentials  der  Function  F  entscheidet 
dann  über  das  Auftreten  des  Maximums  oder  Minimums.  Das 
vollständige  Differential  dF  entsteht  aus  dem  nach  den 
sämmtlichen  n Variabein  x^, x^y.., x^  genommenen  Differential 

(4)        df{x,,  x^,...x^)=^dx^-¥^dx,-¥...'h-^^dx^y 

indem  die  Differentiale  der  l  Variabein  (2)  vermittelst  der  Diffe- 
rentiale der  n— Z  Variabein  (3)  dargestellt  werden.  In  Folge 
der  gegebenen  Bedingungsgleichungen  (1)  hat  das  vollständige 
Differential  jeder  einzelnen  Function  9),,  y^»  •  •  •  ^z  ^i^en  ver- 
schwindenden Werth.    Wenn  daher  jeder  der  Ausdrücke 
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m 

gleich  Null  gesetzt  wird,  so  entsteht  zwischeo  den  n  Differentialen 
dx^ydx^j.,.dx^  die  Anzahl  {  von  honiogenen  Gleichungen  des 
ersten  Grades,  welche  nach  den  in  I,  §  74  entwickelten  Regeln 
in  Bezug  auf  die  l  Differentiale  dx^_f^^,  dx^_,^^^ . . .  dx^  als 
Unbekannte  aufgelöst  werden  können.  Die  Gleichungen  liefern  fttr 
jedes  der  Z  Differentiale  einen  eindeutigen,  nach  dx^^dx,^^ . .  dx^_f 
homogenen  Ausdruck  vom  ersten  Grade,  wofern  die  Determi- 
nante des  Systems 

(6) 


^'h 

d(fi 

dx 

n 

d<p, 

•   • 

dx 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt.  Durch  die  Ein- 
ftlbrung  der  gefundenen  Werthe  von  dx^_i_^^^dx^_i^^,  ,.dx^ 
in  das  vollständige  Differential  (4)  wird  dasselbe  gleich  dem 
zu  bildenden  nach  den  Differentialen  dx^^  dx^y . . .  dx^_f  homo- 
genen Ausdruck  des  ersten  Grades;  man  befriedigt  die  For- 
derung, dass  dieser  Ausdruck  unabhängig  von  den  Werthen 
der  betreffenden  Differentiale  verschwinden  soll,  indem  man 
den  Factor  jedes  einzelnen  Differentials  gleich  Null  setzt  Die 
auf  diese  Weise  erhaltenen  n  — Z  Gleichungen  dienen  in  Ver- 
einigung mit  den  { Gleichungen  (1)  zur  Bestimmung  der  Werth- 
systeme  x^,  ^2' "  -  ^»'  welche  den  gesuchten  Maximis  oder  Mini- 
mis  entsprechen. 

Der  Ausdruck,  in  welchen  d/*  durch  die  auf  die  Gleichungen 

Lii»achiU,  Analysis  IL  21 
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fl[g)j^  =  0,  dg>2=0, .  . .  dq)^=0  gegründete  Elimination  der  Diffe- 
rentiale fltic^_/^.„ '.  ^dx^  übergeht,  kann  aber  auch  dadurch  er- 
zeugt werden,  dass  man  ein  System  von  MuUiplicatoren  l^  flir 
d^j,  Aj  für  dqp,, .. .  A^  für  dqn,   aufsucht,   welche  so    eingerichtet 

sind,  dass  in  dem  Ausdrucke 

(7)  d/*4-  Ajdy,  +  l^d(p^  +  ...  +  A^dy^ 

nach  ausgeführter  Entwickelung  die  Z Differentiale  dx^_,^^^...dx^ 
herausfallen  und  nur  die  n — l  Differentiale  dx^^dx^^.,,dx^_i 
zurück  bleiben.  Die  bezeichnete  Forderung  liefert  das  System 
von  l  Gleichungen 

df  dai.  .         ^fPi 


^^_.+._4?J_+...  +  ^,_|^=0, 


in  welchem  die  Goefficienten  der  l  Multiplicatoren  A^  A^, . . .  l^ 
bei  Vertauschung  der  Horizontal-  und  Vertikalreihen  das  Schema 
(6)  bilden.  Wenn  daher  die  nach  I,  §  74  von  einer  solchen 
Vertauschung  unabhängige  Determinante  des  Schemas  (6)  nicht 
gleich  Null  ist,  so  werden  die  Z  MultiplicatiDren  durch  Aufl^^sung 
der  Gleichungen  (8)  eindeutig  bestimmt.  Der  Ausdruck,  in 
welchen  (7)  vermöge  der  Substitution  der  bezüglichen  Werthe 
P.J,  Ajj,  ...  kf  übergeht  und  der  nur  noch  die  Differentiale 
dx^f  dx^y...dx^_^  enthält,  ist  unter  der  Voraussetzung  der 
l  Gleichungen  dg>,=0,  dqnj=0,  . . .  d9?^=0  dem  vollständigen 
Differential  df  gleich  und  kann  deshalb  nicht  von  demjenigen 
Ausdrucke  differiren,  welcher  aus  df  durch  die  vorhin  be- 
sprochene Elimination  der  Differentiale  dx^_f^^, ,  .,dx^  ent- 
springt. Nach  dem  entwickelten  Verfahren  muss  nun,  damit 
ein  Maximum  oder  Minimum  zu  Stande  komme,  der  durch 
Einführung  der  Werthe  A^,  A^, . . .  ?.,  aus  (7)  entstehende  Ausdruck 
unabhängig  von  den  Werthen  der  in  denselben  eingehenden 
Differentiale  dx^^dx^,. , .  dx^__i  gleich  Null  sein,  das  heisst,   es 

müssen  respective  die  Factoren  der  einzelnen  Differentiale  ver- 
schwinden.   Hieraus  folgen  die  w— Z  Gleichungen 
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Fügt  man  zu  denselben  die  l  Gleichungen  (8)  hinzu,  so  leuchtet 
ein,  dass  alle  einzelnen  Factoren,  mit  denen  in  dem  Ausdruck 
(7)  die  Differentiale  dx^j  dx.^, . . .  dx^  multiplicirt  werden,  nach 
einander  gleich  Null  gesetzt  sind.  Die  Systeme  von  Gleichungen 
(8»)  und  (8)  haben  mithin,  zusammen  genommen,  eine  ähnliche 
Gestalt  wie  die  n  Gleichungen  (4)  des  §  56,  welche  zu  dem 
Auftreten  eines  absoluten  Maximums  oder  Minimums  der  Func- 
tion A^p^a»-  -^n)  gehören.  Man  kann  daher  die  in  Rede 
stehenden  n  Gleichungen  yermittelst  der  folgenden  Regel  hervor- 
bringen : 

Wenn  die  Function  f{x^^  a;^, . . .  xj  unter  der  Vorausseteung 
der  l  Bedingungsgleichungen 
Vi (^p  ^'iJ •  •  ^1.)  =  const.,  (f^ (iCj jX^,., x^) = const., . . y^ (x^ ,x^,,. xj  =  const. 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum  werden  soll,   so  versehe  man 
jede  der  letztem  Functionen  mit  einem  unbestimmten  Multiplicator 
Aj, Aj, . . .  A^  addire  die  Producte  A,<jp„  ^2^-21  •  •  •  ^iV^t  ^^^^^  einander 
zu  der  Function  /*,  und  bilde  in  Bezug  auf  den  Ausdruck 
(9)  f-¥  Aj  ^1  +  A2?>2  +  . . .  +  Xf(pi 

diejenigen  n  Gleichungen j    welche,    falls    die    Multiplicatoren 

Ap  A^, . . .  kf  wie  Constanten  behandelt  werden,  zu  einem  absoluten 

Maximum  oder  Minimum  des  Ausdrucks  gehören;  ihre  Ge- 
stalt ist 

fl  a  a  a 

wo  a  die  Zählen  von  l  bis  n  durchläuft.  Aus  der  ConMnation 
dieser  n  Gleichungen  und  der  l  gegebenen  Bedingungsgleichungen 
sind  die  Werthe  der  Multiplicatoren  A„  /.^, . . .  A^  und  der  Variabdn 
x^jX^j,  ..x^  zu  bestimmen-,  die  letztem  genügen  der  gestdUen 
Aufgabe  des  Maximums  oder  Minimums, 
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Auf  diese  Regel  gründet  sich  die  Methode  zur  Behandlung 
der  relativen  Maxima  und  Minima  vermittelst  unbestimmter  MvätipH- 
catoren.  Ein  wesentlicher  Vorzug  des  mittelst  der  l  Multiplicatoren 
Aj,  Aj, . . .  l^  gebildeten  Systems  von  n  Gleichungen  (10)  besteht 
darin,  dass  in  demselben  der  Unterschied  zwischen  den  l  Vari- 
abeln  iP„__/^.i,  •  •  ^„  und  den  n  —  Z  Variabein  x^,  a:.^, . . .  a:^_^  aus- 
gelöscht ist.  Geht  man  bei  der  vorgenommenen  Untersuchung 
von  der  Annahme  aus,  dass  die  n Variabein  x^, x^,... x^  auf 
irgend  eine  andere  Weise  in  zwei  Gruppen  getheilt  werden, 
deren  erste  l  und  deren  zweite  n — l  Variable  umfasst,  und  dass 
vermöge  der  Bedingungsgleichungen  (1)  die  Variabein  der 
ersten  Gruppe  durch  die  Variabein  der  zweiten  Gruppe  ausge- 
drückt werden,  so  ist  für  diejenige  Determinante,  welche  aus 
(6)  durch  Einführung  der  Variabein  der  ersten  Gruppe  entsteht, 
ein  von  Null  verschiedener  Werth  vorauszusetzen;  die  Gestalt 
der  n  Gleichungen  (10)  bleibt  jedoch  genau  dieselbe.  Man  darf 
demnach  in  dem  System  (10)  eine  beliebig  herausgehobene 
Gruppe  von  l  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  l  Multiplicatoren 
verwenden,  wenn  nur  die  zugehörige  Determinante  des  Zten 
Grades  nicht  verschwindet.  Ein  anderer  Vorzug  des  Systems 
(10)  ist  der,  dass  es  freisteht,  die  n  Werthe  a:^,  ic^, . . .  x^  als 
Functionen  der  { Grössen  A^,  A^, . . .  'k^  aufeu&ssen,  und  durch  die 

Substitution  der  betreffenden  Ausdrücke  in  die  Z  Bedingungs- 
gleichungen zu   einer  Bestimmung  der  Grössen  Ap  A.^, .   .  A,  zu 

gelangen,   aus  der  eine  übersichtliche  Darstellung  der  Werthe 
x^,x^,,,,x^  fliesst. 

Auch  die  Entscheidung  über  das  Vorhandensein  eines  Maxi- 
mums oder  Minimums,  die  oben  von  der  Beschaffenheit  des  mit 
den  constanteu  Differentialen  dx^^  dx,^,,  .dx^_i  gebildeten  voll- 
ständigen zweiten  Differentials  der  daselbst  definirten  Function  F 
abhängig  gemacht  war,  lässt  sich  mit  Hülfe  der  eingeführten 
Multiplicatoren  zusammen  ziehen.  Ein  für  constante  Differentiale 
da;,,  dx^j.  -dx^^f  geltender  Ausdruck  d^F  entsteht  aus  dem  für 
beliebige  Differentiale  gebildeten  Ausdruck  d*F,  indem  die 
zweiten  Differentiale  d^  x^, . .  d^  x^_f  gleich  Null  gesetzt  werden. 
Der  für  beliebige  Differentiale  gebildete  Ausdruck  d^F  kann 
aber  aus  dem  vollständigen  zweiten  Differential 
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dadurch  erhalten  werden,  dass  man  die  zweiten  Differentiale 
d^^tt-i^v  '  •  'd*^„,  ^^^  gegebenen  Bedingungsgleichungen  ent- 
sprechend, vermittelst  der  Differentiale  d*x^, . . .  d^x^_^  ausdrückt. 
Für  die  vollständigen  zweiten  Differentiale  der  Functionen 
Vv  V'jy  • "  Tn  ^velche  in  Folge  der  Bedingungsgleichungen  auch 
gleich  Null  sein  müssen,  bestehen  die  wie  (11)  gebildeten  Aus- 
drücke 

^'       fl=l    b=l   ^^a^^'b  «  =  1   ^^a 

Weil  nun  in  jedem  von  diesen  die  einzelnen  Differentiale 
d^  x^  respective  mit  denselben  partiellen  Differentialquotienten 
multiplicirt  sind  wie  die  Differentiale  dx^  in  den  in  (5)  auf- 
gestellten Differentialen  dy,,  dy^, . . .  dy^,  so  erfordert  die  Auf- 
gabe, aus  den  Gleichungen  d'  y^  =  0,  d^  q^^=^0, , .  .  d^  ^^  =  0 
die  Werthe  der  Differentiale  d*  x^y  d'  a?.^, . . .  d*  a;^_^  zu  finden, 
nur  eine  Wiederholung  des  Verfahrens,  das  zu  der  Darstel- 
lung der  Differentiale  dic^_^^,, . , .  da?,,  aus  den  Gleichungen 
dqpi  =  0,  d(f,2  =  0, . .  .  dq)f  =  0  gedient  hat.  Man  erreicht  des- 
halb den  beabsichtigten  Zweck  auch  dadurch,  dass  man  mit 
Anwendung  der  vorhin  bestimmten  Multiplicatoren  A^,  A^*  •  -  •  ^/ 
den  Ausdruck 
(13)  d'f+l,  d^(f^  +  Kd'(p.,  -*-...  +  l,d^(p, 

aufstellt,  in  welchem  die  Differentiale 

d' x^__f^^f  d^a-^_^_j,.„  .  .  .  d^  x^^ 

aus  den  angeführten  Gründen  fortfallen.  Derselbe  wird,  sol)ald  die 
Gleichungen  d*  cp^  =  0,  d*  y.^  =  0, . . .  d-  r/>,  =  0  in  Kraft  treten, 
gleich  dem  Ausdruck  d^f  und  repräsentirt  daher  das  gesuchte 
vollständige  Differential  d*  F,  wobei  die  noch  vorhandenen 
Differentiale  d;r,,__,^,, . . .  dx^^  in  der  angegebenen  Weise  durch 
die  Differentiale  da:,,  d^;^,  . . .  dx^_f  auszudrücken  sind.  In  dem 
vollständigen  zweiten  Differential  d^  F  waren  noch  die  eingehen- 
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den  zweiten  DiflFerentiale  d*ic,, . .  .d-x^_f  gleich  Null  zu  setzen; 
dies  mnss  gegenwärtig  in  dem  Ausdruck  (13)  geschehen.  Weil 
aber  die  zweiten  DiflFerentiale  d*a?„_,^j, . . .  d'a?^  schon  aus  dem- 
selben yerschwunden  sind,  so  fallen  alle  zweiten  DiflTerentiale 
heraus,  und  man  darf  statt  (13)  einen  Ausdruck  betrachten, 
der  nach  demselben  Gesetz ,  aber  mit  lauter  Verschwindenden 
zweiten  Differentialen  d^x^j  d*x^, .  ,,d^x^  gebildet  ist, 

(14)   2;  2;  ^-~dx^dx,+  i,  2:  2;  ,   \\  dx^dx,-^.,. 

'  0=1  6  =  1    ox^  dx^        ^         ° 

Auch  in  diesem  Ausdruck  ist  die  Sonderung  der  n  Variabein  in 
die  Gruppe  von  l  Variabein  ^^_,+„  •  •  ^«  und  die  Gruppe  von 
n — l  Variabein  x^,  x,^, . . .  x^_i  nicht  mehr  sichtbar,  so  dass  statt 
der  zuerst  gewählten  Gruppirung  irgend  eine  andere  genommen 
werden  darf.  Sobald  aus  den  l  Gleichungen 
(15)  d ^j  =  0,  d(p^  =  Oj. .  ,  dq>f=0 

die  Differentiale  von  l  Variabein  als  Functionen  der  DiflTerentiale 
der  n  —  l  übrigen  Variabein  bestimmt  und  in  den  Ausdruck  (14) 
substituirt  werden,  so  zeigt  die  hervorgehende  quadratische 
Form  der  n—l  betreflfenden  DiflFerentiale,  falls  sie  wesentlich 
negativ  ist,  ein  Maximum,  falls  sie  wesentlich  positiv  ist,  ein 
Minimum  an.  Es  liegt  in  dem  Wesen  einer  Mannigfaltigkeit  der 
(n— Z)ten  Ordnung,  welche  für  n Variabein  durch  {Gleichungen 
bestimmt  wird,  dass  auf  verschiedene  Arten  Gruppen  von  n — { 
unabhängigen  Variabein  ausgewählt  werden  können,  um  die 
übrigen  l  Variabcln  darzustellen;  an  die  hierbei  zulässige  Will- 
kür schliesst  sich  die  entwickelte  Methode  der  unbestimmten 
Multiplicatoren  auf  das  genaueste  an  und  nimmt  darum  in  der 
Analysis  einen  hervorragenden  Platz  ein. 


§  60.    Besondere  Aufgaben  der  relativen  Kazlma  nnd 
lUnlma.  Hanptaxenproblem  eines  Kegelschnitts. 

Als  Beispiele  der  entwickelten  Theorie  wählen  wir  zwei 
Aufgaben,  die  sich  auf  Functionen  von  zwei  und  drei  Variabein 
beziehen  und  eine  mannigfache  Anwendung  iinden. 
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I.  Es  soll  die  Quadratsumme  der  beiden  Variabein  a;^,x^ 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  werden,  während 
eine  beliebig  gegebene  ganze  homogene  Function  der  Variabein 
Yom  zweiten  Grade  einen  unveränderlichen  Werth  behält. 

Nach  den  im  vorigen  §  gebrauchten  Bezeichnungen  ist 

(1)  /*(a^i,^J  =  ^J  +  ^;; 

die  constant  zu  setzende  Function  sei 

(2)  (f  (x^,  a:^)  =  Cji  x]  ■¥  2  a,,  x^  x^  +  a^x], 

ihr  vorgeschriebener  Werth  werde  gleich  der  Einheit  ange- 
nommen. Dann  hat  man  zufolge  der  Regel  des  vorigen  §  ver- 
mittelst eines  unbestimmten  Factors  A  den  Ausdruck 

(3)  f(^i,^t)'^^(r(^v^^) 

aufzustellen  und  dessen  nach  x^  und  x^  genommene  erste  par- 
tielle Differentialquotienten  zum  Verschwinden  zu  bringen. 
Hieraus  entstehen,  indem  der  gemeinsame  Factor  2  weggelassen 
wird,  die  Gleichungen 

f     x,'^l{a,,x,-¥a,,x,)  =  0 

\     x.^  +  ?.  (a^^  x^  +  a^  x^  =  0, 

in  denen  wieder  a^^  =  a^^  ist.  Diese  Gleichungen  sind  in  Bezug 
auf  2^1  und  x^  homogen  und  vom  ersten  Grade;  sie  haben,  nach 
den  Variabein  geordnet,  die  Gestalt 

/  (1 +Aaij)a;, +  Aa,2a;2  =  0 
^  ^  \   la,j^x^  +  {l  +  l aj) x^  =  0. 

In  einem  solchen  System  können  die  Grössen  x^  und  ^„  wie 
in  I,  §75  bemerkt  worden,  keine  anderen  als  verschwindende 
Werthe  erhalten ,  wenn  die  betreffende  Determinante  nicht 
gleich  Null  ist.  Die  Verbindung  der  Werthe  x^  =  0,  x^  =  0 
widerspricht  aber  der  gegebenen  Bedingung,  dass  die  homogene 
Function  (2)  gleich  der  Einheit  sein  soll.  Mithin  muss  die 
Determinante  des  Systems  (5)  gleich  Null  werden,  felis  die 
gestellte  Aufgabe  überhaupt  eine  Auflösung  besitzt.  Hieraus 
folgt  für  A  die  Gleichung 

(6)  (l+AaJ(l+;.aJ-A'a',  =  0. 

Die  weitere  Behandlung  gewinnt  an  Durchsichtigkeit,  sobald 
statt  ?.  der  negativ  genommene  reciproke  Werth  dieser  Grösse 
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(7)  .0  =  -  [ 

eingeführt  wird;  hierdurch  entstehen  au»  (5J  und  (6)  beziehungs- 
weise die  Gleichungen 

(6.)  (cu  —  a„)  (w  -  a  J  -  a'^  =  <  K 

Die  letzte  für  lo  geltende  Gleichung  ist  vom  zweiten  Grade  und 
hat  die  beiden  Auflösungen 

(8)  fti^    = —  H-  r  ^^--  ^      j  —  (a„a^^— (ij,) 

'^     = 2 \       2    ~/       («ii^w^O- 

Dieselben  sind  stets  reell,  weil  der  unter  dem  Wurzelzeichen 
befindliche  Ausdruck  durch  die  folgende  einfache  Umformung 
als  eine  Summe  von  zwei  Quadraten  darstellbar  ist, 


W 


Für  jeden  der  gefundenen  Werthe  lo  wird  durch  die  Gleichungen 
(5a)  das  Verhältniss  dei*  Grössen  x^  und  x^  bestimmt,  und  zwar 
kann  zu  diesem  Behufe  die  erste  oder  zweite  Gleichung  ver- 
wandt werden.  Nur  in  dem  einem  Falle  versagen  beide  Glei- 
chungen den  Dienst,  dass  lo  einen  Werth  bekommt,  bei  dem 
alle  Goefficienten  verschwinden,  oder  dass 

io  —  a,j  =  0,  aj2  =  0,  M  —  o.^^  =  0 

ist    Dies  kann  jedoch  nur  geschehen,  wofern 

ist,  mithin  der  Ausdruck  (9)  gleich  Null  wird,  und  die  Function 
(2)  die  besondere  Gestalt  hat 

ttj,  xl  +  2a^.^  x^  X.,  -f  a.^.,  x^  =  ci,,  {x]  -f  xl). 

Dieser  Fall,  in  welchem  die  Bedingungsfunction  aus  der  Function 
x]  -f  xl  durch  Multiplication  mit  einem  constanten  Factor  ent- 
steht, wird  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen.  Offenbar  sind 
die  beiden  Werthe  oP^  und  o/^^  nothwendig  von  einander  ver- 
schieden,  sobald    der  Ausdruck  (9)  von  Null   verschieden   ist. 
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Weil  nun  dieser  Ausdruck  für  keine  reellen  Elemente,  von 
denen  hier  allein  die  Rede  ist,  verschwinden  kann,  ohne  dass 
gleichzeitig  a,i  —  o.^^  =  0  und  a^^  =  0  ist,  so  ist  diese  Voraus- 
setzung ebenfalls  ausgeschlossen;  wir  können  daher  nur  zwei 
von  einander  verschiedene  reelle  Werthe  lo^^^  und  (o^^^  erhalten. 
Zu  €0^^^  und  zu  10^^^  gehört  nach  dem  Obigen  ein  bestimmtes 
Verhältniss  der  Variabein;  durch  die  Bedingungsgleichung  be- 
stimmen sich  für  jedes  solche  Verhältniss  zwei  Werthpaare,  von 
denen  das  eine  aus  dem  andern  durch  Multiplication  mit  der 
negativen  Einheit  hervorgeht.  Mithin  entsprechen  der  Wurzel 
ofi^  zwei  Werthsysteme  xf\  oi^^^  und  —x^p^  —^^^  der  Wurzel 
(0^^  zwei  Werthsysteme  xf^,  xf^  und  —  x^P,  —  x^^\ 

In  Betreff  dieser  Werthsysteme  sind  noch  mehrere  Be- 
merkungen zu  machen.  Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung 
(5a)  mit  x^j  die  zweite  mit  a:,,  und  addirt,  so  tritt  als  Factor 
von  10  die  Function  a  J  +  xl  auf,  während  die  von  w  freien 
Glieder  den  negativen  Werth  der  Bedingungsfunction  (p(x^jX^) 
liefern.  Weil  diese  gleich  der  Einheit  sein  soll,  so  muss  dem- 
nach für  jedes  unsere  Aufgabe  lösende  Werthsystem  x„  x^  die 
Gleichung 

(10)  io  {x\  +  xl)  =  1 

gelten.  Wenn  mau  ferner  die  Gleichungen  (5»)  für  ein  zu  der 
Wurzel  f'/'^  gehörendes  Werthsystem  x\^^,  x^^^  reproducirt, 

-  a,,  ^^/>  +  (c.a)  -  a^)  xf  =  0, 

hierauf  die  erste  Gleichung  mit  der  ersten  Variable,  die  zweite 
Gleichung  mit  der  zweiten  Variable  eines  zu  (o^^^  gehörenden 
Werthsystems  xf\  xf^  multiplicirt  und  addirt,  so  bekommt  w^^^ 

den  Factor  x^^^  xf^  +  x^^  4^\  und  das  Aggregat  der  von  (o^^^ 
unabhängigen  Glieder  wird  gleich  dem  negativ  genommenen 
Ausdrucke 

(11)  (o„  afp  +  a,,  .rf )  xf'  +  («„  x"^'  +  a^  xf)  xf . 

Nach  einer  in  1,  §  81  mit  (0)  bezeichneten  Relation  bleibt 
der  Ausdruck  (11)  ungeändert,  sobald  das  Werthsystem  x^l\x^^^ 
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mit  dem  Werthsystem  Ä?f  \  x^^^  vertauscht  wird.  Wenn  daher  das 

System  der  Gleichungen  (5»)  für  das  zu  der  Wurzel  iiP^  gehörende 
Werthsystem  icf \  x^^^  gebildet  und  das  Werthsystem  0;^*^  s^^  für 
die  Multiplicatoren  verwendet  wird,  so  ist  das  Resultat  ans  dem 
mit  dem  Ausdrucke  ^f  ^  a:f  ^  4-  x^^^  x^^^  multiplicirten  Werthe  itP^ 
und  dem  negativ  genommenen  Ausdrucke  (11)  zusammengesetzt 
Aus  dem  Verschwinden  der  beiden  Ergebnisse  folgt  durch  Sub- 
traction  die  Gleichung 

(12)  (wCD  _  ct;W)  (^0)  xf  +  xf  x^^)  =  0, 

mithin,  weil  nach  der  bestehenden  Voraussetzung  die  Wurzeln 
0)^^^  und  (0^'^^  von  einander  verschieden  sind,  die  auf  die  Werth- 
systeme  xf^,  x^^^  und  xf\  x^^^  bezügliche  Gleichung 

(13)  x\''  x'^'  +  x^^  xf  =  0. 

Die  Gleichung  (10)  kann  ebenso  wie  die  Bedingungs- 
gleichung dazu  dienen,  für  das  zu  einem  bestimmten  Werthe  co 
gehörende  Verhältniss  von  x^  und  x^  die  Werthe  selbst  zu  er- 
mitteln, und  zeigt  zugleich,  dass  unsere  Aufgabe  nur  dann 
eine  reelle  Auflösung  gestattet,  wie  hier  allein  verlangt  wird, 
wenn  w  einen  positiven  Werth  erhält.  Die  Vorzeichen  der 
Wurzeln  w^*^  und  w^'^  lassen  sich  leicht  beurtheilen,  indem  man 
die  linke  Seite  der  Gleichung  (6»)  nach  io  geordnet  darstellt, 

(14)  io^  —  (Ojj  +  a J  w  -t-  a„  a^  —  a\^  =  0. 

Da  nach  I,  §  28  die  Summe  der  Wurzeln  gleich  der  Verbin- 
dung a,j  +  a.^2»  d*^  Product  dereelben  gleich  der  Verbindung 
a,j  a^  —  ajj,  der  Determinante  der  quadratischen  Form  q^ix^,  a?,) 
ist,  so  haben  beide  Wurzeln  das  positive  Zeichen  für 

(15)  Ojl«22-«L>^^   «II  >^^ 

beide  Wurzeln  das  negative  Zeichen  für 

(16)  a„  a^  —  al^  >  0,  a,j  <  0, 
dagegen  entgegengesetzte  Zeichen  für 

(17)  a,i  a.^,  -  a'2  <  0. 

Die  Voraussetzung  a,i  a^^  —  a]^  =  0,  bei  der  eine  der  Wurzeln 
verschwindet,  wird  von  hier  ab  nicht  weiter  verfolgt.  Wie  wir 
uns  erinnern,   muss   die  quadratische  Form  7)  {x^,  x^)  bei  den 
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gangen  (15)  wesentlich  positiv,  bei  den  Bedingungen  (16) 
itlich  negativ  sein,  während  sie  bei  den  Bedingungen  (17) 
il  positive  als  negative  Werthe  annehmen  kann.  Da  eine 
itlich  negative  Form  niemals  der  positiven  Einheit  gleich 
so  sind  die  Bedingungen  (16)  gegenwärtig  anszuschliessen. 
5)  kommen  ftir  die  gestellte  Aufgabe  die  beiden  positiven 
3ln  01^^^  und  lo^^^  zur  Anwendung,  bei  (17)  nur  die  eine 
ve  Wurzel. 

Für  die  Darstellung  von  x^  und  x^  waren  die  aus  (5»)  fol- 
n  Proportionen  angegeben 


{ 


^1  '  ^2  =  ^^  ■"  ^22  •  ^12. 


die  linke  Seite  der  ersten  mit  x,,  die  linke  Seite  der 
3n  mit  x^  multiplicirt,  so  stimmen  auf  beiden  Seiten  das 
Glied  des  ersten  Verhältnisses  und  das  zweite  Glied  des 
3n  tiberein;  mithin  lassen  sich  die  Proportionen  zu  der 
iden  fortlaufenden  vereinigen 

x^  :x^x^:xl  =  iü  —a^: a^^ :  lo  —  a„. 

5rn  durch  dieselbe  das  Verhältniss  xl :  xl,  durch  die  Glei- 

;  (10)  der  Werth       der  Summe  x\  -t-  x]  gegeben  ist,  re- 
3n  für  xl^  xIj  x^  x^  die  Werthe 


x]  = 


xt  = 


w  —  a, 


22 


ü) 


(20) —a^^  —  a^) 


M  —  a 


11 


w(2w  — «jj  — ^22) 


^'^^        a>(2ft>-a„  — a^,)  ' 


e  mit  Benutzung  der  fttr  01  geltenden  Gleichung  (14)  die 

ide  Gestalt  annehmen 

(w  —  g^) 
2 


xj  = 


(JÜ 


xl  = 


x,x^  —      •/ 


«12 


f^>'—a^^a„+ali 
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Wann  ein  Maximum,  wann  ein  Minimam  vorbanden  sei, 
hängt  nach  der  Formel  (14)  des  vorigen  §  von  dem  Verhalten 
des  Ausdruckes 

(22)  dx^  +  dx^  +  X{a^^dx'^  -f  2 a^^d x^dx.^  +  a.^d x]) 

ab,  in  welchem  das  Verhältniss  der  Differentiale  dx^  und  dx^ 
durch  das  Verschwinden  des  Differentials  drp, 

-  (23)  (a„  x^  +  a^2  x.^)  dx^'\-  (a.^^  x^  +  »a.^^  x.^)  dx^=^0 

bestimmt  wird.  Vermöge  der  Gleichungen  (4)  darf  statt  (23) 
die  Gleichung 

(24)  x^  dx^  -b  x^dx^=^0 
eintreten,  um  derentwillen 

(25)  dx^idx^^^  —  x^:Xi 

ist.  Hieraus  folgt  die  Berechtigung,  in  (22)  die  Differentiale 
dx^  und  dx^  durch  Grössen,  die  in  dem  bezeichneten  Verhält- 
nisse stehen,  und  daher  respective  auch  durch  —  x^  und  x^ 
selbst  zu  ersetzen,  wodurch  der  Ausdruck 

(26)  xl  +x]  +1  (a^j  x]  —  2  a^^  ^2  ^i  +  ^22  ^i^» 

entsteht.    Indem  nach  (7)  für  A  die  Grösse eingeflihrt  wird, 

verwandelt  sich  (26)  in 

(27,  (.-^), 

Die  Substitution  der  Werthe  von  x\  x^,  x^  x,,  aus  (21)  giebt  dann 
das  Resultat 

,oQN  (^  -«,>,)' 4- 2a^,  +  (w  - «, J' 

w  ((0  —  a^j  a^  4-  a^^ 

bei  welchem  der  Zähler  als  eine  Summe  von  drei  Quadraten, 
der  Factor  (o  des  Nenners  nach  der  getroffenen  Voraussetzung 
positiv  ist,  folglich  das  Vorzeichen  durch  das  Vorzeichen  der 
Differenz   u?  —  a^^  a,^^  +  al^   bestimmt    wird.      Da    die    Grösse 

a„a22  — a^2  gleich  dem  Product  der  beiden  Wurzeln  w^^^w^*^  ist, 
so  hat  die  Differenz  unter  den  Bedingungen  (15),  wo  es  zwei 
verschiedene  positive  Wurzeln  giebt,  fllr  die  grössere  Wurzel 
das  positive,  für  die  kleinere  das  negative  Vorzeichen;  dagegen 
hat   die   in  Rede   stehende  Difibrenz    unter   den    Bedingungen 
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(17),  WO  zwei  Wurzeln  von  entgegengesetztem  Zeichen  vor- 
lianden  sind,  für  die  zu  wählende  positive  Wurzel  stets  das 
positive  Vorzeichen.  Demnach  liefert  in  dem  Falle  (15)  die 
gr(to8ere  Wurzel  ein  Minimum,  die  kleinere  ein  Maximum,  wäh- 
rend in  dem  Falle  (17)  die  positive  Wurzel  stets  ein  Minimum 
hervorbringt. 

Die  so  eben  gelöste  Aufgabe  berührt  sich  mit  einer 
Fundamentalaufgabe  aus  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten. 
Für  rechtwinklige  Coordinaten  a?,,a:,  stellt  die  Gleichung 

(29)  a^^x]  +  2 aj2 x^  x^  +  a^xl  =  l 

eine  Ellipse  oder  Hyperbel  dar,  jenachdem  von  den  Goefficienten 
a,„  a,2,  «22  die  Bedingungen  (15)  oder  (17)  erfüllt  werden. 
Wenn  der  Gleichung  (29)  ein  Werthsystem  x^,x^  genügt,  so 
genügt  ihr  auch,  wie  schon  oben  bemerkt  worden,  das  zuge- 
hörige Werthsystem  —  ^,,  — a?,;  die  betreffenden  beiden  Punkte 
der  Gurve  liegen  auf  einer  durch  den  Goordinatenanfangs- 
punkt  laufenden  Geraden  zu  beiden  Seiten  desselben  in  gleichen 
Entiemungen,  mithin  wird  jede  durch  den  Goordinatenanfangs- 
punkt  gezogene  Sehne  der  Gurve  in  diesem  Punkte  halbirt. 
Eine  solche  Sehne  heisst  ein  Durchmesser,  und  der  zum  Goor- 
dinatenanfangspunkt  gewählte  Punkt  der  Mittdpwnkt  des  durch 
(29)  gegebenen  Kegelschnitts.  Die  Function 
(1)  x\  +  x\ 

bedeutet  also  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  {x^,x^) 
von  dem  Mittelpunkte  des  Kegelschnitts,  und  die  behandelte 
Au%abe  giebt  diejenigen  Punkte  des  Kegelschnitts  an,  für 
welche  das  Quadrat  jener  Entfernung,  folglich  auch  die  Ent- 
fernung selbst,  einen  grösten  oder  kleinsten  Werth  erhält.  Wie 
sich  gezeigt  hat,  liegen  bei  der  Ellipse  auf  einer  durch  den 
Mittelpunkt  gehenden  Geraden  zwei  Maxima,  auf  einer  andern 
durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden  zwei  Minima,  während 
bei  der  Hyperbel  nur  auf  einer  durch  den  Mittelpunkt  gehenden 
Geraden  zwei  Minima  vorkommen. 

Bei  der  Ellipse  werden  der  Gosinus  und  Sinus  des  Winkels, 
welchen  die  von  dem  Mittelpunkt  nach  dem  Punkte  {x^^^^x^^ 

gezogene  Gerade  mit  der  positiven  rr,  Axe  bildet,  respective 
durch  die  Ausdrücke 
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x<"  4" 


bezeichnet;  fUr  den  Punkt  (x^\x^^'^)  gelten  die  entsprechenden 
Ansdrttcke 

(31)  '  *» 


r=1 


Wegen  der  Gleichung  (10)  dari'  man  aber  statt  der  ersten 
Quadratsuninie  den  Werth  -.^t,  statt  der  zweiten  den  Werth 

^jjj   setzen,  und  erhält  beziehungsweise  die  Ausdrucke 
(32)  \  , '  '     _.   _  * 

Wenn  in  dem  Falle  der  Hyperbel  w^*^  die  positive  Wurzel  be- 
deutet, so  gelten  die  ersten  beiden  Ausdrucke  ebenfalls  in 
Bezug  auf  die  Verbindungslinie  des  zugehörigen  Punktes 
x^l\x^^^  mit    dem  Mittelpunkte.    Die  andere   negative  Wurzel 

cü^*^  liefert  keine  Auflösung  der  Aufgabe  des  Maximums  oder 
Minimums  und  wurde  deshalb  vorhin  ausgeschlossen.  Hält  man 
aber   die   rein   algebraische  Frage   fest,  so  finden  sich  für  x^^^ 

und  x^^^  rein  imaginäre  Werthe,  aus  denen  für  (31)  reelle  zu- 
sammengehörige Werthe  des  Cosinus  und  Sinus  eines  von  einer 
gewissen  durch  den  Mittelpunkt  gezogenen  Geraden  mit  der 
positiven  x  Axe  gebildeten  Winkels  folgen,  die  auch  durch  die 
beiden  letzten  Ausdrücke  in  (32)  darstellbar  sind.  Demnach 
werden  sowohl  bei  der  Ellipse  wie  bei  der  Hyperbel  vermit- 
telst (32)  die  Richtungen  von  zwei  durch  den  Mittelpunkt 
gehenden  Geraden  bestimmt;  dieselben  stehen  auf  einander  senk- 
recht, weil  der  Cosinus  des  Neigungswinkels  den  Werth 

(13*)  }fJ''~  y'iö^^  (a^/>xf  >  +  x^^^xf) 

hat,  also  in  Folge  der  Gleichung  (13)  verschwindet.  Diese  zn 
einander  senkrechten  Geraden  heissen  die  beiden  Hauptaxen  des 
Kegelschnitts, 

Nachdem   auf  dem    eingeschlagenen  Wege  die  Lage  der 
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Hauptaxen  gefunden  ist,  kann  man  die  Gleichung  des  Regel- 
schnitts umformen,  indem  man  statt  der  ursprünglichen  Coor- 
dinaten  x^  und  x^  neue  einfuhrt,  welche  denselben  Anfangs- 
punkt haben  und  sich  auf  die  Hauptaxen  als  Coordinatenaxen 
beziehen.  Wie  in  I,  §  80  hervorgehoben  ist,  gehören  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  {x^  x^)  zu  der  daselbst 
entwickelten  Interpretation  der  obigen  quadratischen  Form  (1), 
welche  das  Quadrat  des  betreifenden  Punktes  von  dem  Coordi- 
natenanfangspunkt  ausdrückt.  Nimmt  man  bei  demselben  Goor- 
dinatenanfangspunkt  ein  anderes  rechtwinkliges  Axensystem  ^,  97, 
so  muss  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  (f,  /;)  von 
jenem  Punkte  wieder  durch  die  Quadratsumme  S'  +  r/  darge- 
stellt werden;  ausserdem  hängen  die  Coordinaten  desselben 
Punktes  in  den  beiden  Systemen  durch  Gleichungen  des  ersten 
Grades  zusammen,  welche  mit  den  constanten  Goefficienten 
"7  ßy  y>  ^  gebildet,  die  folgende  Gestalt  haben 

(33)  x,  =  a^  +  ßr, 

^a  =  y?  +  ^'/- 

Hier  entsprechen  die  Werthe  x^  = «,  ar,  =  y  den  Werthen 
^=1,  i;  =  0,  die  Werthe  x^=ß,x^  =  d  den  Werthen  ^=0,  i;  =  l. 
Auch  ist  a.  a.  0.  nachgewiesen,  dass  die  neuen  positiven  Axen 
^,  /^  die  gleiche  oder  entgegengesetzte  relative  Lage  wie  die 
ursprünglichen  positiven  Axen  a?,,  Xa  haben,  je  nachdem  die 
Determinante  der  Substitution 

(34)  ad  —  ßy 

einen  positiven  oder  negativen  Werth  hat.  Vermittelst  der 
Substitution  (33)  muss  die  Gleichung 

(35)  a:J  +  a:J  =  ^'  +  rj^ 

erfbllt  werden,  oder,  wie  man  auch  sagt,  die  quadratische 
Form  x]  +  xl  in  sich  selbst  tibergehen.  Weil  nun  nach  (28)  in 
I,  §78  die  Determinante  der  neuen  Form  gleich^  dem  Product 
aus  der  Determinante  der  ursprünglichen  Form  und  dem  Qua- 
drate der  Substitutionsdeterminante  ist,  die  Determinanten  der 
beiden  gegenwärtigen  Formen  jedoch  gleich  der  Einheit,  also 
einander  gleich  sind,  so  muss  das  Quadrat  der  Substitntions- 
determinante  ebenfalls  gleich  der  Einheit  sein;  sie  selbst  ist 
also  entweder  gleich  der  positiven  oder  gleich  der  negativen 
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Einheit.  Wegen  der  Gleichung  (35)  folgen  für  a,  ß,  y,  d  die  Re- 
lationen 

j    a»+  /  =  1 

(36)  <    ß^-\-  (J*  =  l 

\aß  +  yd=0. 
Aus  der  ersten  bestimmt  sich  ein  Winkel  x>  aus  der  zweiten 
ein  Winkel  i/'>  wie  folgt, 

ja  =  cos X    /^  =  co8i// 

f  y  =  sm  X    o  =  sin  i/', 
nach  der  dritten  muss 

(38)  cos  X  cos  \!f  +  sin  x  sin  i/^  =  cos  (i//  —  x)  =  0 

sein,  also  ist  die  Differenz  iff—x  entweder  gleich  —  oder  gleich 

—  ■-.  Die  Substitutionsdeterminante  (34)  verwandelt  sich  in  den 

Ausdruck 

(39)  cos  X  sin  i/'  —  cos  i/^  sin  /  =  sin  (i/'  —  z)- 

Je  nachdem  derselbe  gleich  der  positiven  oder  negativen  Einheit 

ist,  wird  xp  —  x  gleich  -^  oder  —  ^"  >   so   dass    für  den   ersten 

Fall  aus  (33)  die  Formeln 

(40.)  a?!  =  cos  X .  §  —  sin  X . '; 

rr,  =  sin  x.?  +  cos^.  ^, 
für  den  zweiten  Fall  die  Formeln 

(40b)  a;,  =  cos  X  .  b  +  sin  Z  • »? 

a-j  =  sin  X .  ?  —  cos  x  • '/ 
entstehen.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  in  dem  ersten  Falle 
die  positiven  Axen  x^  und  x^  durch  Drehung  um  den  Winkel  x  mit 
Beibehaltung  der  Reihenfolge  in  die  positiven  Axen  der  ^  und  r^ 
übergeführt  werden  können,  was  in  dem  zweiten  Falle  nicht 
möglich  ist. 

Um  bei  der  Gleichung  des  Kegelschnitts  Coordinaten  ^,  t} 
einzuführen,  welche  zu  den  Hauptaxen  gehören,  hat  man  also 
die  Werthe  der  in  (37)  angeführten  Grössen  in  derselben  Reihen- 
folge aus  (32)  zu  nehmen;  den  beiden  ersten  Gleichungen  von 
(36)  entspricht  die  mit  w  =  w^^^  und  cu  =  co^^^  gebildete  Glei- 
chung (10),  der  dritten  Gleichung  von  (36)  das  Verschwinden 
des  Ausdrucks  (13*).    8o  ergiebt  sich  die  Substitution 
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(41)  a;,  =  l^«("4"|  +  }yX'<i 

Die  darans  hervorgehende  Transformation  der  quadratischen 
Torrn  (p(x^,x^)  vereinfacht  sich  durch  die  Bildung  der  halbge- 
nommenen partiellen  Differentialquotienten 

(42)     «„  X,  +  a.,  X,  =  U»  («„  a;i"  +  a.,  4'>)  |  +  W^  (a„  a^«  +  a,,xf^  , 

welche  mit  Hülfe  der  auf  w  =  w^^^  und  w  =  w^^^  angewendeten 
Gleichungen  (5^)  die  Gestalt  bekommen 

(43)  a„  X,  +  a^  X,  =  w'"  \f^'^x['^  |  +  w^»'  l^ti;^'  a;f  i? 

Multiplicirt  man  jetzt  bei  (41)  und  (43)  die  erste  mit  der  ersten, 
die  zweite  mit  der  zweiten  Gleichung,  und  zwar  einerseits  die 
Ausdrücke  links,  andrerseits  die  Ausdrücke  rechts,  und  addirt, 
so  geht .  auf  der  linken  Seite  die  Function  q)  (x^,  x^)  hervor,  auf 
der  rechten  Seite  erhält  dagegen  nach  den  schon  mehrfach 
benutzten  Relationen  der  Coefficient  von  $*  den  Werth  w^*\  der 
Coefficient  von  iy*  den  Werth  w^^\  und  der  zu  2  |iy  gehörige  Coef- 
ficient den  Werth  Null.    Man  findet  demnach  das  Resultat 

(44)  Oji  a;J  +  2  a^^  x^  x^  +  a^  x]  =  (o^^^  f  +  to^^^  tj\ 

Dasselbe  zeigt,  dass  die  Gleichung  der  Ellipse  wie  der  Hy- 
perbel, wenn  die  Hauptaxen  zu  den  Goordinatenaxen  gemacht 
werden,  dadurch  ausgezeichnet  ist,  dass  sie  nur  die  Quadrate 
der  Coordinaten  und  nicht  ihr  Product  enthält.  Bei  der  Ellipse 
stellen  (o^^^  und  i/^^  die  reciproken  Werthe  der  Quadrate  der 
halben  zu  den  Hauptaxen  gehörenden  Durchmesser  dar,  welche 
ebenfalls  Hauptaxen  genannt  werden;  bei  der  Hyperbel  gilt 
der  gleiche  Ausdruck  eigentlich  nur  für  die  positive  Wurzel 
io^^\  wird  aber  auch  von  beiden  Wurzeln  gebraucht. 

Hiemach  löst  die  so  eben  durchgeführte  Untersuchung  die 
Aufgabe,  die  Hauptaxen  eines  Kegelschnitts  nach  Lage  und 
Grösse  zu  bestimmen,  oder  dessen  Hauptaxenproblem.  Man  kann 
den  Inhalt  der  Gleichungen  (35)  und  (44)  dahin  zusammen- 
fassen,   dass   durch   die  Substitution  (41)  die  beiden  quadrati- 

LipMhits,  Aiutlyaii  II.  ^^ 
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scheu  Formen  a;J+a;J  und  q^(x^,xj  gleichzeitig  so  transformirt 
werden,  dass  die  erstere  in  sich  selbst,  die  zweite  in  eine  Form 
tibergeht,  welche  nur  die  Quadrate  der  neuen  Variabein  enthält. 
Auf  diese  Weise  werden  die  beiden  Formen,  welche  in  dem 
gestellten  Problem  des  relativen  Maximums  oder  Minimums  vor- 
kommen, gleichzeitig  transformirt,  und  es  lässt  sich  die  Auf- 
lösung in  Bezug  auf  die  neuen  Variabein  |  und  t]  so  aus- 
drucken, dass  die  zugehörigen  Werthsysteme  diejenigen  sind,  fttr 
welche  entweder  die  zweite  Variable  t]  oder  die  erste  Variable  J 
verschwindet. 


§  61.    Fortsetiimg.    Bauptazonproblem  •inor  Fl&oho 

swoiton  Chrades. 

Die  zweite  Aufgabe,  welche  wegen  ihrer  Analogie  mit  der 
ersten  eine  kürzere  Behandlung  zulässt,  ist  die  folgende: 

IL  Die  Quadratsumme  der  drei  Variabein  rc,,  a;,,  Xj  unter 
der  Bedingung  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen, 
dass  eine  beliebig  gegebene  ganze  homogene  Function  der  Va- 
riabein vom  zweiten  Grade  einen  unveränderlichen  Werth  behält. 

Es  ist  hier 

(1)  f{x,,  a:„  x^)  =  xj  +  xj  -ha;| ; 

die  gegebene  Function  sei  in  der  früheren  Weise  bezeichnet 

(2)  (p  (x^,  x,,  x^) 

ihr  fester  Werth  sei  wieder  gleich  der  Einheit.  Mit  Hülfe  eines 
unbestimmten  Factors  k  bilde  man  nach  §  59  den  Ausdruck 

(3)  f{x^,  x^y  x^)  +  Xqi  {x„  x^,  x^)j 

und  erzeuge  durch  Nullsetzen  der  nach  x^,  x^,  x^  genommenen 
partiellen  Differentialquotienten  die  Gleichungen 

(  x^^- lia^^x^-v  012^^2  + «13^3)  =  0 

(4)  <  ^2  +  ^(«ai^i  +  «22^2  +  «23^3)  =0 

'  ^3  +  ^(«8i^i  +«j,a;, +  0332:3)  =  0. 

Dieses  System  von  Gleichungen  des  ersten  Grades  tHr  x^,x^,x^ 
würde  ans  der  im  vorigen  §  angeführten  Ursache  nur  durch 
die  Werthe  x^  =  0,  a;^  =  0,  rr,  =  0  ertHUt  werden,  wenn  die 
Determinante  des  Schemas  der  Coefiicienten 
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1  +  A  a„ 

^«12 

^•«18 

Aa,j 

l  +  Xa^ 

^«28 

^«3, 

^«32 

1  +/.a^ 

to      a„ 

«12 

-«18 

«21 

10 -a„ 

—  «28 

-Diu,) 

—  «Sl 

«82 

'"-«33 

(5) 

nicht  gleich  Null  wäre.  Mithin  muss  die  betreffende  Deter- 
minante verschwinden  und  bestimmt  auf  solche  Weise  den 
Werth  L    Nun  werde  abermals 

<6)  ..  =  -[ 

gesetzt,  so  dass  ans  (4)  das  System  von  Gleichnngen 

j        (w  —  a„)  x^  —  «1,  ic,  -  a,j  a;,  =  0 

(7)  <   —  o„ a;,  +  (w  —  a„) x, -  a^x,  =  0 

l   —  O3,  X,  —  Og,  «,"  +  (w  -  ojic,  =  0 

folgt,  dessen  Determinante 

(8) 

durch  ihr  Verschwinden  flir  to  die  Gleichung 
(9)  D  ((o)  =  0 

liefert.  Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  können  von  einander 
verschieden  sein,  oder  es  können  unter  ihnen  gleiche  vorkommen; 
wir  schliessen  die  Fälle,  in  denen  das  letztere  geschieht,  von  der 
Betrachtung  aus.  Nach  I,  §  49  tritt  bei  einer  algebraischen 
Gleichung  dann  und  nur  dann  eine  doppelte  Wurzel  auf,  wenn 
für  deren  Werth  die  erste  Ableitung  der  gleich  Null  zu  setzenden 
Function  mit  der  Function  gleichzeitig  verschwindet.  Die  erste 
Ableitung  oder  der  nach  w  genommene  erste  Differentialquotient 
der  Function  D((o)  ist  der  Ausdruck 

Die  getroffene  Annahme  besteht  also  darin,  dass  derselbe  durch 
keine  Wurzel  der  Gleichung  (9)  zum  Verschwinden  kommen  darf. 
Sobald  für  w  eine  Wurzel  der  Gleichung  (9)  genommen 
wird,  dient  das  System  von  Gleichungen  (7),  wie  am  Schlüsse 
von  I,  §  75  auseinandergesetzt  ist,  dazu,  die  Verhältnisse  der 
Grössen  x^yX^,x^  zu  bestimmen.  Es  mögen  die  adjungirten 
Elemente  des  Schemas  (8)  in  der  entsprechenden  Ordnung 
folgendermassen  bezeichnet  werden 
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(11)  D,,iio)    D,,{io)   D,,{w) 

wo  aus  der  Symmetrie  des  Schemas  (8)  die  Symmetrie  des 
vorliegenden  folgt;  falls  nicht  alle  adjungirten  Elemente  ver- 
schwinden, werden  die  Verhältnisse  der  Grössen  ^^1,^^8,^:3 
durch  die  Verhältnisse  der  entsprechend  geordneten  Elemente 
irgend  einer  Horizontalreihe  ausgedrückt.  Die  Möglichkeit, 
dass  alle  Elemente  in  (11)  gleich  Null  werden,  ist  indessen  da- 
durch beseitigt,  dass  der  Ausdruck  (10)  für  keine  Wurzel  von 
(9)  gleich  Null  werden  darf;  denn  es  leuchtet  ein,  dass  derselbe 
mit  dem  Aggregat  der  drei  Elemente  < 

(12)  AiH  +  ^«(^^)  +  A3(^) 

tibereinstimmt,  und  daher  bei  dem  Verschwinden  aller  Elemente 
ebenfalls  verschwinden  mtisste.  Demnach  gelten  die  drei  Pro- 
portionen 

(13)  <    x,:x^:x^  =  D^^  (w):  D^  (w) :  D^ (w) 

I    x^:  x^:  x^  =  2)31  (10):  2)32  (w):  D^  (w) 

Wird  die  linke  Seite  der  ersten  mit  rc^,  der  zweiten  mit  a;,, 
der  dritten  mit  x^  multiplicirt,  so  lässt  sich  wegen  der  Gleich- 
ungen D12  (ft>)  =  Djji  (w),  u.  s.  f.  wieder  eine  fortlaufende  Propor- 
tion  ableiten, 

(U)  x^-a^'T^'X  X  'X  X  'X  X 

=  A,  (w):  B^ (w):  2)33  (w):  B^,  (a>):  D3,  (w):  B,,{w). 
Ein  geeignetes  Hülfsmittel  zur  ferneren  Untersuchung  des 
Systems  (7)  besteht  darin,  die  erste,  zweite  und  dritte  Gleichung 
respective  mit  drei  unbestimmten  Grössen  u,  v,  w  zu  multipliciren 
und  hierauf  zu  addiren,  so  dass  die  Gleichung 
(15)  (o(x^u  +  x^v  +  x^w) 

_  l/ay(^^,a?„a;,)^  ^  d(p{x,,  x^,x^)  ^  ^  ay(a;„^„^J    \^q 
2\  dx^  dx^  dx^  ) 

entsteht.  Nach  einer  im  vorigen  §  erwähnten  Bemerkung  hat 
der  in  der  zweiten  Klammer  befindliche  Ausdruck  die  Eigen- 
schaft, sich  nicht  zu  ändern,  wofern  die  Grössen  x^,x^jX^  der 
Reihe  nach  mit  den  Grössen  u^  t?,  tv  vertauscht  werden,  oder 
die  Relation 
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cjr,  c^jr,  ex, 

CM  '  CC  CIT 

zo  erfÜlleD.  Setzt  man  in  ^15)  erstens  M=iC,,r=:j;,,if=j'„ 
i»o  wird  das  zu  snbtrahirende  Aggregat  nach  dem  £W7€r*schen 
Satze  Yon  den  homogenen  Functionen  gleich  der  Function 
9"(x,,j:„x,\  und  insofern  deren  Werth  gleich  der  Einheit  sein 
soll,  dieser  selbst  gleich :  hieraus  geht  f&r  jede  Wurzel  von  (9) 
die  Gleichung 

(17)  ai(-rj+xj  +  a;;)=l 

hervor.  Die  drei  nach  der  bestehenden  Voraussetzung  ver- 
schiedenen Wurzeln  von  (9)  mögen  mit  w^'\  w^*\  c»/^^  bezeichnet, 
die  zu  einer  jeden  gehörigen  Werthe  x^^  x„  x^  durch  Hinzu- 
ftgung  des  entsprechenden  oberen  Zeigers  kenntlich  gemacht 
werden.  Es  werde  nun  in  (15)  einmal  ffir  lo  eine  bestimmte 
Wurzel  10^^^  gewählt,  demzufolge  a;,  =  x^^jX^^^sd^^^^x^^^^^^  ge- 
nommen, femer  mit  Anwendung  einer  zweiten  Wurzel  c»/'^  die 
Bestimmung  « =  icj'\  v  =  x^p^  w^^xf^  getroffen;  ein  zwei- 
tes Mal  werde  für  oj  die  Wurzel  w^'^  substituirt,  so  dass 
x^=x^^,  x^==x^^\  ^3=^z^  sind,  femer  umgekehrt  u=x^^^jV=x^^\ 

w=x^^^  gesetzt;  dann  nimmt  die  erste  Klammer  und  wegen 
(16)  auch  das  zu  snbtrahirende  Aggregat  beide  Male  denselben 
Werth  an,  so  dass  durch  Subtraction  der  Resultate  die  Glei- 
chung 

(18)  («">  -  c/*')  ix^'  xf'  +  x<'>  x^>  +  x^'  xf )  =  0 

entsteht.  Weil  aber  vermöge  der  getroffenen  Annahme  lo^^^  —  u/^^ 
nicht  gleich  Null  sein  kann,  so  mnss  die  Gleichung 

(19)  x^^'x'^'  +  x'^'x^'^x'^'/^'=0 

ertmit  sein;  in  derselben  Weise  gelten  fUr  die  zu  zwei  andern 
Paaren  von  Wurzeln  gehörenden  Werthe  die  Gleichungen 


(20) 


\  x'^  <>  +  x^  x<»  +  X«  4»  =  0. 


Aus  der  Verbindung  der  Gleichung  (17)  mit  der  Proportion  (14) 
folgt  für  die  auf  der  linken  Seite  der  letztern  vorkommenden 
Grössen  die  Bestimmung 
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(21)  :.^ 3'('-> ,       ^« ^«H 

^^''  ""^  -  «(2>„(co)+2)»+D»)  •^='-  a;(D„(c«)+D.»+ 2)33(0,)) 

^»  -DssH 

ic„  =  — 


"       oi  (!>„(«) +D„(a»)+ 2)33(0,)) 


_  ■»mC'«)  _       _  _  _  -»mW 

•*'«   »VA  — -  /  -w^        /        \.       .»X         /        \.       -»X         /~\x'        •*'«l  •**!  ~~" 


A2W 


^^"'^       c.(D,,(cu)+D»+D33H) 


Der  zweite  Factor  des  gemeinsamen  Nenners  ist  der  obige 
Ausdruck  (12)  und  darf  als  solcher  för  keinen  der  Werthe 
co^^\  (D^^\  o)^'*  gleich  Null  werden.  Dass  einer  der  drei  Werthe 
selbst  gleich  Null  sei,  schliessen  wir  durch  die  Festsetzung  aus, 
dass  die  Determinante  der  quadratischen  Form  q^{x^^  x^y  x^) 

(22)        a,j  a^  a^  —  a^j  a^  —  a^  a]^  -  a^  a],  +  2a,^  a^^  a^^, 

in  deren  negativ  genommenen  Werth  die  Determinante  (8)  ttir 
a)=0  übergeht,  von  Null  verschieden  sein  soll. 

Es  lässt  sich  nachweisen,  dass  die  drei  Wurzeln  io^^\  a»^^\  w^'^ 
der  Gleichung  (9)  stets  reell  sind.  Als  eine  Gleichung  mit 
reellen  Goefficienten  könnte  dieselbe  nach  §  53  nur  entweder 
drei  reelle  Wurzeln  oder  eine  reelle  und  zwei  complexe  conju- 
girte  Wurzeln  haben.  Wäre  das  letztere  der  Fall  und  hiessen 
die  conjugirten  Wurzeln  w*^^  und  cü^*\  so  erhielte  man  vermöge 
(21)  für  w=:w^*^  ein  durch  bestimmte  algebraische  Operationen 
gebildetes  Werthsystem  x^^\  x^^^,  x^^^^  für  cu=w^^^  ein  auf  die- 
selbe Art  gebildetes  Werthsystem  x^y\  xf^,  xf^.  Die  vorkom- 
menden algebraischen  Operationen  sind  erstens  rationale,  und  von 
diesen  ist  in  I,  §  27  gezeigt,  dass  bei  Anwendung  der  gleichen 
Operationen  auf  Elemente,  die  mit  gegebenen  Elementen  conju- 
girt  sind,  nothwendig  ein  mit  dem  ursprünglichen  conjugirter 
Werth  hervorgeht;  zu  der  Darstellung  von  x^,  x^,  x^  gehören 
femer  Ausziehungen  von  Quadratwurzeln,  in  Betreff  deren  nach 
I,  §  39  der  Satz  gilt,  dass  je  eine  der  beiden  Quadratwurzeln 
aus  einer  Grösse  A+iB  mit  je  einer  der  beiden  Quadratwurzeln 
aus  der  conjugirten  Grösse  A — iB  conjugirt  ist  Aus  diesen 
Gründen  Hesse  sich  in  dem  obigen  Falle  bewirken,  dass  a;f  ^ 
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mit  a;J*\  x^^^  mit  x^l\  x^p  mit  x[p  coujugirt  würde.  Trennte  man 
demnach  den  reellen  und  imaginären  Theil  und  setzte 

(23)  x'^  =  i,  +  i//„  4^^  =  A,  +  t/r_„  4'^  =  A3  +  tV'3, 

80  Würde  sich  (19)  in  die  Gleichung 

(24)  11  +  ^J  +  l\  +  ,,J  +  ;.J  +  ,,,J  =0 
verwandeln,  welche  nicht  anders   als  durch  Verschwinden  der 
sämmtlichen  reellen  Grössen  A ,, /i,,  A^, //^,  A,,,//,  erfüllt  werden 
könnte.  Dann  mtissten  aber  auch  x^P^  x^^^j  x^P,  a;f  \  x[pj  x^p  selbst 

gleich  Null  sein,  was  mit  Rücksicht  auf  die  fllr  ai=w^'^  und  w^^^ 
geltende  Gleichung  (17)  unmöglich  ist.  Mithin  sind  alle  drei  Wur- 
zeln w^^\  io^^\  iü^^\  wie  behauptet  worden,  reell.  Hieraus  ergiebt 
sich,  dass  die  Ausdrücke  der  rechten  Seite  der  in  (21)  zusam- 
mengefassten  Gleichungen  ebenfalls  für  o)  =  cü^^\  w^^\  co^^^  reell 
werden.  Für  x^,  x^,  x^  können  hiernach  nur  Werthe  erschei- 
nen, die  entweder  reell  sind,  oder  negative  reelle  Quadrate 
haben,  das  neisst,  rein  imaginär  ausfallen.  Weil  aber  die 
Producte  x^  x^,  x^  x^,  x^  x^  wieder  noth wendig  reell  sind,  so 
können  x^,  x^,  x^  nur  entweder  sämmtlich  reell  oder  sämmtlich 
rein  imaginär  sein,  und  zwar  muss  das  eine  oder  andere  ein- 
treten, je  nachdem  die  Summe  ihrer  Quadrate  einen  positiven 
oder  negativen  Werth  hat.  Diese  ist  aber  nach  (17)  dem  reci- 
proken  Werth  der  betreffenden  Grösse  cu  gleich.  Es  werden 
daher  x^^  a;,,  x^  gleichzeitig  reell  oder  rein  imaginär,  je  nach- 
dem die  zugehörige  Wurzel  w^^\  tei^^^,  co^^^  positiv  oder  negativ 
ist.    In  Folge  dessen  haben  die  neun  Grössen 

(25) 


]/«'•' 

-? 

^''' 

-T 

V««"' 

-T 

i^F' 

<' 

U'"^ 

xf 

i^^> 

^' 

iio^'^ 

4'' 

i^t.« 

-f 

iuP' 

^T 

die  Eigenschaft,  immer  reell  zu  sein.  Auflösungen  der  gestell- 
ten Aufgabe  des  relativen  Maximums  oder  Minimums  erhält 
man  jedoch  nur  für  die  positiven  Werthe  der  Grösse  w. 

Wir  benutzen  die  Grössen  (25)  als  Coefficienten  ttlr  drei 
neue  Variabein  |,  i^,  t  und  bilden  die  Substitution 
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(26)  I  X,  =  ^J^'  4'>  I  +  fuP  4'> ,;  +  ]fZ^'  «^'  C 

a;,  =  fcJ»  xf  ?  +  »y«  a;f  r;  +  »^^'^^  arf  ? , 
vermittelst  deren  die  quadratischen  Formen  x\  •\'  x\  +  x\  und 
y(^i)  ^i>  ^s)  gleichzeitig  transformirt  werden.    Fär  die  erstere 
ergiebt  sich,   indem  die  Gleichung  (17)  llUr  m^=io^^\  io^^\  w^'^» 
ferner  (19)  und  (20)  benutzt  wird,  die  Gleichung 

(27)  x]  +  xl  +  xl=^^  -^^  ry»  +  r«. 

Um  (p(Xi,  x^j  x^)  umzuformen,  leitet  man  mit  Zuziehung  von 
(7)  die  Gleichungen  ab 

a,,x,+a,,x,  +  a,,x,=iü''^/J^x^;^^+io''^^^ 
(2S)k,x,-^a^x,-^a,,x,  =  io'''}^^x^'^^^^^^^ 

M^a,,x,-i-a,,x,=u.'''}fJ^x^ 

woraus  durch  Multiplication  und  Addition  der  entsprechenden 
Ausdrücke  nach  abermaliger  Anwendung  von  (17),  (19)  und 
(20)  die  Gleichung 

(29)  (p  {X,,  X,,  X,)  =  01^'^  f  +  iü^'^  r/  +  co^'^  ^ 

entsteht.  Durch  die  Substitution  (26)  wird  also  einerseits  die 
Quadratsumme  xl  +  xl  -h  xl  in  sich  selbst,  andrerseits  die  qua- 
dratische Form  (f(o(^i,x^,x^)  in  eine  solche  quadratische  Form 
verwandelt,  die  nur  die  Quadrate  der  neuen  Variabein  und  als 
deren  Coefficienten  die  drei  Wurzeln  co^*\  w^^\  o)^^^  der  cubi- 
schen  Gleichung  (9)  enthält.  Nach  dem  Trägheitsgesetz  dei* 
quadratischen  Formen,  das  in  I,  §  88  bewiesen  worden,  ist  die 
Anzahl  von  positiv  und  von  negativ  genommenen  Quadraten,  in 
deren  Aggregat  eine  mit  reellen  Coefficienten  versehene  quadra- 
tische Form  durch  eine  reelle  Substitution  verwandelt  werden 
kann,  unveränderlich  dieselbe.  Bei  der  in  (29)  gegebenen  Dar- 
stellung der  Form  g^i^t^x^yX^)  wird  die  Zahl  der  positiven  und 
negativen  Quadrate  durch  die  Zahl  der  positiven  und  negativen 
Werthe  unter  den  drei  Grössen  co^^\  w^^^,  (o^^^  bestimmt.  Offenbar 
ist  die  Form  g>{x^yX^,x^)  wesentlich  positiv,  wenn  (o^^\  a}^\  lo^^^ 
positiv,  wesentlich  negativ,  wenn  alle  drei  Grössen  negativ  sind; 
die  letztere  Voraussetzung  macht  es  unmöglich,  dass  die  Form 
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för  irgend  ein  reelles  Werthsystem  der  Variabein  den  vorge- 
schriebenen Werth  der  Einheit  annehme,  und  wird  deshalb  von 
jetzt  ab  ausgeschlossen.  Gilt  die  erstere  Voraussetzung  nicht, 
so  können  unter  den  drei  Werthen,  von  welchen  in  Folge  der 
obigen  Annahme  keiner  verschwinden  darf,  zwei  positiv  und 
einer  negativ,  oder  einer  positiv  und  zwei  negativ  sein.  Es 
bleiben  demnach  drei  Fälle,  welche  sich  folgendermassen  be- 
zeichnen lassen, 

(I)     io^''>oP>cü^'^>0 

(II)     o/*^>fa^'>>0;  0>J'> 

(III)     io^'^>0;  0>„/'>>c/'\ 
Die  Entscheidung  zwischen  dem  Maximum  und  Minimum 
wird  nach  der  Formel  (14)  des  §  59  durch  den  Ausdruck 

(30)  dx\  +  dxl-{-dxl 

gegeben,  in  welchem  die  DiflFerentiale  der  Variabein  durch  die 
Gleichung 

(31)  d(f(x,yX^,x^)  =  0 

eingeschränkt  sind.  Man  darf  hier  die  Differentiale  d^r,,  (it:,,(2a;g 
durch  die  Differentiale  der  neuen  Variabein  df,  d/;,  dt  aus- 
drücken, indem  man  in  den  Gleichungen  (26)  die  vollständigen 
Differentiale  der  linken  und  rechten  Seiten  bildet.  Weil  aber 
die  Coefficienten  von  ^,  j^,  t  constant  sind,  so  entstehen  hierbei 
gerade  diejenigen  Resultate,  welche  aus  (26)  hervorgehen,  indem 
statt  jeder  der  sechs  Variabein  ihr  Differential  gesetzt  wird. 
Ferner  ergiebt  sich  durch  denselben  Process  der  Ausdruck  (30) 
aus  dem  Ausdrucke  (3).  Man  ist  daher  vermöge  der  Gleichun- 
gen (27)  und  (29)  im  Stande,  das  Ergebniss  der  Einflihrung 
der  Differentiale  d^,  dt],  d'C  in  (30)  folgendermassen  hinzu- 
schreiben, wobei  fltr  X  nach  (6)  der  Werth gesetzt  ist, 

(32)  d^'-^drj'  +  dC'- 1  {io^'U^  +  io^'^dfi'  +  iü^'^dt') ; 

zugleich  verwandelt  sich  die  Gleichung  (31)  in  die  folgende 

(33)  d  (c.^^>  f  +  cü'''  rj'  +  co^''  ^  =  0. 

Die  Werthsysteme  f,  iy,  t,  bei  denen  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum auftreten  kann,  sind  diejenigen,  für  welche 


(36) 


10 
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(34)  <     (o  =  fo^^\x,=xf\x,=x'^\x,=J-p; 

I  (3)  (3)  (»)  (3) 

wird,   und  haben  daher  wegen  der  Gleichungen  (26)  die  Be- 
stimmung 

(35)  j     c.  =  c.<^>;  ^  =  0,    ^^^\;  =  1,  r=0; 

Je  nach  den  drei  Annahmen   geht  der  Ausdruck  (32)  in  einen 
der  drei  folgenden  über 

(  /    (2)  (3)  \ 

\{fy '  iir  *       / 

\vr  w  / 

(0)  (2)       \ 

Aas  der  Gleichung  (33)  wird  aber  beziebnngsweise 

(37)  ,/,,TC^^=0; 

SO  dass  immer  dasjenige  Differential  verschwinden  muss,  welches 
in  dem  zugehörigen  Ausdrucke  (36)  gar  nicht  vorkommt 

Zufolge  der  zu  benutzenden  Regel  giebt  es  ein  Maximum, 
ein  Minimum,  oder  keines  von  beiden,  je  nachdem  die  betref- 
fende der  in  (36)  aufgestellten  Formen  wesentlich  negativ, 
wesentlich  positiv  oder  keines  von  beiden  ist.  Welche  Er- 
scheinung jedes  Mal  eintrete,  lässt  sich  leicht  aus  der  Beschaf- 
fenheit der  Grössen  co^^\  co^^\  w^^^  und  ihrer  Differenzen  erkennen, 
so  dass  je  nach  den  oben  unterschiedenen  Fällen  I,  II,  III  die 
folgenden  Resultate  entstehen: 
(I)     (o  =  io^^\  Minimum ; 

w  =  io^^\  weder  Maximum  noch  Minimum; 

ü}=(o^^^\  Maximum; 
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(II)    (0  =  o)^^^,  Minimum ; 

(0  =  w^*\  weder  Maximum  noch  Minimum ; 
(III)    10  =  (o^*\  Minimum. 

In  Bezug  auf  ihre  geometrische  Bedeutung  schliesst  sich 
die  gegenwärtige  Aufgabe  ebenfalls  an  die  Aufgabe  des  vori- 
gen §  an.  Werden  die  drei  Variabein  zu  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  eines  Punktes,  so  repräsentirt  die  mit  der  Function  (2) 
gebildete  Gleichung 

(2*)  9>  (^„  ^,1  ^,)  =  1 

eine  Fläche  des  zweiten  Grades,  welche  den  Coordinatenanfangs- 
punkt  ssu  ihrem  Mittelpunkte  hat;  jede  durch  diesen  Punkt  ge- 
zogene Verbindungslinie  von  zwei  Punkten  der  Fläche  wird  in 
dem  erstem  halbirt,  da,  wenn  die  Goordinaten  des  einen  Punktes 
a?„  x^y  x,  genannt  werden,  die  Goordinaten  des  andern  Punktes 
— :r,,  — a:„  — Jc,  sind.    Weil  nun  die  Function  (1) 

das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  (a:„  x^,  x^  von  dem 
Mittelpunkte  der  Fläche  ausdrückt,  so  bestimmt  die  gelöste  Auf- 
gabe die  Punkte  der  Fläche,  ftir  welche  das  Quadrat  dieser 
Entfernung,  mithin  auch  die  Entfernung,  ein  Maximum  oder 
Minimum  wird.  Die  Substitution  (26)  entspricht  der  Verwand- 
lung des  Systems  der  rechtwinkligen  (Koordinaten  x^,  x,,  x^  in 
ein  anderes  zu  demselben  Anfangspunkte  gehörendes  System 
von  eben  solchen  Goordinaten  ^,  >;,  ^.  Nach  den  allgemeinen 
in  I,  §  86  n.  s.  f  mitgetheilten  Erörterungen  mtlssen  alsdann  die 
rechtwinkligen  Goordinaten  x^y  x^,  x^  mit  den  andern  f,  r^,  t 
durch  Gleichungen  von  der  Gestalt 

(38)  ^i=yiif +  y»^/  +  yM? 

zusammenhangen,  und  die  Ausdrücke,  welche  das  Quadrat  der 
Entfernung  desselben  Punktes  von  dem  gemeinsam^  An&ngs- 
punkt  bezeichnen,  einander  gleich  sein,  so  daiss  die  Gleichung 
(m  xj  +  xj  +  arj  =  f*  +  j;«  4-  r* 

erf&llt  i«t  Die  quadratische  Form  (1)  geht  dadurch  in  sich 
seifest  über.  Da  femer  nach  I,  §  81  die  Determinante  dertran»- 
formirten  Form   gleich  dem  Produet  aas  der  DetermiDante  der 
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ursprünglichen  Form  und  dem  Quadrate  der  Substitutionsdeter- 
minante /*  ist,  und  da  in  (39)  die  beiden  Determinanten  der 
Formen  gleich  der  Einheit  sind,  so  muss  die  betreffende  Sub- 
stitutionsdeterminante /'  gleich  der  positiven  oder  negativen 
Einheit  sein.  Ob  das  erstere  oder  das  zweite  der  Fall  sei, 
richtet  sich,  wie  a.  a.  0.  auseinander  gesetzt  ist,  danach,  ob  das 
System  der  positiven  Axen  x^,  x^,  x^  durch  Drehung  in  der 
gegebenen  Reihenfolge  in  das  System  der  positiven  Axen  f,  i/,  t 
übergefllhrt  werden  kann  oder  nicht.  Aus  (39)  folgen  die  zwi- 
schen den  9  Goefficienten  der  Substitution  (38)  geltenden  Glei- 
chungen 

(40)  yI    +y«    +yli    =1 

^13  "^  ^23  "^  y»!  ^^   "^ 

yi2  ^13  "^  ^22  ^23  '  y»2  ^83^^^ 
^13  ^11  "^  ^28  ^21  "^  ^83  ^31  ^^  ^ 
^11  ^12  "^  ^21  ^22  "^  ^31  ^82  ^^  ^> 

welche  ihrerseits  wieder  das  Bestehen  der  Gleichung  (39)  nach 
sich  ziehen.  Bei  der  obigen  Substitution  (26)  haben  die  neuen 
Variabein  gerade  deshalb  die  Eigenschaft,  ein  System  von 
neuen  rechtwinkligen  Goordinaten  darzustellen,  weil  dort  die 
Gleichung  (27),  welche  mit  (39)  identisch  ist,  erflillt  wird,  wäh- 
rend die  letzten  drei  Gleichungen  (40)  durch  (19)  und  (20) 
repräsentirt  werden.  Die  in  (26)  bestimmten  rechtwinkligen 
Axen  der  ^,  r;,  t  heissen  die  Hauptcucen  der  durch  die  Gleichung 
(2*)  ausgedrückten  Fläche  des  zweiten  Grades.  Nach  Einführung 
der  auf  die  Hauptaxen  bezüglichen  Goordinaten  nimmt  die 
Gleichung  (2*)  vermöge  der  Transformation  (29)  die  folgende 
Gestalt  an 

(41)  co''^  f  +  co^'^  rf  +  w"^''  5'  =  1 , 

in  welcher' nur  die  Quadrate  der  neuen  Goordinaten  vorkommen, 
und  die  ein  geeignetes  Princip  zur  Eintheilung  der  in  Itede 
stehenden  Flächen  darbietet.  In  dem  vorhin  mit  (I)  bezeich- 
neten Falle,  wo  alle  drei  Goefficienten  w^^\  w^^\  w^^^  positiv 
sind,  bildet  die  Fläche  ein  einziges  Stück,  dessen  Theile  sich 
an  keiner  Stelle  über   eine   gewisse  Länge   hinaus    vom  Mit- 
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telpankte  entfernen,  nnd  heisst  ein  Ellipsoid.  In  dem  Falle  (II), 
wo  zwei  Coefficienten  positiv  sind,  der  dritte  negativ  ist,  be- 
steht die  Fläche  aus  einem  einzigen  Stttcke,  dessen  Theile  sich 
unendlich  weit  vom  Mittelpunkte  erstrecken;  sie  heisst  ein 
einflächiges  Hyperboloid.  In  dem  Falle  (III),  wo  ein  Coefficient 
positiv  ist,  die  beiden  andern  negativ  sind,  zerßült  die  Fläche 
in  zwei  Stttcke,  deren  jedes  sich  vom  Mittelpunkte  unendlich 
weit  entfernt,  und  wird  ein  eweiflächiges  Hyperboloid  genannt. 
Bei  dem  Ellipsoid  werden  alle  drei  Hauptaxen,  bei  dem  ein- 
flächigen Hyperboloid  zwei  Hauptaxen,  bei  dem  zweiflächigen 
Hyperboloid  wird  nur  eine  Hauptaxe  von  der  Fläche  selbst, 
nnd  zwar  immer  in  zwei  gegen  den  Mittelpunkt  symmetrisch 
liegenden  Punkten  getroffen.  Die  auf  solche  Weise  begrenzten 
Durchmesser  haben  ebenfalls  den  Namen  Hauptaxen,  so  dass 
oi^**,  w^^\  w^^^  gleich  den  reciproken  Werthen  der  Quadrate  von 
den  drei  halben  Hauptaxen  sind;  derselbe  Ausdruck  wird  auch 
von  dem  Ellipsoid  auf  das  einflächige  und  zweiflächige  Hyper- 
boloid übertragen.  Demgemäss  bezieht  sich  der  gegenwärtige 
§  auf  das  Problem,  die  Hauptaxen  einer  Fläche  des  zweiten 
Grades  nach  Lage  nnd  Grösse  zu  bestimmen,  welches  als  das 
Hauptaxenproblem  der  Fläche  bekannt  ist. 


Capitel  Vni. 

Anfangsgründe  der  Lehre  von  der  Erftmmnng  der  Linien 

nnd  Flächen. 

§  62.    Bestimmimg  der  Tang^ente  an  eine  im  Räume 
flregebene  Unie.    Messung  der  Länfl^e  einer  Unie. 

Die  Punkte  einer  Linie  im  Eaume  bilden,  wie  in  §  42 
bemerkt  worden,  eine  einfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit.  Man 
theilt  die  Linien  oder  Curven  in  solche,  deren  sämmtliche 
Punkte  in  derselben  Ebene  liegen  und  in  solche,  bei  denen  dies 
nicht  der  Fall  ist.    Die  ersteren,   von  denen  schon  früher  die 
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Rede  war,  werden  ebene  Curvepi,  die  letzteren  Raumcurven  ge- 
nannt. Wenn  ein  Punkt  im  Räume  durch  seine  rechtwinkligen 
Goordinaten  rc,  y,  e  bestimmt  ist,  so  kann  das  Gesetz  einer 
Curve  durch  zwei  Gleichungen  ausgedrückt  sein 

(1)  ?>i  (^,y,  ^)  =  h,  fpt  («1  y,  ^)  =  h, 

wo  2,  und  2,  vorgeschriebene  Constanten  bedeuten;  dann  ist 
die  Curve  als  die  für  zwei  Mannigfaltigkeiten  der  zweiten  Ord- 
nung gemeinsame  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung,  oder 
als  der  Durchschnitt  zweier  Flächen  definirt.  In  anderen  Fäl- 
len sind,  den  Gleichungen  (1)  entsprechend,  zwei  Coordinaten 
als  Functionen  der  dritten  bestimmt, 

(1*)  y  =  P(x),J,  =  Q(xy, 

oder  es  können  auch  die  drei  Coordinaten  als  Functionen  einer 

unabhängigen  Variable  t  gegeben  sein, 

(1**)  x  =  A  (0,  y  =  B  {t\  z=G  (t). 

Die  letzten  Gleichungen  verwandeln  sich  in  Gleichungen  von 
der  Gestalt  (l*),  sobald  statt  t  eine  der  Coordinaten  und  zwar 
X  genommen  wird. 

Da  jede  gerade  Linie  als  der  Durchschnitt  von  zwei  Ebenen 
bestimmt  werden  kann,  und  da  umgekehrt  zwei  Ebenen  nur  eine 
Linie  als  Durchschnitt  haben  können,  so  wird  jede  gerade 
Linie  durch  zwei  Gleichungen  (1)  dargestellt,  bei  denen  q>i  =  li 
und  (p^=h  zwei  sich  schneidende  Ebenen  bedeuten.  In  diesem 
Falle  hat  man  f)^  und  9),  als  rationale  ganze  Ausdrucke  des 
ersten  Grades  von  den  Coordinaten  x,y,e  zu  nehmen  und,  wie 
leicht  ersichtlich,  die  Coefficienten  ^1,^1,  Ä,,  ^^„ä,,^«  so  einzu- 
richten, dass  in  den  Gleichungen 

g^x  -^h^y  +  k^e  =  l,, 

g^x  +  \y  '\'h^e  =  l^ 
nicht  die  Proportion 

besteht;  die  Befriedigung  derselben  >v1irde  ausdrücken,  dass  die 
beiden  Ebenen  parallel  wären,  oder  zusammenfielen.  Wählt 
man  irgend  einen  Punkt  a:^°\y^^\/®^  der  geraden  Linie,  so  er- 
geben sich  für  die  Coordinatendifferenzen  x  —  x^^^^y — y^^\s  —  /^\ 
oder  die  relativen  Coordinaten  des  beliebigen  Punktes  (x^y^e) 
in  Bezug  auf  den  festen  Punkt  (x^^\  y^^\  z^^^)  die  Gleichungen 
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aus  denen  für  x—x^^^,y — y^^^^r— /^^  die  festen  Verhältnisse 

x-a^^^:y-y^''^:e'-^^''^  =  h^h  —  Kk,:k,g^'-k^g^:g^h^  —  g^h^ 

folgen.  Naeh  der  vorhin  gemachten  Voraussetzung  können  die 
drei  Ausdrücke  der  rechten  Seite  nicht  gleichzeitig  verschwinden. 
Wenn  durch  den  Punkt  (x^^\  y^^\  i^^^)  Parallelen  zu  den  Coordi- 
natenaxen  gezogen  werden,  so  sind  x  —  x^^\y  —  y^^\^  —  e^^^  die 
Projectionen  des  Theiles  der  geraden  Linie,  welcher  von  dem 
Punkte  (x^^\  y^°\  e^^^)  bis  zu  dem  Punkte  (rr,  y,  £;)  reicht,  mit  Bezug 
auf  jene  drei  Parallelen.  In  dem  festen  Verhältnisse  der  drei 
Projectionen  beruht  eine  characteristische  Eigenschaft  der  gera- 
den Linie;  es  leuchtet  ein,  dass,  falls  die  Winkel,  welche  von 
der  geraden  Linie  mit  den  drei  Coordinatenaxen  Xj  y,  e  gebildet 
werden,  respective  p^  g,  r  heissen,  die  drei  Projectionen  diesen 
Cosinus  proportional  sind,  mithin  die  Relation 

x  —  x^^'^iy  —  y^^^'.e  —  ir^°^  =  cosp:  cosg:  cosr 

gilt. 

Denkt  man  sich  die  Goordinaten  x^  y,  z  4es  Punktes  einer 
Curve  durch  die  Gleichungen  (1**)  als  Functionen  der  unabhängi- 
gen Variable  t  gegeben,  und  betrachtet  zwei  Punkte,  die  den 
Werthen  t  und  t  +  Jt  entsprechen,  so  können  die  zu  dem 
letztem  Werthe  gehörenden  Coordiuaten,  falls  Ä  (0,  B  {t\  C  (t) 
nach  dem  TayZor' sehen  Satz  entwickelbar  sind,  beziehungsweise 
folgendermassen  dargestellt  werden 


(2) 


Wofern  hier  nur  diejenigen  Glieder  beibehalten  werden, 
welche  von  Jt  unabhängig  und  in  die  erste  Potenz  von  Jt 
multiplicirt  sind,  so  liefern  die  betreffenden  Ausdrücke  nach 
den  in  §  37  für  ebene  Curven  ausgeführten,  im  nächsten  § 
weiter   anzuwendenden    Grundsätzen   und    den    gegenwärtigen 
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Erörterungen  die  rechtwinkligen  Coordinaten  derjenigen  geraden 
Linie,  welche  durch  den  Punkt  {x,  y,  z)  hifidurchgefU  und  der  in 
Rede  stehenden  Curve  unter  allen  geraden  Linien  am  nächsten 
Tccmmt  oder  diesdhe  berührt  Um  die  sämmtlichen  Punkte  dieser 
Tangente  eu  erhalten,  sind  der  Grösse  Jt  aüe  möglichen  negati- 
ven und  positiven  Werthe  beizulegen.  Die  relativen  Coordinaten 
eines  zu  einem  beliebigen  Jt  gehörenden  Punktes  der  Tangente 
in  Bezug  auf  den  zu  Jt  =  0  gehörenden  Punkt  (x,  y,  z)  Iwiben 
respective  die  Werthe 

rs^  --Jt     ^Jt     —  Jt 

^^^  dt^^'    dt^^'    di"^^' 

Wenn  daher  p,  q,  r  die  Winkel  bedeuten,  welche  von  der 
Tangente  beziehungsweise  mit  den  drei  Coordinatenaxen  gMldet 
werden,  so  bestdit  die  Proportion 

,..  dx     dy     dz 

(4)  j7  •  -T/  •  TT  =  C08  » :  COS  g :  COS  r, 

dt      dt      dt  MT  ^  1 

mittelst  deren  die  Construction  der  aufzusuchenden  Tangente  aus- 
geführt  werden  kann.  Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  alle  bis- 
herigen Resultate  gUltig  bleiben,  wofern  statt  der  unabhängigen 
Variable  t  eine  der  Coordinaten,  etwa  x  gesetzt  wird.    Dann 

geht  -^  in  die  Einheit,  -~  in  -.-t  f-  in  -^  über,  unddiePro- 
^         dt  ^  dt        dx      dt        dx 

portion  (4)  erhält  die  Gestalt 

(4*)  \\-~-\  — -  =  cosp:  cosö:  cosr. 

ax     ax 

Wenn  daher  das  Gesetz  einer  Curve  durch  die  Abhängigkeit  be- 
stimmt ist,  in  welcher  die  zweite  und  dritte  rechtunnklige  Coordi- 
nate  eines  Punktes  zu  der  ersten  Coordinate  stehen,  so  geben  die 
nach  der  ersten  Coordinate  genommenen  Differentialquotienten  der 
zweiten  und  dritten  in  Verbindung  mit  der  Einheit  die  Verhältnisse 
zwischen  den  Cosinus  der  Winkel,  die  von  der  Tangente  der 
Curve  mit  den  drei  Axen  gebildet  werden.  Da  zwischen  den  Cosinus 
der  Winkel  p,  q,  r  die  Gleichung 

cos'i?  4-  cos*g  +  cos'  r  =  1 

besteht,  so  lassen  sich  aus  (4)  die  folgenden  Ausdrücke  für 
cos|>,  cos 9,  cosr  ableiten 
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dx  dy 

dt  dt 

conp  =  ,  cos  g  = 


.  ywwFW     ''(f  H^)'-(f 


cosr  = 


de 
dt 


welche  bei   der  Substitution   von  x  iür  t  eine  entsprechende 
Vereinfachung  erfahren. 

Wie  die  Au%abe,  an  eine  gegebene  Ourve  eine  Tangente  m 
eonstruiren,  so  gründet  sich  auch  die  Aufgabe,  die  Länge  einer 
gegebenen  Curve  su  messen^  auf  die  Vergleichung  einer  krummen 
Linie  mit  einer  geraden ;  allein  die  letztere  Au%abe  birgt  andere 
Schwierigkeiten  in  sich  als  die  erstere.  Dass  die  Länge  jeder 
begrenzten  geraden  Linie  durch  die  Länge  einer  beliebigen  be- 
grenzten geraden  Linie  als  Einheit  gemessen  werden  könne, 
gehört  zu  den  Grundvoraussetzungen,  auf  welche  sich  Descartes 
gestutzt  hat,  indem  er  den  Ort  eines  Punktes  im  Räume  durch 
die  Messung  von  gewissen  geraden  Linien  bestimmte.  Die 
Messung  einer  begrenzten  nicht  geraden  Linie  wird  aber 
dadurch  auf  die  Messung  von  geraden  Linien  zurückgeführt, 
dass  man  zwischen  den  Endpunkten  fR^°^  und  8?^'*^  der  gegebenen 
Linie  eine  Folge  von  Punkten  9i^^\  dt^'^\ . . .  at^""'^  einschaltet, 
hierauf  «^'^  mitfR^'\  W^^^  mitai^'^  u.s.f.,  zuletzt  «^"'"'^  mit  dem 
Endpunkte  ^'^\  das  ist  8i^'*\  durch  gerade  Linien  verbindet, 
von  ihren  Längen  die  Summe  bildet,  und  die  Länge  der  ge- 
gebenen Linie  als  den  Grenzwerth  definirt,  gegen  welchen 
diese  Summe  convergirt,  sobald  die  Anzahl  m — 1  der  ein- 
geschalteten Punkte  und  ihre  gegenseitige  Näherung  ohne 
Ende  zunimmt.  Dieser  Process  ist  in  I,  §  103  für  die  Be- 
stimmung der  Länge  eines  Kreisbogens  auseinandergesetzt  und 
in  §  21  dieses  Bandes  bei  einer  beliebigen  Curve  wieder- 
holt, um  einen  ebenen  Flächenraum  zu  definiren,  welcher  von 
der  Curve  und  von  geraden  Linien  eingeschlossen  wird.  Gegen- 
wärtig liegt  uns  ob,  den  Nachweis  zu  führen,  dass  die  vorhin 
bezeichnete  Summe  von  geraden  Linien  unter  gewissen  auf  die 

Upschlta,  Analyiii  II.  23 
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Stetigkeit  bezuglichen  Voraussetzungen  in  der  That  gegen 
einen  Grenzwerth  convergirt. 

Wenn  man  einen  Zeiger  a  die  Zahlen  0, 1,2,  ...m — l,m 
durchlaufen  Tässt,  dem  Punkte  fR^"^  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  a?^"\  y^"\  ^er^"^  beilegt  und  deren  Differenzen  folgenderuiassen 
bezeichnet 

SO  wird  die  Entfernung  zweier  Punkte  81^"^  und  fR^*"*"'^  durch 
die  positive  Quadratwurzel  aus  der  Quadratsummc  der  be- 
treffenden Coordinatendiffcrenzen 

ausgedrückt.  Die  Summe  der  Längen  der  auf  einander  folgen- 
den Verbindungslinien  «^'^ 8l^'\  9»^'^ 9i^'\...8i^"'""'^8i^"'^  ist  daher 
gleich  der  von  a=0  bis  a=:m— 1  auszudehnenden  Summe 


a=:m — 1 


(5)  £      i{J «"")'  +  {Jy'y  +  {J  iy- 

a=0 

Das  in  (1)  gegebene  Gesetz  einer  Curve  sei  in  die  Gestalt 

(1**)  gebracht;  man  habe  ^^^  —  ^^"^>0,   und   es   werde   ange- 
nommen, dass,  während  die  unabhängige  Variable  t  successive 

die  nach  ihrer  Grösse  geordneten  Werthe  /^^jt^  ,...<"*=/'* 
durchläuft,  von  den  Coordinaten  {x,  y,  jsi)   die  Werthe  durch- 
laufen werden,  welche  nach  der  obigen  Annahme  zu  den  Punkten 
von  entsprechendem  Zeiger  gehören.    Die  positiven  Differenzen 
der  Werthe  von  t  bezeichnen  wir  übereinstimmend 

und  geben  der  Summe  (5),   indem  deren  allgemeines  Glied  mit 
Jt"   dividirt  und  multiplicirt  wird,  die  Gestalt 

Insofern  x^y^e   stetige  Functionen   von  t  sind,    die    in  Bezug 

auf  t  bestimmte  endliche  Differentialquotienten  haben,   nähern 

^^(«)    ^/J«)    jgif^) 

sich  die  Differenzenquotienten — t^i  ^   ,.  i  -  r«T  ^^^  abnehmen- 

/it        /ft        /it 

dem   Jt^''^  respective   den   fttr  t=^t       zu   bildenden   Werthen 

§    ,  /y  ** ,  c  "   der  Differentialquotienten  — ^  >  -  ^ »  ---  •   Wir  machen 

dt    dt    dt 
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ferner  eine  ähnliche  Voraussetzung,  wie  sie  bei  dem  Satze  IX 
des  §  25  gebraucht  ist,   dass  nämlich  die  Quadratsumme  der 

Differenzen  ~.,^  -  f^  ^^^^  -t}"",  ^  -  C<">  ftlr  ein  hin- 

reichend  kleines  di  immer  numerisch  unter  dem  Quadrat 
derselben  kleinen  Grösse  l  bleibt,  und  dass  folglich  in  den 
Gleichungen 

(6)  ^  =1^"' +«^"' ^. -Cf  =«?'"'+ J'"'A, '^'-^^y = r<-> +c<-' A 

z/t  z/r  ^it 

die  Quadratsumme  (a^"V  +  (6^"^  +  {c^^  kleiner  als  die  Ein- 
heit ist.  Auch  schliessen  wir  das  gleichzeitige  Verschwinden  von 

f\  r/*\  f^  aus,  so  dass  die  Quadratsumme  (?"Y  4-  (r/"V  +  (u^^'V 
nie  unter  einen  gewissen  von  Null  verschiedenen  Werth  herab- 
sinken kann.  Aus  (6)  folgt  für  die  in  (5*)  unter  dem  Sum- 
menzeichen befindliche  Grösse  der  Ausdruck 


Nun  hat  aich  rorhin  gezeigt,  dass  eine  gerade  Linie,  welche 

(a.\ 

von  dem  Punkte  fR  nach  einem  Punkte  gezogen  wird,  dessen 
in  Bezug  auf  9i  genommene  relative  Goordinaten  den  Diffe- 
rentialquotienten ^=^"\  —  =  if''\  —  =  ^"^  proportional  sind, 

eine  Tangente  der  Curve  im  Punkte  8?  ist.  Bezeichnet  man 
den  auf  dieser  Tangente  liegenden  Punkt,  dessen  in  Bezu^  auf 

St^"^  genommene  relative  Goordinaten  die  Werthe 

lrt\  fft\ 

haben,  mit  %  ,  so  lehren  die  beiderseits  mit  Jt  mnltiplicirten 
Gleichungen  (6),  dass  a^"^;i^<"",  ft'"'^  J<"",c"'^Az/<^"'  die  rela- 
tiven Goordinaten  des  Punktes  91^"'*''  in  Bezug  auf  den  Punkt 
5;""  sind.    Demnach  wird  die  Länge  31^"' l'"'  durch 

(8)  \/  (^«Y  +  (;/-Y  +  (^yjt'-\ 

die  Länge  Z^"^  at^"""^  durch     

gemessen.    Es  ist  aber  die  Länge  9i     8i        niemals  grösser  als 
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die  Summe   und  niemals  kleiner  als  der  absolute  Werth  der 

Differenz  der  Längen  JR^"^  Z^'^  und  I^"*  8*^""^'^ ;  denn  das  Quadrat 
der  rechten  Seite  von  (7)  setzt  sich  durch  Addition  aus  dem 
Quadrat  von  (8),  dem  Quadrat  von  (9),  und  dem  Ausdrucke 

zusammen,  der  absolute  Werth  des  letztem  ist  aber  niemals 
grosser  als  das  doppelte  Prodnct  von  (8)  und  (9),  wie  mit 
Hülfe  der  Relation 

(10)    {{ff  +  (./"V  +  {l^'^f)  {{a'"  If  +  (J""  kf  +  (c'"'  kf) 

+  (,/-^<-)i_i:*«>6""A)»  +  (f\''h-t'e""kf 

+  (th"'k-r]"''a"'hf 
bewiesen  wird.  Der  so  eben  für  Aggregate  von  drei  Quadraten 
ausgesprochene  Satz  entspricht  einem  fttr  Aggregate  von  zwei 
Quadraten  geltenden  Satze,  welcher  in  anderer  Gestalt  in  I, 
§  61,  (9)  mitgetheilt  ist  Beide  haben  den  geometrischen  In- 
halt, dass  in  einem  Dreieck  die  Summe  eweier  Seiten  stets  grösser 
aU  die  dritte  Seite  oder  höchstens  derselben  gleich  ist. 

Nunmehr  sind  wir  im  Stande,  fUr  die  Summe  (5)  zwei 
Werthe  anzugeben,  zwischen  denen  sie  enthalten  sein  muss. 
Der  erstere  entsteht,  indem  statt  des  allgemeinen  Gliedes  (7) 
die  Summe  von  (8)  und  (9)  genommen  wird,  bei  der  Bil- 
dung des  zweiten  hat  man  den  Ausdruck  (9)  von  (8)  zu  sub- 
trahiren  und  ist  dann  unter  den  getroffenen  Voraussetzungen 
sicher,   die   Differenz   mit    positivem    Vorzeichen   zu   erhalten; 

denn  die  Quadratsumme  (^"V  +  (i^^"Y  +  {(^"^  darf  niemals 
kleiner  werden  als  eine  gewisse  von  Null  verschiedene  Grösse, 

und  die  Quadratsumme  (a^'^hf  +  (b^'^hf  +  (c^"^A)' wird  für  einen 

hinreichend  kleinen  Werth  der  Grösse  Jt^"^  wegen  des  Factors  a* 
beliebig  klein.  Es  liegt  also  die  Summe  (5)  zwischen  den  beiden 
Werthen 

"TVc^y  +  {,i'y  +  {i^y  ^<«"'±A"l:~V(a<"V +{b'y  +ie"')*jn 

«■=0  '  a:=0 

Weil  sich  die  zweite  Summe  vei^össert,  sobald  statt 
(a^"V  +  (»^"V  +  (c^"y   die    Einheit    gesetzt   wird,    und    weil 
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asm  — 1 


2!     J^"^  gleich  der  Differenz  t^  —t      ist,  so  hetiadet  sich 

der  positiv  oder  negativ  zu  nehmende  Werth  unter  der  Grösse 

Xi^^—t^^^),  die  für  eine  hinreichend  fortgesetzte  Theilung  des 
Intervalls  beliebig  klein  wird.  Dagegen  hat  die  erste  Summe 
das  Bildnngsgesetz  einer  Summe,  von  der  in  §  20  nachgewiesen 
ist,  dass  sie  gegen  einen  festen  Grenzwerth  convergirt;  der 
betreffende  Grenzwerth  ist  das  bestimmte  Integral 

,(0) 

Auf  diese  Weise  haben  wir  gezeigt,  dass  die  in  Rede 
stehende  Summe  von  geraden  Linien  einem  festen  Grenzwerth 
beliebig  nahe  kommt,  und  zugleich  den  Ausdruck  desselben 
durch  das  bestimmte  Integral  (11)  gefunden.  Bei  dem  betreffenden 
Integral  wird  fUr  die  Goordinaten  x,  y,  z  eine  solche  Abhängig- 
keit von  der  Variable  t  vorausgesetzt,  welche  den  zu  der  Curve 
gehörenden  Gleichen  (1)  entspricht.  Damit  ist  jedoch  an  sich  nur 
die  Abhängigkeit  bestimmt,  in  welcher  zwei  der  Goordinaten  zu 
der  dritten  stehen,  und  es  kann  die  Abhängigkeit  der  letztem  von 
der  Variable  i  auf  unbeschränkt  viele  Arten  eingerichtet  werden. 
Deshalb  sind  in  dem  Integral  (11)  unbeschränkt  viele  Dar- 
stellungen von  der  Länge  einer  gegebenen  Linie  enthalten, 
welche  eine  solche  Beziehung  zu  einander  haben,  wie  die  nach 
dem  erwähnten  Satze  IX  des  §  25  möglichen  Transformationen 

y /*(a;)  — d^  des  Integrals  J  f(x)dx.    Am  Schlüsse  des  §  41 

ist  erwähnt  worden,  dass  das  Product  f{x)dx  das  Element  des 

Integrals   / /*(a:)da;  genannt  wird;  nach  derselben  Ausdrucks- 

dx 
weise  ist  das  Element  des  transformirten  Integrals  m\if(x)-T\  dt 

dt 

zu  bezeichnen,  und  man  darf  sagen,  dass  das  Element  des  zwei- 
ten Integrals  dem  Element  des  erstem  gleich  ist.  In  demselben 
Sinne  heisst  das  Element  des  Integrals  (12),  nämlich  der  Ausdruck 


w-e?j-ä^'-. 
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das  Element  einer  Linie  im  Räume,  und  wird  auch  durch  die 
Quadratwurzel  aus  der  Quadratsumme  der  Differentiale  der  recht- 
winkligen Coordinaien  x,  y,  e 

(12*)  |/d^+"dy"^"d^*~ 

angedeutet. 

Es  möge  jetzt  das  Integral  (11)  unter  der  Voraussetzung 
gebildet  werden,  dass  eine  der  Goordinaten  an  die  Stelle  der 
unabhängigen  Variable  tritt.  Von  hier  ab  werden  wir  statt 
X,  y,  e  die  Zeichen  x^^  a;,,  iPj  anwenden,  welche  den  Vorzug 
haben,  dass  Summationen,  welche  sich  auf  die  drei  Goordinaten 
beziehen,  durch  Summenzeichen  tllr  die  Zeiger  ausgedrückt 
werden  können. 

Die  unabhängige  Variable  sei  x^,  so  dass  das  Integral  (11) 
in  das  folgende  übergeht: 

(0) 

Aus  den  für  dieGurve  gegebenen  Gleichungen ()ri(a;,,arj„a;3)=/, 
und  <jr>,(a;i,a5„a;j)  =  i,  hat  man  auf  das  Verschwinden  der  DiflFe- 
rentiale  dq>^  und  dqp,  zu  schliessen;  die  betreffenden  Gleichungen 

l!:"^.- '!:"'.*  11:-^'-=«. 

liefern,    falls     die    Determinante     —^—-z^ ?:«_    ^>- 

d  x^      V  A'g  c  x^      d  x^ 

nicht  verschwindet,  die  Bestimmung  der  Differentialquotienten 

dx^       j    dx^ 
'   und        * 


dx^  d  X 

a  x^  d  (p^ 


^y» 

dq>^ 

S(Px 

dq>. 

^n 

d(p^  d(p^ 

d  x^ . 

d  x^ 

d  x^ 

dx^ 

d  x^ 

d  X^ 

B  x^    d  x^ 

dx^ 

d  x^ 

d  x^ 

d  x^ 

(9  «3 

d  x^     d  x^ 

dx^ 

Bezeichnet  a  die  positive  oder  negative  Einheit,  je  nachdem 
die  im  Nenner  stehende  Determinante  positiv  oder  negativ  aus- 
fällt, so  nimmt  das  Integral  (13)  nach  Einfuhrung  der  gefun- 
denen Ausdrücke  die  Gestalt  an 
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(10)    I         _     \d.p^dxj^       dx^SxJ       \idx^dx^      dx^dxj       xdx^dx^      dx^SxJ       * 
j.^®^  öar,,  dx^       dx^  dx^ 

Bei  einer  ebenen  Curve,  die  in  den  rechtwinkligen  Goordinaten 
x^,  Xi  durch  die  Gleichung 

(17)  fpi^tj  ^i)  =  const 

d  X 
gegeben  ist,  wird  -^  =  0,  wodurch  sich  (13)  in  das  Integral 

0*) 

(0) 

verwandelt.    Man  hat  femer,  indem  ~-  als  von  Null  verschie- 

den  vorausgesetzt  wird, 

dffi 


'si 


dx^ 

Wenn  daher  e  das  Vorzeichen  von  ^-  bedeutet,  so  tritt  an  die 

O  Xm 

Stelle  von  (16)  der  Ausdruck 

(20)  /ly^^yYif^^Y  ^"^^  ■ 


Als  Beispiel  werde  eine  Ellipse  genommen,  deren  Gleichung 
nach  §  60  die  Gestalt 


Xm  Xt 


(21)  ir-*-^  =  i 

hat.    A  und  B  bedeuten   positive  Grössen,   von   denen  A  die 
grössere   sei.    Dann   hat   die   Länge   eines   von  (a;f\  x^^^)   bis 

(x*j''\  x^^^)  ausgedehnten  Curvenbogens  nach  (20)  den  Werth 

JIM) 

(22)  r.f'^fT^i  Bdx, 

J         A^"^  B^     x' 


(0) 
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welcher  durch  Substitution  der  ans  (21)  folgenden  Bestimmung 


(23) 

in  den  Werth 

(24 


(0)  A 

übergeht.  Die  in  (21)  dargestellte  Ellipse  verwandelt  sich,  so- 
bald B=A^  mithin  die  eine  Hauptaxe  der  anderen  gleich  wird, 
in  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  ^Ä,  Dabei  nimmt  der  Zähler 
des  in  (24)  unter  dem  Wurzelzeichen  befindlichen  Bruches  den 
Werth  der  Einheit  an.  Weil  nun  nach  §  14  die  Gleichung 

d  arc  sin  u 1 

^^^^  ■     du      -fi:=^ 

besteht,  so  kann  man  die  unbestimmte  Integration  ausfuhren, 

und  findet  durch  Einsetzen  der  Integrationsgrenzen  den  folgen- 
den Ausdruck  des  Länge  des  betreffenden  Kreisbogens 

(27)  ^A  { arc  sin  -j~  —  arc  sin  j.-.  1 , 

welcher  offenbar  den  Grundeigenschaften  des  Kreises  entspricht. 


§  68.  Krttmmiuigskrels  ttnor  RanmoiirTe. 

Wie  im  vorigen  §  von  der  Berührung  einer  ebenen  Curve 
und  einer  geraden  Linie  zu  der  Berührung  einer  Raumcurve 
und  einer  geraden  Linie  übergegangen  wurde,  so  lassen  sich 
die  Begriffe  der  Berührung  verschiedener  Ordnungen,  die  in 
§  37  für  ebene  Gurven  auseinander  gesetzt  sind,  auf  die  Be- 
ziehung zwischen  beliebigen  im  Räume  gegebenen  Curven  aus- 
dehnen. Es  werde  in  demselben  rechtwinkligen  Coordinaten- 
system  ein  Punkt  einer  ersten  Curve  mit  a;,,  a:,,  x^,  ein  Punkt 
einer  zweiten  mitX,,  X,,  X^  bezeichnet,  und  man  betrachte  x^ 
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und  x^  als  von  x^^  X,  und  X^  als  von  Xj  abhängig.  Damit 
alsdann  die  beiden  Curven  einen  Punkt  gemeinsam  haben,  müssen 
für  einen  gewissen  Werth  a;,  =  X,  die  Gleichungen 

(1)  a?a==X„  x^  =  X^ 

erfUllt  sein.  Zu  einer  Berührung  der  ersten  Ordnung  ist  ferner 
das  Gleichwerden  der  ersten  Differentialquotienten 

^  '  dflfj        dx^  *    dx^       dx^ 

zu  einer  Berührung  der  zweiten  Ordnung  noch  das  Gleichwerden 
der  zweiten  Differentialquotienten 

t'W  d'-r^  _.^'X^       d^x^  _ä^^s 

^^  dx\         dxl  '     dx]         rf^J   ' 

zu  einer  Berührung  der  mten  Ordnung  das  Bestehen  aller  ent- 
sprechenden Gleichungen  bis  zu  den  folgenden 

r.v  ax^ a  X^      ax^  a   X^ 

a^t  a«i?i  ao;,  aAr^ 

nothwendig  und  hinreichend.  Bei  der  Aufstellung  der  Bedin- 
gungen (1),  (2),  (3),  (4)  lässt  sich  leicht  einsehen,  und  von  den 
in  §  37  formulirten  hätte  das  entsprechende  bemerkt  werden 
können,  dass,  wenn  man  eine  andere  Goordinate  als  unabhängig 
wählt,  aus  den  vorgelegten  Bedingungen  andere  folgen,  die  aus 
den  ersteren  durch  eine  der  neuen  Annahme  entsprechende  Zei- 
gervertauschung  erhalten  werden.  Allein  der  willkürliche  Vorzug 
einer  Variable  verschwindet,  sobald  angenommen  wird,  dass  die 
drei  Variabein  x,,  a?,,  x^  und  die  drei  Variabein  Xj,  X,,  X, 
nach  der  Art  von  (1**)  im  vorigen  §  gegebene  Functionen 
einer  unabhängigen  Variable  t  seien,  und  sobald  femer  dieje- 
nigen Variabein,  welche  vorher  als  unabhängig  galten,  in  den 
obigen  Gleichungen  x^  und  X,,  in  einer  solchen  Weise  von  t 
abhängig  gemacht  werden,  dass  für  den  betreffenden  Werth 
von  t  sowohl  x^  und  Xj  selbst  wie  auch  ihre  sämmtlichen  in 
Gebrauch  kommenden,  nach  t  zu  bildenden  Differentialquotienten 
übereinstimmen.  Drückt  man  die  nach  a;,  und  Xj  auszuführenden 
Differentiationen  durch  Differentiationen  nach  t  aus,  indem  man 
die  Relationen 


(5) 
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,  -jm—l 


da:^ 


a 


2""'""'df      VdT)    '"~djr~         dt         \dt/ 


X, 

=  x., 

dt 

~    dt    ' 

d*x, 
dt* 

d*X, 
dt*   ' 

dt" 

_<rz, 

dt" 

^^_  dl     ^ 

dfd?,  ~  dx^  '     dx\  ~~      dt      \  dt  J    '       dx'l 
~dt 

und  die  correspondirenden  für  X,,  a:,,  X,  anwendet,  so  zeigt 
sich  durch  Vergleichung,  was  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (2) 
des  vorigen  §  auch  direct  erkennbar  ist,  dass  statt  der  obigen 
Systeme  von  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  (4)  respective  die  fol- 
genden gesetzt  werden  dürfen,  welche  sich  auf  den  bezeichneten 
Werth  der  Variable  t  beziehen, 

/^  \  dx^   dX,         dx^  dXj 

^  ^^  dV    dT'   ~dt'""~dt~ 

^  *^  dt^'"   dt^    '     dt^    ~   dt*' 

IL  \  ^^i    »     X|         O    4?j   O     X^ 

Eine  auf  die  (Koordinaten  X,,  X„  X.  bezogene  gerade 
Linie,  welche  durch  den  Punkt  (a;,,  a;,,  x^  einer  Curve  hin- 
durchgeht, wird  durch  das  feste  Verhältniss  unter  den  Differenzen 
X,  — a;, ,  Xj  —a: j ,  X j  —x^  bestimmt.  Damit  nun  die  Curve  von  dieser 
Geraden  berührt  werde,  müssen  die  Gleichungen  (2a)  befriedigt 
sein,  mithin  die  betreffenden  drei  Grössen  in  demselben  Verhält- 

dx      dx       dx 

nisse  stehen,  wie  die  drei  Differentialquotienten  — -  »  -^7  -rf-* 

was  im  vorigen  §  erwähnt  worden  ist. 

In  §  37  wurde  für  eine  ebene  Curve  der  Kreis  bestimmt, 
mit  welchem  dieselbe  in  einem  gegebenen  Punkte  eine  Berüh- 
rung der  zweiten  Ordnung  hat,  und  der  ihr  Krümmungskreis 
heisst. 

Wir  werden  jetzt  auch  für  eine  Raumcurve  den  Kreis  auf- 
suchen, mit  welchem  sie  in  einem  gegebenen  Punkt«  eine  Be- 
rührung der  zweiten  Ordnung  besitzt,  und  welcher  den  gleichen 
Namen  trägt,  hierauf  aber  die  Betrachtung  der  Raumcurven 
nicht  weiter  fortsetzen. 

Die  gegenwärtige  Aufgabe  unterscheidet  sich  von  der  cor 
respondirenden  früheren  besonders  insofern,  als  die  Ebene  des 
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Krümmungskreises  dort  durch  die  Ebene  der  Curve  gegeben 
war,  hier  aber  erst  zu  bestimmen  ist.  Man  kann  diesen  Kreis 
als  den  Durchschnitt  einer  Kugelfl'äche  und  einer  Ebene  ansehen, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  der  ersteren  hindurchgeht.  Es 
mögen  die  Goordinaten  des  Punktes,  auf  welchen  sich  die  Auf- 
gabe bezieht,  mit  x^j  a?,,  x^,  die  Goordinaten  eines  veränder- 
lichen Punktes  mit  X^,  X,,  Z,,  diejenigen  des  Mittelpunkts 
einer  Kugelfläche  mit  mj,  m^,  w,  bezeichnet  werden,  ihr  Radius 
sei  Q]  dann  lautet  die  Gleichung  der  Kugelfläche 

(6)  (X,-m,y  +  (X.-m,)'  +  {X,^fn,Y  =  Q\ 

Femer  hat  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  den  Mit- 
telpunkt (Wj,  m„  m,)  geht,  den  mit  drei  festen  Werthen  a,  6,  c 
zu  bildenden  Ausdruck 

(7)  a(X,-m,)  +  6(X,-mJ  +  c(X3-m3)  =  0, 

dessen  linke  Seite  in  Bezug  auf  die  Goordinaten  Xj,  X,,  X^  vom 
ersten  Grade  ist,  und  für  die  Werthe  Xj=mj,  X,=m,,  X^=in^ 
verschwindet.  Nun  geht  unsere  Aufgabe  dahin,  die  vier  Grössen 
iWj,  w„  iWg,  Q  und  die  Verhältnisse  der  drei  Grössen  a,  6,  c  so 
zu  bestimmen,  dass  die  obigen  Gleichungen  (U),  (2»),  (3»)  durch 
die  zu  der  Curve  gehörenden  Werthe  der  Goordinaten  a:,,  a:„  x^ 
und  ihrer  Differentialquotienten  der  ersten  und  zweiten  Ordnung 
erfttllt  werden.  Da  die  rechte  Seite  von  (6)  eine  Constante, 
die  von  (7)  die  Null  ist,  so  muss  der  vollständige  nach  t  ge- 
nommene erste  und  zweite  Differentialquotient  der  linken  Seite 
von  (6J  und  von  (7),  wobei  X,,  X,,  Xg  als  Functionen  von  t 
gelten,  gleich  Null  sein.    Die  betreffenden  vier  Gleichungen  ge- 

nügen,  um  die  vier  Grossen  ^7  »  ,i^»  ^:,  »  Ji^  zu  defini- 
.  dt       dt        dt^        dt^ 

ren,  falls  die  Abhängigkeit  der  Variable  X^  von  t^  mithin  die 
Werthe  -tt^j  "^7«"*  ^'^  bekannt  angenommen  wird.  Wir  haben 

wegen  der  zu  befriedigenden  Gleichungen  (U),  (2»),  (3»)  die 
Grössen  X^,  X,,  Xg  sammt  ihren  nach  t  genommenen  Differen- 
tialquotienten durch  die  gleichnamigen  in  x^^  x^^  x^  geschriebe- 
nen Ausdrücke  zu  ersetzen;  dann  folgen  aus  (6)  die  Gleichungen 
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(9)     {x-  m.)  -^  +  («,- w,)-^*-  +  K-m,^  -^ 

ans  (7)  die  Gleichungen 

<")  »^■'-»^-^  =  »- 

Mit  Httlfe  der  beiden  letzten  werden  die  Verhältnisse  von 
a,  b,  c  bestimmt;  weil  aber  die  Grössen  selbst  tlberhanpt  keine 
sonstige  Bestimmung  haben,  so  darf  man  ihre  Werthe,  wie 
folgt,  annehmen 

da^     d^  .r,  dx^    d*  a^ 

~di       d?  dl       dV~ 


(12)  a=     ^,       ^,,  ,.        ,., 


,  rf^g     d*  0?,  _    da^     d*  x^ 

•  ~"  ~~di       dt  dt'     dt* 

da!^     d*  x^         dx^     d*  x^ 

^  ""     dt     ~dt^  dt        di^' 

Ferner  findet  man  durch  Verbindung  von  (8)  mit  der  Glei- 
chung, die  bei  der  Substitution  X^=x^,  X,=a;„  X^=x^  aus 
(7)  entsteht,  für  die  Verhältnisse  der  Grössen 

x^  —  m^,  x^—  iw„  x^  —  fM, 
die  Ausdrücke 

/^,.x  dx^  dXf,  ■,     dx^  dx.         dx.  ■,       dx^ 

^^^^    -äf-'-  dt-^>-dt-''—df''  dl  *  -  dt  «• 

Vermöge  derjenigen  Gleichung,  welche  bei  der  Substitution 
Xi=:a;,,  Xj=a;j,  X^=^x^  aus  (6)  hervorgeht  ist  die  Summe 
der  Quadrate  der  Grössen  a?, — m,,  a;,  — iw„  x^  —  m^  gleich  dem 
Quadrat  von  q.  Wird  daher  für  die  Summe  der  Quadrate  der 
Ausdrücke  (13)  die  Abkürzung  eingeführt 

(1*)  Kif'-  dtV  ^[^''-lu^V  ^[-dt^-^V=^^ 

so  ergiebt  sich 
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0_.                                          dt             dt 
5)  a:.-m.  = ^ e 

'"dT^      dT^ 


x^—m^  = 


dx.    _         dx^ 
h z-r-a 


^«—»»8  = 


dt  dt 


Für  den  Ausdruck  N  darf  man  die  mit  der  Gleichung  (10)  des 
vorigen  §  übereinstimmende  Umformung 

benutzen,  wo  in  Folge  von  (10)  das  zu  quadrirende  Aggregat 
verschwindet;  es  ist  daher 

Die  Summe  der  drei  ersten  Glieder  in  (9)  zieht  sich  bei  der  Substi- 
tution der  Werthe  (15)  wegen  der  Gleichungen  (12)  so  zusammen 

d*  X  d*  r  d*  X 

(18)       ix.—m,)  -j^  +  (a;,— ♦»,)  -^  4-  {x^-m;)  -^ 

(a»  +  «;*  +  c») 

Sobald  jetzt  der  Werth  von  "(N  aus  (17)  genommen  wird,  liefert 
die  Gleichung  (9)  den  folgenden  Ausdruck  ttir  dm  in  die  Ein- 
heit dividirten  Radius  des  verlangten  Krümmungsh-eises 


i. 


(19)  1 (-•  +  -  +  C-) 

die  Mittelpunktscoordinaten  m^,  m,,  m,  sind  durch  die  Gleichun- 
gen (15)  bestimmt^  die  Kreisebene  ist  in  (7)  angegeben.  Vermittelst 
des  Verfahrens,  auf  welchem  die  Gleichung  (16)  beruht,  erhält  man 
statt  der  Quadratsumme  a*  +  6"  +  c'  den  Ausdruck 

(20)  a«+-6»4-c* 

(dx^    d*  x^        dx^    d^  x^        dx^    d'^  x^^ 
'Jt     ~dl^~      ~di   ~dt^      ~jr     dt''  )  ' 
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Der  reciproke  Werth  des  KrttmmuDgsradias  q  verschwindet  nur 
dann,  wenn  die  drei  Grössen  a,  6,  c  gleichzeitig  verschwinden, 
oder  wenn  die  nach  t  genommenen  zweiten  Differentialquotienten 
der  Coordinaten  x^yX^,x^  in  demselben  Verhältniss  zn  einander 
stehen  wie  die  entsprechenden  ersten  Differentialquotienten. 

Es  bleibt  jetzt  noch  zu  zeigen,  dass  sich  weder  die  Coor- 
dinaten m,,  m^,  m,  noch  die  Grösse  q  ändern;  sobald  die  Va- 
riabein aTj,  x^,  x^  statt  von  der  Variable  t  von  einer  anderen 
Variable  u  in  der  Weise  abhängig  gemacht  werden,  dass  t  eine 
beliebige  Function  von  u  bedeutet.  Da  fllr  jede  Variable  zwei 
Gleichungen  gelten,  die  fllr  die  erste  so  lauten 


rfj?,        djTj    dt       rf'.r         da.     d^i        d 

^^~  — — ^—    — — —  j       ■—  ^;^ •*>    — 

du  dt    du        du*  dt     du*  dt 


»4r.   (dty 
dt*    \duj  ' 


80  verwandeln  sich   die  Ausdrucke   a,  b,  c,   wofern     r'    flr 

du 

—  ->  -^— T"  ^^  ~^7¥*  substituirt  wird,  u.  s.  f.,  in  correspondi- 
rende  Ausdrücke,  die  aus  Oj  b,  c  durch  Multiplication  mit  dem 

Factor  (-,—  )    entstehen,  die  Ausdrücke  — ->  -rr^  -j^^  erhal- 
\duj  dt       dt       dt 

jj. 

ten  den  Factor    ,,     ;   mithin    bleiben    in   (15)  die  drei  Brüche 

au 

rechts,  mit'denen  q  multiplicirt  erscheint,  so  wie  in  (19)  q  selbst 

ungeändert,  und  daraus  folgt  das  Behauptete. 

§  64.    Krftmmimgtkreii  einei  ■enkreohten  od«r  fohlefni 

•bmiMi  Sohnittei  einer  Flfte]\9. 

In  den  §  48  und  50  ist  gezeigt  worden,  wie  in  einem 
Punkte  einer  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  Fläche 
die  berührende  Ebene  und  die  auf  dieser  senkrecht  stehende 
Gerade  oder  Normale  bestimmt  wird.  Um  die  Beschaffenheit 
einer  Fläche  in  der  Nähe  eines  gewissen  Punktes  genauer  zu 
untersuchen,  denkt  man  sich  dieselbe  in  diesem  Punkte  durch 
Ebenen  geschnitten,  und  betrachtet  die  Krümmungskreise  der  so 
erzeugten  ebenen  Schnittcurven.  Es  sei  die  Gleichung  einer 
Fläche  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x^,x^,  x^  in  der  Gestalt 
(1)  qr>(a;,,a:j,  a:s)  =  const. 

gegeben.  Als  Bedingung  flir  das  Vorhandensein  einer  Tangential- 
ebene in  einem  Punkte  der  Fläche  (x^^  x^,  x^)  ist  in  §  50  die  For- 
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derung  angegeben,  dass  die  drei  partiellen  Differentialqnotienten 
-    y     ^      y     ^      für  das  zugehörige  Werthsystem  nicht  gleich- 


dX|  dtT,  d«r, 
zeitig  verschwinden  dürfen.  Bei  der  gegenwärtigen  Unter- 
suchung wird  noch  ausserdem  vorausgesetzt,  dass  für  dasselbe 
Werthsystem  nicht  alle  zweiten  partiellen  Differentialquotienten 

^—  gleich  Null  "werden.    Die  Gleichung  einer  Ebene,  von 


welcher  die  Fläche  geschnitten  werden  soll,  habe  den  mit  (1) 
in  §  50  übereinstimmenden  Ausdruck 

(2)  ax^  +  hx^  +  cx^  -f  c  =  0. 

Man  kann  nun  den  Krümmungskreis  der  betreffenden  Schnitt- 
curve  hervorbringen ,  indem  man  eine  durch  den  gewählten 
Punkt  (a:j,  a;„  x^)  gelegte  Kugelfläche  ebenfalls  mit  der  bezeich- 
neten Ebene  schneidet.  Bedeuten  wieder  X,,  X„  X^  die  be- 
weglichen Coordinaten  eines  Punktes  der  Kugelfläche,  m,,  ffig^fit, 
die  Coordinaten  ihres  Mittelpunktes,  und  ist  o  der  Radius  der- 
selben, so  lautet  die  Gleichung 

(3)  iX^-tny  +  (X,-m,V  -f-  {X,-  m,y  =  o»; 

die  Gleichung  der  schneidenden  Ebene,  welche  für  a;,,  a:,,  x^ 
in  (2)  angegeben  ist,  hat  für  Coordinaten  X,,  X„  Xg  dieselbe 
Gestalt 

(4)  aX,  +  6X,  +CX3  -hß  =  0. 

Hier  lässt  sich  das  im  vorigen  §  entwickelte  Verfahren 
anwenden,  indem  man  wieder  x^^  x^,  x^  wie  auch  Xj,  X,,  X, 
von  einer  Variable  t  abhängig  annimmt,  und  die  Erfüllung  der 
daselbst  mit  (1»),  (2»),  (3»)  bezeichneten  Gleichungen  fordert.  An 
dem  Inhalte  der  Gleichungen  (2»)  und  (3«)  ändert  sich  nichts,  wenn 
in  der  erstem  der  gemeinsame  Nenner  d<,  in  der  zweiten  der 
gemeinsame  Nenner  (dO*  fortgelassen  wird;  dann  treten  statt  der 
nach  t  genommenen  Differentialquotienten  die  entsprechenden 
Differentiale;  dadurch  entstehen  die  Gleichungen 

(5)  X,  =  X„  x^  =  Xa,  x^  =  X„ 

(6)  dx^  =  dX^,      dx^  =  dX^,      dx^=^  dX^^ 

(7)  d«  X,  =  d*  X,,  d«  X,  =  d«  X„  d*  x,  =  d*  X,. 

Bei  der  gegenwärtigen  Aufgabe  hat  man  für  die  Differentiale 
von  a:,,  x^,  x^    die  Bestimmung,    dass   die  ersten  und  zweiten 
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vollständigen  Differentiale  der  linken  Seiten  von  (1)  und  (2), 
für  die  Differentiale  von  X^,  X„  X,,  dass  die  entsprechenden 
Differentiale  der  linken  Seiten  von  (3)  und  (4)  verschwinden 
müssen.    Demnach  gelten  die  Gleichungen 

(10)  adx^    +  Ädajj        +  cdx^       =0 

(11)  ad^x^   -f  6d"ar,      +  cd^a?,      =0 

(12)  (X,-m,)dX,  +(X,-m,)dX.  +  (X,-tn,)dX,  =  0 

(13)  (X,-m,)d»X,+  (X,— m,)d»X,  +  (X3-w,)d«X3 

+  dXJ  +  dXj+dXJ  =  0 

(14)  adX^   +6dX,       +cdX3       =0 

(15)  ad*X,  +  hd*X^     +cd«X,     =0; 

bei  der  in  (9)  angedeuteten  Summe  hat  jeder  der  Zeiger  a  und  6 
die  Zahlen  1,  2,  3  zu  durchlaufen.  Vermöge  der  Gleichungen 
(6)  und  (7)  geht  nun  (10)  in  (14)  und  (11)  in  (15)  über.  Femer 
lässt  sich  bewirken,  dass  mit  Zuziehung  von  (5),  (6),  die 
Gleichung  (12)  zu  einer  Folge  von  (8)  wird,  indem  man  den 
Mittelpunkt  (m^,  m„  m,)  der  eingeführten  Kugelfläche  der  Be- 
dingung unterwirft,  dass  die  Grössen  x^—m^,  a?,— m^,  x^—m^ 

respective  den  partiellen  Diflerentialquotienten  ^^  >  -~^- ,  --^ 

OX^       aX^      OÄg 

proportional  sein  sollen.    Dies  liefert,  sobald 

gesetzt,  mit  €  die  positive  oder  negative  Einheit  bezeichnet  und 
statt  der  Summe  {x^—tn^  •¥  (x^—m^^  +  (a;,— w,)'  das  Quadrat 
des  Kugelradius  a  eingeführt  wird,  die  Gleichungen 

(17)  X,  —  m,  =  — -=^ — «a 


x^ —  w,  = rr^ —  fia 


W 

dg> 


^3  ~~  ^^3  = ;=?   —  £  a. 
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Wie  in  §  50  gezeigt  worden,  stellen  die  drei  Grössen,  welche 
rechts  mit  ea  multiplicirt  sind,  die  Cosinus  derjenigen  Winkel 
dar,  welche  von  der  in  dem  Punkte  (x^j  a:„  x^)  construirten 
Normale  beziehungsweise  mit  den  positiven  Axen  der  x^J  o;,,  x^ 
gebildet  werden,  und  zwar  ist  die  Normale  nach  derjenigen  Seite 
von  q>  =  const.  gezogen  anzunehmen,  für  welche  das  Differen- 
tial dq)  einen  positiven  Werth  bekommt.    Andrerseits  bedeuten 

die  Quotienten  —^ -y  — * •>  — ^ 5.  die  Cosinus  der  Win- 

o  o  ö 

kel,  welche  die  von  dem  Kugelmittelpunkte  (m^,  m.,  m,)  nach  dem 
Punkte  (x^y  x^j  xj  der  Fläche  gezogene  gerade  Linie  mit  den 
positiven  Axen  der  x^jX^^x^  macht.  Für  £  =  1  stimmen  die 
ersten  drei  Cosinus  mit  den  anderen  drei  Cosinus  ttberein, 
für  €  =  —  1  mit  den  negativ  genommenen  Werthen  derselben. 
Daher  sind  in  dem  ersten  Falle  die  Richtungen  der  be- 
zeichneten Normale  und  der  von  dem  Kugelmittelpunkte  aus 
gezogenen  Geraden  einander  gleich,  in  dem  zweiten  Falle  ent- 
gegengesetzt Der  Kugelmittelpunkt  (m,,  ittg,  m,)  befindet  sich 
mithin  beide  Blale  auf  der  in  dem  Punkte  (x,,  x^,  x^)  zu  der 
Fläche  construirten  unbegrenzten  Normale,  so  dass  die  Tangen- 
tialebenen der  Fläche  q>  =  const.  und  der  in  Rede  stehenden 
Kugelfläche  zusammenfallen;  der  Punkt  (m,,fn„m3)  liegt  aber, 
wenn  «  =  1  ist,  auf  derjenigen  Seite  der  Fläche,  welche  einem 
negativen  Differential  d%  wenn  €  =  —  1  ist,  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite,  welche  einem  positiven  Differential  dq>  ent- 
spricht. 

Von  den  Gleichungen  (12)  bis  (15)  bleibt  jetzt  nur  noch 
die  Gleichung  (13)  zu  befriedigen.  Substituirt  man  mit  Rück- 
sicht auf  (5),  (6),  (7)  die  kleinen  statt  der  grossen  Buchstaben 
und  führt  hierauf  die  Werthe  (17)  ein,  so  kommt 

(18)  ff^  d'x,  +  f^  d*a;,-h  J^  d' x)i-''.-'¥dx\  +  d<c\^dx\  =  (i. 

CO 

Das  mit  dem  Factor  —^  multiplicirte,  die  drei  zweiten  Diffe- 
rentiale enthaltende  Aggregat  ist  jedoch  dasselbe,  welches  auf 
der  linken  Seite  von  (9)  vorkommt.  Aus  diesem  Grunde  kann 
man  die  Grösse  a  so  bestimmen,  dass  die  Gleichung  (18)  aus 
der  Gleichung  (9)  hervorgeht,   und   dadurch  die  Aufgabe  voU- 

Llpschits,  AnalyBis  IL  24 
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ständig  lösen.    Hierbei   ergiebt  sich  für  den  reciproken  Werth 
des  Kngelradias  a  der  Ausdruck 

«^  -^ — ^ —  da.  dXf. 
(19)  — =        •         "      ^ 


mit  dessen  Hülfe  die  Mittelpunktscoordinaten  m^y  m,,  m^  durch 
die  Gleichungen  (17)  dargestellt  werden. 

Merkwürdiger  Weise  enthalten  die  gefundenen  Resultate 
als  Andeutung  der  Ebene,  von  welcher  die  Fläche  </>  =  const. 
in  dem  Punkte  (a:^,  x^,  x^)  geschnitten  wird,  nur  die  Diflferen- 
tiale  dx^,  dx^j  dx^  des  auf  der  Schnittlinie  fortschreitenden 
Punktes.    Diese  Differentiale  haben  der  obigen  Gleichung  (8) 

zu  genügen,  das  heisst,  das  Fortschreiten  des  Punktes  muss  in 
der  Fläche  q>  =  const.  erfolgen,  oder,  genauer  gesprochen,  die 
Tangente  der  Schnittcurve  muss  in  der  Tangentialebene  der 
Fläche  liegen.  Wenn  also  die  Verhältnisse  der  Differentiale 
dx^j  dx^,  dx^  auf  irgend  eine  mit  der  Gleichung  (8)  verträg- 
liche Art  angenommen  sind  und  die  Tangente  der  Schnittcurve 
dadurch  bestimmt  ist,  so  steht  es  i'rei,  durch  diese  Gerade  die 
schneidende  Ebene  (4)  auf  beliebige  Weise  zu  legen,  ohne  dass 
sich  der  Radius  o  und  die  Mittelpunktscoordinaten  m.,  m,,  m, 
der  Kugelfläche  veiilndern.  Unter  allen  durch  dieselbe  Tangente 
zu  fuhrenden  Ebenen  giebt  es  nur  eine  einzige,  welche  zugleich 
durch  die  dem  Punkte  {x^^x^yX^)  entsprechende  Flächennormale 
hindurchgeht  und  einen  senkrechten  Schnitt  oder  Normcdschnitt 
der  Fläche  hervorbringt.  Diese  Ebene  geht  auch  durch  den 
Mittelpunkt  der  construirten  Kugelfläche  und  schneidet  dieselbe 
in  einem  grösten  Kreise,  welcher  vermöge  der  gegebenen  Defi- 
nition der  Krümmungskreis  des  erwähnten  Normalschnitts  ist.  Ftlr 
den  letztern  Schnitt  bildet  daher  (m,,  m„  m^)  den  Mittelpunkt 
und  a  den  Radius  des  Krümmungskreises.  Wir  haben  vorhin 
gesehen,  wie  durch  die  in  (19)  eingeführte  positive  oder  negative 
Einheit  £  die  Seite  der  Fläche  bestimmt  wird,  auf  welcher  sich 
der  Mittelpunkt  (m,,  m,,  m,)  befindet.  Man  kann  nun  die  mit 
dem  Vorzeichen  e  versehene  Grösse  o  durch  einen  Buchstaben  g 
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andeuten,  und  festsetzen,  dass  g  den  Krttmmangsradius  des  de- 
finirten  Normalschnitts  der  Fläche  bezeichne.  Dann  hat  der  reci- 
prohe  Werth  des  Krümmungsradius  eines  Narmalschnifts  den 
Ansdrack 

£  -^ ^ —  dx^  dx. 

(20)  «^«^      .      6 


Q  ^  {dx\  4-  dx\  +  dxX) 

und  giebt  durch  sein  positives  oder  negatives  Vorzeichen  an, 
ob  der  Krümmungsmittelpunkt  auf  derjenigen  Seite  der  Fläche 
liegti  für  welche  das  Differential  d(f  negativ  oder  fUr  welche 
es  positiv  ist. 

Eine  Ebene,  welche  durch  die  einmal  gewählte  Tangente 
nicht  senkrecht,  sondern  in  schiefer  Richtung  gegen  die  Fläche 
gelegt  wird,  ist  vermittelst  des  Neigungswinkels  ?//  bestimmt, 
den  sie  mit  der  senkrechten  Ebene  macht.  Femer  ist  nach 
unserer  Untersuchung  der  Krümmungskreis  der  Curve,  in  welcher 
die  Fläche  q>  =  const.  von  der  bezeichneten  Ebene  geschnitten 
wird,  derjenige  Kreis,  in  welchem  die  construirte  Kngelfläche 
von  derselben  Ebene  geschnitten  wird.  Weil  nun  die  Kugel- 
fläche fUr  die  gewählte  Tangente  ungeändert  bleibt,  so  sind  die 
Krümmungskreise  der  Schnittcurven,  welche  zu  verschiedenen 
Werthen  des  Winkels  ip  gehören,  diejenigen  Kreise,  welche 
auf  dieser  Kugelfläche  durch  die  verschiedenen  schneidenden 
Ebenen  angegeben  werden.  Der  Mittelpunkt  eines  jeden  Krttm- 
mungskreises  liegt  demnach  in  dem  Fusspunkt  des  Lothes, 
welches  von  dem  Kugelmittelpunkt  (m,,  m,,  m^)  auf  die  schnei- 
dende Ebene  herabgelassen  wird;  eine  von  diesem  Fusspunkt 
nach  dem  Punkte  {x^^x^^x^)  und  eine  von  dem  Kugelmittel- 
punkt nach  demselben  Punkte  gezogene  Gerade  schliessen  mit 
einander  den  Neigungswinkel  xp  ein,  folglich  ist  der  Radius  des 
in  Rede  stehenden  Krümmungskreises  gleich  dem  mit  cos  i/^ 
multiplicirten  Werthe  des  Kugelradius  (/,  oder,  was  dasselbe  be- 
deutet, des  Krümmungsradius  des  zu  derselben  Tangente  gehö- 
renden Normalschnitts.  Dieses  Resultat  wird  nach  seinem  Ur- 
heber der  Meusnier'sche  Satz  genannt. 

Wenn  das  Gesetz  einer  Fläche  durch  die  Abhängigkeit 
ausgedrückt  ist,  in  welcher  eine  Coordinate  x^  von  den  beiden 
andern   x^   und  x^   steht,   so   darf  in   (1)   statt  der   Function 
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V  (^i,  ^„  x^)  eine  Diflferenz 

(21)  ^.-/'(^i,^.), 

statt  der  Constante  der  rechten  Seite  die  Null  gesetzt  werden. 
In  Folge  dessen  verwandelt  sich  das  Differential  dtp  in  den 
Ausdruck 

(22)  d..— |^-d..-|^d.., 

dessen   Vorzeichen    später  zu   berücksichtigen   ist.     Um  jetzt 
den   in  (20)  angegebenen  Werth  des    reciproken  Krümmungs- 
radius —  zu  bilden,  hat  man  fttr  den  Zähler  den  Ausdruck 
Q 

welcher  nur  die  Differentiale  dx^  und  dx^  enthält;  ferner  kommt 
nach  der  in  (16)  aufgestellten  Definition 

Die  Gleichung  (8),  welche  von  den  Differentialen  da;,,  dx^j  dx^ 
erfallt  werden  muss,  bedingt  das  Verschwinden  von  (22),  so 
dass  das  Differential  dx^  gleich  der  Verbindung 

wird;  dadurch  entsteht  die  Qleichung 

(25)    dx^,'{'dxl-\-dxl^dx]-\'dxl+(^-^  dx,  +  ^-^  dxX- 

Führt  man  noch  für  die  partiellen  Differentialquotienten  der 
Function  f{x^y  a?,),  welche  mit  den  partiellen  Differentialquo- 
tienten der  Coordinate  x^  zusammenfallen,  die  Abkürzungen  ein 


a^j"-/ii'   dx.dx.-^^^-f^'^    öxl"^^""' 


SO  ergiebt  sich  die  Darstellung 

2  «^j,  y.,2 

—  r..  aa 

(27)      ^= 


1  —  fii  dx^  —  2  /*, 2  dx^  dx^  —  f^  dx^ 


^       }l\+f,^fi{{\'^Odx\-¥2fJ^dx,dx^  +  {\  +  f,)dx^^ 

in  welcher  die  Variabein  x^j  rr,  und  daher  auch  ihre  Differen- 
tiale rfa;,,  dx^  von  einander  unabhängig  sind. 
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grümmnngimaie. 

Nachdem  im  vorigen  §  der  einfache  Zusammenhang  ent- 
wickelt ist,  in  dem  die  Krümmungskreise  der  verschiedenen 
durch  dieselbe  Tangente  gehenden  Schnitte  einer  Fläche  zu 
dem  Krttmmungskreise  des  betreffenden  Normalschnittes  stehen, 
werden  gegenwärtig  die  Krttmmungskreise  der  verschiedenen 
Normalschnitte  verglichen  werden,  die  durch  denselben  Punkt 
der  Fläche  gelegt  werden  können.  Hierzu  dient  die  Unter- 
suchung der  Frage  nach  denjenigen  unter  den  zu  einem  Punkte 
gehörenden  Normalschnitten,   für  welche   der  Werth   des  reci- 

proken  Krümmungsradius  —  ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Wir  wollen  dabei  den  Ausdruck  (27)  des  vorigen  §  benutzen, 
in  welchem  die  Werthe  x^,  ar,  den  gewählten  Punkt  der 
Fläche,  durch  welchen  die  Normalschnitte  gelegt  werden,  und 
da;,,  Ax^   diö   Tangente  bezeichnen,   zu   welcher  der  einzelne 

Normalschnitt  gehört.  Der  Werth  —  ändert  sich  von  Normal- 
schnitt zu  Normalschnitt,  sobald  das  Verhältniss  der  Differentiale 
dxiydx^  geändert  wird;  wegen  des  Umstandes,  dass  sowohl  der 
Zähler  wie  der  Nenner  des  Bruches  ganze  homogene  Functionen 
des  zweiten  Grades  von  den  Differentialen  dx^j  dx^  sind,  kommt 
hierbei  nur  das  Verhältniss  derselben  in  Betracht,  wie  es  auch 
nach  der  Natur  des  dargestellten  geometrischen  Begriffs  nicht 
anders  sein   kann.    Demnach   ist  eine  Aufgabe  de  Maximis  et 

Minimis  fUr  eine  Function  der  veränderlichen  Grösse     ,  *    zu 

lösen.  Doch  bleibt  die  Symmetrie  der  beiden  Coordinaten  er- 
halten, sobald  man  die  Differentiale  dx^  und  dx^  als  zwei  un- 
abhängig veränderliche  Grössen  ansieht,  deren  Function  —  zu 

einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  werden  soll;  die  Coor- 
dinaten x^  und  x^  des  Punktes  der  Fläche  werden  hierbei  selbst- 
verständlich nicht  geändert.  Nach  den  für  die  bezttglichen 
Probleme    in   §   56    aufgestellten    Regeln   sind    die   partiellen 
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Diflferentialquotieiiten  des  für        angegebenen  Bruches  nach  den 

Variabein  dx^  und  dx^  m  nehmen  und  gleich  Null  zu  setzen. 
Hieraus  entstehen,  sobald  man 

(1)  -i-=.. 

9 

setzt,  wieder  Ö  =  1  4-  /"J  4-  /^  nimmt,  ferner  jeden  partiellen  Dif- 

ferentialquotieuten   mit  dem   Nenner   des  Bruches   multiplicirt 

und  durch  die  Zahl  Zwei  dividirt,  die  Gleichungen 

j-f,,dx,-f,,dx,-^u^Q{il+fl)dx,+fJ,dx,)  =  0 

^-fnd^i-f^dx,'^co]/Q(fJ,dx,  +  {l+fl)dx,):=(). 

Damit  diese  Gleichungen,  deren  linke  Seiten  homogene  Aus- 
drücke des  ersten  Grades  in  Bezug  auf  dx^  und  dx^  sind,  ausser 
einer  Lösung,  bei  der  die  Elemente  verschwinden,  überhaupt 
eine  Lösung  zulassen,  muss  nach  einem  auch  in  §  60  angewen- 
deten Schlüsse  die  aus  den  Coefiicienten  der  beiden  Ausdrücke 
gebildete  Determinante 

verschwinden.  Dies  liefert  bei  ausgeführter  Rechnung  die  fol- 
gende quadratische  Gleichung  für  v) 

nach  deren  Auflösung  mit  Hülfe  von  (2)  für  jede  der  beiden 
Wurzeln  das  zugehörige  Verhältniss  der  Differentiale  dx^  und  dx^ 
bestimmt  wird. 

Zum  Zwecke  der  ferneren  Discussion  möge  jetzt  eine  Vor- 
aussetzung eintreten,  welche  stets  erfüllt  werden  kann^  and 
durch  die  sich  die  Gestalt  der  vorkommenden  Ausdrücke  erheb- 
lich vereinfacht.  Da  es  erlaubt  ist,  das  rechtwinklige  Coordina- 
tensystem,  in  welchem  die  Gleichung  einer  bestimmten  Fläche 
dargestellt  wird,  nach  Belieben  zu  ändern,  so  darf  man  ftir  den 
in  jedem  einzelnen  Falle  betrachteten  Punkt  der  Fläche  die 
x^  x^  Ebene  mit  der  Tangentialebene  zusammen  fallen  lassen. 
Dadurch  verschwinden  für  den  betreffenden  Punkt,  wie  sich 
aus  §  48  und  §  57  crgiebt,  die  partiellen  Differentialquotienten 

^  =fi  und  ^--  =/"„  die  mit  Q  bezeichnete  Grösse  l+f^+fl 
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wird  gleich  der  Einheit;  ferner  erhält  der  reciproke  Krttra- 
mungshalbmesser  den  Ausdruck 

1        —  /ii  da]  —  2/^2  d:c^  dx^  —  f^^  dx] 
Q  dx^  4-  dx^ 

das  Vorzeichen  des  Differentials  drp  ist  nach  Massgabe  des 
Ausdrucks  (22)  im  vorigen  §  auf  derjenigen  Seite  der  Fläche 
positiv,  auf  welcher  diCg  positiv  ist  oder  die  Coordinate  u:„ 
wächst,  und  die  obigen  Gleichungen  (2)  verwandeln  sich  in  die 
folgenden 

)  —  /"jj  dXy^  —  f^  dx^  4-  oidx^  =  0. 
Zugleich  wird  aus  (4)  die  Gleichung 

(7)  io'  -(/•„  +  /;,)  c.  +  /•„  /;,  -  f\^ = 0. 

Stellt  man  die  Gleichungen  (6)  neben  die  Gleichungen  (5»)' des 
schon  erwähnten  §  60,  der  sich  auf  das  Hauptaxenproblem 
eines  Kegelschnitts  bezieht,  so  leuchtet  ein,  dass  die  erstem  aus 
den  letztern  hervorgehen,  sobald  respective 


fn    fn    fn    ^^i     ^^: 


2 


(JJ 


ttir  Oj,    a„    a„       x^       x^    lo 

gesetzt  wird,  und  dass  auf  dieselbe  Weise  die  vorstehende 
Gleichung  (7)  aus  der  dortigen  Gleichung  (6»)  entsteht  Wäh- 
rend daselbst  ar^,  x^  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  be- 
liebigen Punktes  einer  Ebene  bedeuten,  darf  man  hier  dx^,  dx^ 
als  die  relativen  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  in 
Bezug  auf  den  festen  Punkt  (ar^,  x^)  auflfassen.  Vermöge 
der  getroffenen  Annahme  ist  die  gegenwärtige  x^  x^  Ebene  die 
Tangentialebene  der  gegebenen  Fläche,  der  Punkt  (da;,,  dx^) 
liegt  dem  festen  Berührungspunkt  beliebig  nahe,  und  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Punkte  ist  die  Tangente  des  Normal- 
schnitts, dessen  Krümmungshalbmesser  betrachtet  wird.  Man 
kann  daher  die  in  §  <30  abgeleiteten  Resultate  sofort  dahin  über- 
tragen, dass  die  Gleichung  (7)  stets  zwei  reelle  Wurzeln  w^*^ 
and  io^^^  hat,  und  dass  die  Richtungen,  welche  durch  die  zuge- 
hörigen Verhältnisse  -'  *  bestimmt  werden,  auf  einander  senk- 
^  dx^ 

recht  stehen.  Den  Fall,  dass  w^'^  und  co^"^  einander  gleich  seien, 
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schliessen  wir,  wie  dort,  vorläufig  ans.  Es  existiren  alsdann  in 
der  Tangentialebene  der  Fläche  awei  von  dem  Berührungspunkt 
ausgehende  zu   einander   senkrechte  Richtungen,  für  welche  der 

reciproke  Krümmungshalbmesser  des  Narmalschnitts  —  seine  aus- 

sersten  Werthe   annimmt;   die  beiden  den  Werthen  w^*^  und  idf^^ 

entsprechenden  Krümmungshalbmesser  g^^^  und  q^^^   werden    die 

Uauptkrümmungshalbmesser  der  Fläche  in  Bezug  auf  den  betref- 
fenden Tunkt  genannt. 

Wir  haben  in  §  60,  nachdem  die  Richtungen  der  Haupt- 
axen  des  Kegelschnitts  bestimmt  waren,  statt  x^  und  x^  neue 
rechtwinklige  Coordinaten  ?,  rj  eingelührt,  welche  sich  auf  die 
Hauptaxen  beziehen.  Verfährt  man  bei  der  gegenwärtigen  Auf- 
gabe auf  entsprechende  Weise,  und  giebtdem  Punkt  (dx^,dx^) 
der  Tangentialebene  die  Coordinaten  f,  rj,  welche  den  Richtun- 
gen der  Hauptnormalschnitte  der  Fläche  entsprechen  und  mit 
dXi  und  dx^  von  gleicher  Ordnung  sind,  so  fliessen  ans  den 
Gleichungen  (35)  und  (44)  des  §  60  die  Gleichungen 

(8)  dx]  '^dxl  =  f  +  ri\ 

(9)  /,,  dx]  +  2/-,,  dx,  dx^  +  4  dx\  =  10^'^  f  +  io^^^  i/. 

Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (1)  und  (5)  durch  Division  die 
Gleichung 

(l)v2    ,        (3)    2 

(10)  ft>= .^-L-, 

statt  deren  auch  die  Gleichung 


(11) 


1        v,!l     ,  1_     i 

1  o">    ^  pt*>    '' 


<•  f+rt 


genommen  werden  kann.  Sobald  man  den  Winkel,  welchen 
die  von  dem  Bertthrungspunkte  nach  dem  Punkte  (^,  rj)  gezogene 
Gerade  mit  der  positiven  |  Axe  bildet  und  der  zugleich  der 
Neigungswinkel  des  bezüglichen  Normalschnitts  der  Fläche  mit 
dem  zu  lo^^^  gehörenden  Hauptnormalschnitte  ist,  durch  d-  be- 
zeichnet, so  wird 

f  =  |/^M^co8  &,  tj  =  i/y+^sin  &y 
und  die  Gleichung  (11)  geht  in  die  Gleichung 
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(12)  J-  =  TT)  ^^^'  ^  +  12)  sin'  ^ 

über.  Dieselbe  drückt  einen  van  Euler  gefundenen  und  nach  ihm 
benannten  Sota  auSy  durch  welchen  die  Bestimmung  des  Krümmungs- 
halbmessers ßr  einen  beliebigen  Normalschnitt  einer  Fläche  auf 
die  Kenntniss  der  Lage  der  Hauptnormalschnitte  und  der  Werthe 
der  jgugehörigen  Hauptkrümmungshalbmesser  eurückgeführt  wird. 
Weil  die  Grösse  q  so  definirt  ist,  dass  sie  durch  ihr  Vor- 
zeichen die  Seite  der  Fläche  angiebt,  auf  welcher  sich  der 
zugehörige  Krümmungsmittelpunkt  befindet,  so  hängen  die  ver- 
schiedenen Erscheinungen,  die  in  der  Nähe  eines  bestimmten 
Punktes  einer  Fläche  auftreten,  davon  ab,  welche  Vorzeichen  die 

betreffenden  Hauptkrttmmungshalbmesser  ^^^\  ^^^^  haben.  Im  vori- 
gen §  wurde  festgesetzt,  dass  der  Krtlmmungsmittelpunkt  bei 
einem  positiven  Werthe  von  q  auf  derjenigen  Seite  der  Fläche, 
auf  welcher  das  Differential  dq)  negativ  ist,  und  im  entgegen- 
gesetzten  Falle  entgegengesetzt  liege;  wegen  der  gegenwärtig 
angewendeten  Vereinfachung  ist  aber  das  Differential  d(f  auf 
der  Seite  der  Fläche  positiv,  nach  welcher  die  Ordinate  x^  zu- 
nimmt. Nun  lehrt  die  Gleichung  (12),  dass,  wenn  q^^^  und  q^^^ 
dasselbe  Vorzeichen  haben,  die  Grösse  q  ebenfalls  stets  dasselbe 
Zeichen  behält;  mithin  sind  unter  dieser  Voraussetzung  die 
Krümmungen  aller  Normalschnitte  nach  derselben  Seite  ge- 
richtet, und  die  Werthe  q^^^  und  q^^^  geben  wirklich  den 
grösten  und  kleinsten  Werth  von  q  an.  Eine  Ausnahme  bildet 
der  vorhin  ausgeschlossene  Fall,  in  welchem  für  die  Grössen 
fivfivf22  die  Bedingungen 

erfüllt   sind,   die   ftlr  lo   aufgestellte  Gleichung   zwei   einander 

gleiche  Wurzeln  hat,  und  der  Ausdruck  -   den  unveränderlichen 

Werth  —fii  annimmt.  Auch  hier  sind  die  Krümmungen  aller 
Normalsclmitte  nach  derselben  Seite  gerichtet,  doch  werden  die 
sämmtlichen  Krümmungsradien  einander  gleich.  Ein  Punkt 
einer  Fläche,  für  den  dies  geschieht,  heisst  ein  Nabelpunkt. 
Da  alle  Normalschnitte,  welche  durch  einen  Punkt  einer  Kugel- 
fläche gelegt  werden,  gröste  Kreise  sind,  so  haben  die  sämmt- 
lichen Punkte  einer  Kugelfläche  eine  solche  Beschaffenheit. 
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Wenn  die  Werthe  q^^^  und  g^^^  entgegengesetzte  Vorzeichen 
tragen,  so  sind  die  Krümmungen  in  den  beiden  Haaptnor- 
malschnitten  nach  entgegengesetzten  Seiten  gerichtet;  alsdann 
folgt  aus  der  Gleichung  (12),  dass  q^^^  und  q^^^  respective  den 
höchsten  positiven  und  negativen  Werth  des  Krtlmroungshalb- 
messers  darstellen,  dass  für  eine  Drehung  des  Normalschnitts 
von  der  einen  Hauptlage  in  die  andere  ein  allmähliger  Ueber- 
gang  von  einem  positiven  Werthe  von  q  zu  einem  negativen 
stattfindet,  und  dass  für  zwei  leicht  zu  bezeichnende  Normal- 
schnitte,  welche  mit  den  Hauptnormalschnitten  gleiche  Winkel 

einschliessen,  die  Grösse      einen  verschwindenden  Werth  erhält 

9 

Man  überzeugt  sich,  dass  die  Fläche  unter  den  angegebenen 
Bedingungen  in  dem  betrachteten  Punkte  die  Beschaffenheit 
eines  Sattels  hat. 

Die  Uebereinstimmnng  zwischen  der  in  §  60  behandelten 
Aufgabe  des  relativen  Maximums  oder  Minimums  und  der  auf 

die  Grösse       bezüglichen  Aufgabe  beruht  auf  sehr  allgemeinen 

Gründen.  Wenn  das  Maximum  oder  Minimum  einer  gewissen 
Function  f  mehrerer  Variabein  unter  der  Bedingung  aufgesucht 
werden  soll,  dass  eine  zweite  Function  g  derselben  Variabein 
einen  gegebenen  Werth  behält,  so  hat  man  nach  der  in  §  59 
entwickelten  Methode  mit  Hülfe  eines  unbestimmten  Factors  l 
den  Ausdruck  f-^-lg  zu  bilden,  und  dessen  nach  den  sämmt- 
liehen  Variabein  genommene  erste  partielle  Differentialqno- 
tienten  einzeln  gleich  Null  zu  setzen.  Wird  umgekehrt  das 
Maximum  oder  Minimum  der  Function  g  unter  der  Bedin- 
gung verlangt,  dass  die  Function  f  einen  festen  Werth  habe, 
so  stellt  man  nach  derselben  Methode  mit  einem  unbestimmten 
Factor  /i  den  Ausdruck  ftf-^g  auf  und  setzt  dessen  nach  den 
sämmtlichen  Varia beln  genommene  erste  partielle  Differential- 
quotienten einzeln  gleich  Null.  Man  kann  nun  jede  der  letz- 
tern Gleichungen  durch  den  Factor  /<  dividiren  und  sieht  dann, 
dass  dieselben  aus  den  entsprechenden  Gleichungen  des  ersten 
Problems  entstehen,  wofern  in  den  letztern  das  Zeichen  l  durch 

das  Zeichen  ~    ersetzt  wird.     Sobald    insbesondere  f  und  g 
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rationale  ganze  homogene  Functionen  desselben  Grades  von  den 
betreffenden  Variabeln  sind,  so  folgt  aus  dem  in  §  46  mitge- 
theilten  Etder'schen  Satze,  dass  die  Summe,  welche  erhalten 
wird,  indem  man  jeden  partiellen  Differentialquotienten  des 
homogenen  Ausdrucks  f-^lg  mit  der  betreffenden  Variable 
multiplicirt  und  hierauf  alle  Producte  addirt,  gleich  dem  mit 
der  Gradzahl  multiplicirten  Ausdrucke  selbst  wird;  das  ent- 
sprechende gilt  für  den  Ausdruck  fif+g,  weshalb  bei  dem 
ersten  Problem  /*+Aflf=0,  bei  dem  zweiten  Problem  /</"+flf=0 
sein  mnss.  Es  werden  daher  durch  das  erwähnte  dem  ersten 
Problem  zugehörende  System  und  durch  das  zu  dem  zweiten 
Problem  gehörende  System  von  Gleichungen  die  zwischen  den 
Variabein  bestehenden  Verhältnisse  in  genau  derselben  Weise 
bestimmt.  Man  gelangt  aber  endlich  wieder  zu  der  gleichen 
Bestimmung  dieser  Verhältnisse,  wenn  gefordert  wird,  dass  der 

Quotient  der  beiden  Functionen       ein  Maximum  oder  Minimum 

9 

werden  soll;  nach  dem  Obigen  muss  die  Grösse  l  gleich  dem 

Werthe  —  ->  die  Grösse  /i  gleich  dem  reciproken  Werthe  —  - 

sein.  In  unserem  Falle  sind  f  und  g  homogene  Functionen  des 
zweiten  Grades  von  zwei  Variabein,  von  denen  eine  Function 
wesentlich  positiv  ist. 

Die  aus  der  Darstellung  (5)  von  —  abgeleiteten   Resultate 

gelten  allgemein,  da,  wie  erwähnt  worden,  die  vorausgesetzte 
Aenderung  des  Coordinatensystems  immer  ausftlhrbar  ist.  In- 
sofern die  Hauptkrümmungshalbmesser  durch  die  ttir  w  = 

aufgestellte  quadratische  Gleichung  (4)  bestimmt  sind,  liefern 
die  Coefficienten  der  durch  den  Factor  von  w*  dividirten 
linken  Seite  die  symmetrischen  Verbindungen  Summe  und  Pro- 
duct  der  Wurzeln  lo^^^  und  w^^\  und  zwar  ist  der  negativ  ge- 
nommene Factor  von  lo  der  Summe  cei^*^  +  €ei**\  das  vonw  freie 
Glied  dem  Product  w^*\/^^  gleich.  Hieraus  entstehet  für  die 
Summe  und  das  Product  der  beiden  reciproken  IlaupthrümmungS' 
hdlbf nesser  die  Ausdrücke: 
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(iy  "*"    An  —  «  ' 


(13)        p(o   .    ^(„ 


i^+fl  +  f,) 

hl  '22  '12 


Wie  wir  sahen,  sind  die  beiden  Hanptkrttmmangen  nach  der- 
selben Seite  oder  nach  verschiedenen  Seiten  gerichtet,  je  nach- 
dem Q^^^  und  Q^^^  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen 
haben;  darüber,  ob  das  eine  oder  das  andere  der  Fall  sei,  ent- 
scheidet das  Vorzeichen  des  Products  der  beiden  reciproken 
Hauptkrtimmungshalbmesser.  Dieses  Product  ist  von  Gauss  in 
den  äisquisüianes  generdles  circa  superficies  curvas  das  Krümmungs- 
mass  der  Fläche  m  deni  betreffenden  Funkte  genannt  worden. 
Durch  die  angeftlhrte  geometrische  und  die  physicalische  Ab- 
handlung: prindpia  generalia  theoriae  figurae  fluidorum  in  statu 
aequilibrii  hat  Gauss  für  die  späteren  die  Theorie  der  Krümmung 
betreffenden  Untersuchungen  den  Grund  gelegt.  Nehmen  wir 
als  Beispiel  das  in  §  57  erwähnte  Faraboloid,  welches  die 
Gleichung 

(15)  x^=    {a^ixl+2a,^x^x^+a.^,xl'^2e^^x,'{'2e.^x^+ej 

hat,  so  findet  sich 

/jg\  /  /l^^^ll  ^J'*'^12^2'*'^18»    A^^^^l"*"  ^22  ^2  +  ^28' 

wonach 

(17)  /•,!  f^  -  f\  =  a^i  a„  —  ajj 

ist.    Dem  zufolge  erhält  das  KrUmmungsmass  den  Werth 

(1«)  /V)-  (l+zt-f-zt)^  ' 

derselbe  ist  für  jeden  Punkt  des  Paraboloids  entweder  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  die  Verbindung  «u«,«— «i,  positiv 
oder  negativ  ist.  Die  Fläche  heisst  in  dem  ersteren  Falle  ein 
eUiptischeSy  in  dem  zweiten  Falle  ein  hyperbolisches  Faraboloid. 
Für  eine  tiefere  Einsicht  in  das  Wesen  der  Hauptkrüm- 
mungshalbmesser ist  es  von  Bedeutung,  die  Ausdrücke  derselben 
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nicht  nur  unter  der  bisherigen  Voraussetzung,  dass  die  Gleichung 
der  Fläche  in  der  Gestalt  a:^—/'(a:,,a:j)=0  gegeben  ist,  sondern 
auch  dann  zu  kennen,  wenn  die  Gleichung  die  im  vorigen  § 
ursprünglich  angenommene  Beschaflfenheit  hat, 

(19)  (p  (a;„  x^  x^  =  const. 

Wir  erreichen  diesen  Zweck,  indem  wir  das  für  die  Grösse  — 

9 

gelöste  Problem  des  Maximums  oder  Minimums  bei  dem  Aus- 
druck von  —  wiederholen,  welcher  im  vorigen  §  unter  (20) 
mitgetheilt  ist;  dieser  ist  vermittelst  der  Bezeichnungen 


8  I 


.2    »        2    ,     _2 


SO  gebildet 


Die  Differentiale  dx^jäx^^dx^  sind  durch  die  aus  (19)  fol- 
gende Gleichung 

(22)  (jPj  dx^  +  ^2  dx^  +  «jn,  dx^  =  0 

verbunden.  Demnach  lässt  sich  die  bezeichnete  Aufgabe  als 
eine  Aufgabe  des  relativen  Maximums  oder  Minimums  auf- 
fassen, bei  der  —  eine  Function  der  drei  Differentiale  dx^^dx^ydx^ 

ist,  und  zwischen  diesen  die  Bedingungsgleichung  (22)  besteht. 
Vermöge  der  in  §  59  entwickelten  Methode  hat  man  also  die 
linke  Seite  von  (22),  mit  einem  unbestimmten  Factor  multipli- 

cirt,  zu  dem  Ausdruck  (21)  von  —  hinzuzuaddiren,   und  dann 

die  drei  nach  dx^,  dx^,  dx^  genommenen  ersten  partiellen 
Differentialquotienten  des  Aggregats  zum  Verschwinden  zu  brin- 
gen. Wird  jede  dieser  Gleichungen  mit  dem  halben  Werthe 
des  Nenners  der  rechten  Seite  von  (21)  multiplicirt,  das  Product 
aus  diesem  Factor  und  dem  eingeftlhrten  Multiplicator  mit  t 
bezeichnet,  die  obige  Gleichung  (1)  benutzt,  und  die  Gleichung 


882 


Allgemeine  Umformung. 


§  65. 


(22)  zn  den  erhaltenen   drei  Gleichungen  hinzugefügt,   so   ent- 
steht das  System 


(23)   ^ 


Vi  ^^1  +  9^2  ^^2  +    9*8  ^^3 


=  0. 


Hier  sind  die  linken  Seiten  homogene  Ausdrücke  des  ersten 
Grades  in  Bezug  auf  die  drei  Differentiale  da:,,  da:,,  dx^  und 
den  Factor  t;  die  betreffenden  Coefficienten  bilden  das  symme- 
trische Schema 


(24) 


Vn 

+ 

10  ^Q 

Vit 

Vn 

fl^l 

Vm 

<Pi3  + 

(oYQ 

V33   . 

y« 

Tsi 

V33 

9>33+to 

•}/« 

Vs 

Vi 

V« 

Vs 

0, 

>! 


dessen  Determinante  aus  frUher  angegebenen  Gründen  ver- 
schwinden muss.  Ihr  Ausdruck,  nach  den  in  I,  §  74  mitge- 
theilten  Regeln  gebildet  und  dann  negativ  genommen,  ist  der 
folgende 

+  {{<Pn  +  ^'n^Q)  (9*22 + <^\^Q)—VnWi  +  2  (9>3iy,2  -  (Vu + ^^fQ)V2^2V'^ 
+  2  (9)„9)^  -  (?>«+ wi/Ö)?>8i)9^89'i+2  (9)j^9)3,-(9)j,+ w|/g)9),j^)y,yj. 

Wenn  man  jetzt  die  adjungirten  Elemente,  die  zu  dem  Schema 
der  qp^j  gehören,  respective  mit  0^^^  bezeichnet,  so  dass 

9'229^33-9'L         =^1V    ^83^11  —  ^31         =^22»   VnV^—V]l         =<^38, 
9*319*12— 9'll9'a8=^a3i    yi29*28-9'22T31=^81>    ^^^^"^^^12=^^ 

ist,  dann  erhält  (25)  die  Gestalt 
(27)         <?V 

Mithin  ergeben  sich  für  die  symmetrischen  Yerbindnngen 
-a,t"-c.<'>=43  +  ^,,  und  c^» ,.(«'= -^, 

die  gesuchten  Ausdrücke 


(26) 
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(28)        4)+-li) 
9  Q 


qYq 

(29) 


1  *iiy!+*«92+*33V3  +  2«>23927^3+2«>3j9,yj+2«>,,y,g)2 


Q    Q  Q 

Der  Zähler  von  dem  das  Krttminungsinass  der  Fläche  darstel- 
lenden Ausdrucke  (29)  ist  nach  I,  §  83  die  zu  der  quadratischen 
Form  2!  (p^^^  dx^  dx^^  adjungirte  Form,  in  welcher  die  drei  Va- 

riabeln  beziehungsweise  durch  die  drei  ersten  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten g)^,  9),,  ^8  vertreten  sind. 
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Integrale  tob  Fnnetlonen  einer  Tarlable« 


I  66.    Elntheilwig  der  Integrale  naoh  dor  Beaohallluüielt 

der  sn  integrirenden  Fimotlon. 

Die  Betrachtung  der  Integrale  von  Functionen  einer  Va- 
riable, welche  in  Capitel  II  angestellt  wurde,  setzt  in  Betreff 
der  zu  integrirenden  Function  nur  voraus,  dass  dieselbe  ftlr  ein 
gewisses  Intervall  der  Variable  eindeutig,  endlich  und  stetig 
gegeben  sei,  nimmt  aber  auf  die  Operationen,  durch  welche  die 
Function  hervorgebracht  wird,  keine  Rücksicht.  Dagegen  beziehen 
sich  die  Regeln,  nach  denen  eine  gegebene  Function  differentiirt 
wird,  wie  auch  früher  bemerkt  worden,  im  Grunde  immer  auf 
die  Operationen,  durch  welche  die  zu  differentiirende  Function 
entstanden  ist.  Gegenwärtig  soll  fUr  die  Integration  von  Func- 
tionen einer  Variable  derselbe  Gesichtspunkt  absichtlich  geltend 
gemacht  werden,  welcher  sich  für  die  Differentiation  von  Func- 
tionen von  vorne  herein  ergab.  Dadurch  wird  es  möglich, 
solche  Gattungen  von  Functionen  zu  bezeichnen,  bei  welchen 
die  unbestimmte  Integration  ausgeführt,  das  heisst,  auf  die 
Bildung  von  anderweitig  bekannten  Functionen  zurückgeführt 
werden  kann. 

Bei  der  Differentiation  unterscheiden  sich  die  algebrai- 
schen  Functionen   scharf  von   denjenigen,   welche   nicht  alge- 
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braisch  oder  mit  einem  andern  Worte  transcendent  sind.  Auf 
gleiche  Weise  theilt  man  die  Integrale  in  diejenigen ,  für 
welche  die  zu  integrirende  Function  algebraisch,  und  in  die- 
jenigen, für  welche  sie  nicht  algebraisch  ist.  Eine  algebrai- 
sche Function  wird  nach  §  9  durch  die  Anwendung  einer  be- 
schränkten Zahl  von  algebraischen  Operationen  erzeugt,  und 
zwar  setzen  sich  diese  aus  den  vier  rationalen  und  aus  irratio- 
nalen Operationen  zusammen;  die  letzteren  umfassen  das 
Ausziehen  von  beliebig  hohen  Wurzeln  und  das  Auflösen 
von  algebraischen  Gleichungen  tlberhaupt.  Demzufolge  werden 
unter  den  Integralen  der  algebraischen  Functionen  die  Integrale 
der  rationalen  Functionen  und  die  Integrale  von  solchen 
Functionen  unterschieden,  zu  deren  Bildung  irrationale  Opera- 
tionen erforderlich  sind.  Wir  gehen  jetzt  zur  Erörterung  der 
ersteren  ttber,  bemerken  aber  sogleich,  dass  wir  uns  mit  den 
letzteren  nur  in  einem  beschränkten  Umfange  beschäftigen 
werden. 

§  67.    Integrale  von  rattonalen  Fanotlonen  der 

Ibtegratloiisvailable. 

Insofern  die  rationalen  Functionen  in  ganze  und  gebrochene 
Functionen  zerfallen,  sind  zuerst  die  Integrale  der  rationalen 
ganzen  Functionen  zu  erwähnen.  Eine  solclie  Function  der 
Integrationsvariable  x  vom  nten  Grade  hat  den  Ausdruck 

(1)  a^  x"  +  a,  a;"""'  +  a^ a:"~^  +  ...  +  a„. 

Nach  der  Gleichung  (5a)  des  §  25  ist  das  unbestimmte  Integral 
einer  Summe  von  Functionen  gleich  dem  Aggregat  der  unbe- 
stimmten Integrale  der  einzelnen  Summanden,  nach  der  Glei- 
chung (8a)  desselben  §  das  unbestimmte  Integral  einer  mit 
einer  Constante  multiplicirten  Function  gleich  dem  Product  aus 
der  bezüglichen  Constante  und  dem  unbestimmten  Integral  der 
in  Rede  stehenden  Function.  Es  bleibt  daher  nur  für  jedes 
einzelne  Glied  der  Summe  (1)  das  unbestimmte  Integral  einer 
ganzen  positiven  Potenz  der  Variable  x  zu  bilden.  Der  Werth 
desselben  folgt  aus  der  Gleichung  (20)  des  §  24,  indem  man 
daselbst  den  Exponenten  Je  gleich  einer  beliebigen  ganzen  posi- 
tiven Zahl  einschliesslich  der  Null  nimmt,  nämlich 

Llpflohitx,  Analyaifl  IL  25 


886  Integral  einer  rationalen  Function.  §  67. 


const. 


Mithin  wird  das  unbestimmte  Integral  der  rationalen  ganzen 
Function  (l)  durch  die  Oleichung 

(3)  /(«o^"  +  ^1  ^"^^  +  «2  ^"""^  + . . .  +  oj  da: 

=  — ^ I * ^-  -^ +  . . .  -¥  a^X'¥  const. 

n4- 1  n  n  —  1 

dargestellt.  Aus  derselben  geht  hervor,  dass  das  unbestimmte 
Integral  einer  gegebenen  rationalen  ganzen  Function  einer  Va- 
riable gleich  einer  rationalen  ganzen  Function  derselben  Va- 
riable von  einem  nm  eine  Einheit  höheren  Grade  ist. 

Eine  rationale  gebrochene  Function  von  x  ist  gleich  einem 
Bruche,  dessen  Zähler  und  Nenner  rationale  ganze  Functionen 
von  X  sind.  Bei  einer  zu  integrirenden  rationalen  gebrochenen 
Function  sei  die  Zählerfunction  e{x)  vom  5ten,  die  Nenner- 
tunction  f(x)  vom  nten  Grade 

(4)  e{x)  =i  e^x'  +  e^  x*"^  4-  . . .  +  e,, 

(5)  f{x)  =  a^  a;"  +  a,  a:"""^  +  . . .  +  a^. 

e(x) 
Alsdann  ist  der  gegebene  Bruch  -j?-y  ^^^^  I>  §  ^^  ^^^  unechter, 

wenn  die  Gradzahl  s  grösser  als  die  Gradzahl  n  oder  ihr  gleich, 
ein  echter,  wenn  s  kleiner  als  n  ist.  In  dem  erstem  Falle 
lassen  sich  stets,  wie  in  I,  §  68  gezeigt  worden,  zwei  ganze 
Functionen  q(x)  und  r{x)  auf  eine  einzige  Weise  so  bestimmen, 
dass  die  Gleichung 

(6)  e{x):^f(x)q{x)  +  r(x) 

erfüllt  wird,  wo  r{x)  von  niedrigerem  Grade  als  f{x)  ist  Das 
an  der  erwähnten  Stelle  für  diesen  Zweck  angegebene  Verfahren 
ist  die  nach  den  fallenden  Potenzen  der  Variable  x  geordnete 
Division;  es  haben  hierbei  e(x),  f{x),  q{x\  r{x)  beziehungsweise 
die  Namen  Dividendus,  Divisor,  Quotient  und  Rest.  Weil  nun  die 
verlangten  Functionen  q{x)  und  r{x)  nicht  auf  zwei  verschie- 
dene Arten  bestimmt  werden  können,  so  gelangt  man  durch 
jedes  andere  Verfahren  zu  demselben  Ergebniss ,  und  kann 
deshalb  auch  die  in  I,  §91  entwickelte  Methode  der  unbestimm- 
ten Coefficienten  anwenden.    Da  q{x)  vom  {s — n)ten,  r{x)  vom 
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(n— l)ten  oder  einem  niedrigeren  Grade  sein  muss,  so  haben 
die  Functionen  die  Gestalt 

(7)  q(x)  =  E,  x'-^  +  E,  ^'-"-^  + . . .  +  E^_^, 

(8)  t{x)  =  r^x""^  +  Tj  x"^      4- . . .  +  r^_y 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  zu  befriedigende  Glei- 
chung (6)  und  setzt  vermöge  des  in  I,  §  44  bewiesenen  Princips 
die  Coefficienten  der  gleichen  Potenzen  der  Variable  x  einander 
gleich,  so  ergeben  sich  für  die  Coefficienten  J£^,  -E^ . . .  -£,_„, 
r^,  r„ . . .  r^_^  die  Gleichungen 

(9)  e,    =a,E, 

(10)  «._„+,=        U  +  «i  ■^«-.     +  Oj-EL,-!  +  ••• 

Aus  (9)  werden  nach  einander  die  Coefficienten  -B^,  ^„ . . .  E^_^ 
gefunden,  indem  man  jedesmal  mit  der  Grösse  a^  dividirt; 
diese  ist  von  Null  verschieden  vorausgesetzt,  da  die  Func- 
tion f{x)  von  keinem  niedrigeren  als  dem  nten  Grade  sein  soll. 
Darauf  liefern  die  Gleichungen  (10)  die  Determination  der 
Coefficienten  r^,  r„ . . .  r^_j  ohne  Ausführung  einer  neuen  Di- 
vision. 

Nachdem  die  Gleichung  (6)  durch  f{x)  dividirt  ist,  kommt 
wie  in  I,  §  89, 

wodurch  der  gegebene  Bruch     -/  y  ^^  ^^®  Summe  der  ganzen 

Function  q(x)  und  des  echten  Bruches     :,  ;  erscheint.  Das  ge- 
*  f\x)  ^ 

suchte  unbestimmte  Integral    wird  daher  gleich  dem  Aggregat 

der  unbestimmten  Integrale  der  ganzen  Function  q{x)  und  des 

echten  Bruches  -:^-4-f 

fw 
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wie  auch  im  Folgenden  geschehen  wird,  ist  die  hinzazuaddi- 
rende  Integratibnseonstante  fortgelassen.  Das  erste  der  beiden 
Integrale  lässt  sich  vermöge  der  obigen  Regel  (3)  ausfuhren, 
und  erhält  mit  Hülfe  der  in  (7)  angenommenen  Bezeichnung 
der  Goefficienten  den  Ausdruck 

(13)     J^ix)dx^-^^^^^  j:::^ 

so  dass  nur  das  zweite  Integral  zu  untersuchen  bleibt.  Wenn 
die  Function  e{x)  von  vorne  herein  niedrigeren  Grades  als  die 
Function  f{x)  ist,  so  muss  in  der  Gleichung  (6)  q{x)  verschwin- 
den und  r{x)=^e{x)  sein;  man  hat  es  daher  in  beiden  Fällen 
mit  dem  Integral 

zu  thun. 

Ein  Mittel  zur  Behandlung   dieses  Integrals   liegt   in  der 

rix) 
Lösung  der  Aufgabe,  dm  Bruch  -jr-^  ***  PartiaJbrücl^  eu  zer- 
legen^ welche  in  I,  §  93  erörtert  ist.  Wir  nehmen,  wie  dort,  mit 
Zuziehung  des  Fundamentalsatzes  der  algebraischen  Gleichungen 
an,  dass  die  Zerlegung  der  Function  f{x)  in  ihre  Factoren  ersten 
Grades  ausgeführt  sei,  dass  man  die  gleichen  Factoren  des 
ersten  Grades  zu  Potenzen  vereinigt  und  die  Darstellung 

(15)  fix)  =  a,(x^^,f(x^^,f.  . .  (x-^,f' 

gebildet  habe,  wo  ^j,  f^»  •  •  •  ^;i  ^'^  ^^^  einander  verschiedenen 

Wurzeln   der  Gleichung  f{^)  =  0  sind.    Dies  vorausgesetzt,  ist 

r(x) 
an  der  angeführten  Stelle  gezeigt,  dass  der  echte  Bruch  -^-y 

immer  und  nur  auf  eine  Weise  als  ein  Aggregat  von  echten  Par- 
tialbrüchen ausgedrückt  werden  könne,  deren  Nennerfunctionen 
ohne  gemeinsamen  Theiler  und  insbesondere  gleich  den  Potenzen 

(x-S,)",  (x-^)",  . . .  (a;-!/^  sind, 

(16)  }  '  = —  H — +...H — ; 

fix)       (^_|^)«.       (^_y«.  (^-5/^' 

hier  sind  also  die  Grade  der  ganzen  Functionen  q>^{x)y  cp^{x)^.,(pj^{x) 
respective    niedriger   als   die   Zahlen   a^,  a^, . . .  a^.    Ferner   ist 
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in  I,  §  95  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass,  wofern  fXx)  nur 
ungleiche  Factoren  des  ersten  Grades  enthält,  mithin  k  gleich 
n  ist,  und  die  sämmtlichen  Zahlen  a^,  ci^, . . .  a^  gleich  der  Ein- 
heit sind,  alsdann  fjpj  (a;),  «jPa^^)?  •  •  •  V^C^)  respective  gleich  Con- 
stanten r^*\  r^^\  . .  .r^"^  werden,  die  sich  vermittelst  der  ersten  Ab- 
leitung f*{x)  folgendermassen  ausdrücken  lassen, 

Um  Missverständnissen  vorzubeugen  erwähne  ich,  dass  die 
betreflfenden  Formeln,  welche  in  I,  §  95  unter  der  Annahme  ab- 
geleitet sind,  der  Coefficient  a^  von  x*  in  der  Function  f(x)  sei 
gleich  der  Einheit,  offenbar  gültig  bleiben,  sobald  man  diesen 
Coefficienten  beibehält,  wie  jetzt  geschieht.  Es  gehört  demnach 
zu  der  Voraussetzung,  dass 

(18)  fix)  =  a,  (a;-?,)  {x^^,) . . .  (a:-|J 

sei  und  alle  Wurzeln  ^,,  ^^,... ^^  der  zugehörigen  Gleichung 
unter  einander  verschieden  sind,  die  Partialbruchzerlegung 

(19)  <  ^^^^       "^""^^      "^""^-^      "'"^•^-C 

"my    ~r(i,y"    "ninV 

von  welcher  auch  in  §  39  dieses  Bandes  Gebrauch  gemacht 
worden  ist 

Für  den  Fall,  dass  die  Function  /"(a;)  nicht  lauter  verschie- 
dene Factoren  des  ersten  Grades  hat,  ist  a.  a.  0.  nachgewie- 
sen, dass  die  zu  der  Gleichung  (16)  gehörenden  Functionen 
qp,  {x)y  qPg  (x),  ...q>i  (x)  stets  durch  das  Verfahren  der  Aufsuchung 
des  grösten  gemeinsamen  Theilers  zweier  Functionen  einer  Va- 
riable, und  auch  vermittelst  der  Auflösung  eines  Systems  von 
Gleichungen  des  ersten  Grades  bestimmt  werden  können.  Wir 
wollen  jetzt  die  allgemeinen  Endresultate  durch  Anwendung 
der  Differentiation  ableiten,  wobei  unter  der  Voraussetzung  A  =  n 
die  Darstellung  von  (19)  wieder  erscheinen  wird. 

Wenn  man  die  Gleichung  (16)  auf  beiden  Seiten  mit  f(x) 
multiplicirt,  so  entsteht  ein  Ausdruck  der  ganzen  Function  r(a:) 
durch  ein  Aggregat  von  Producten,   von   denen  jedes  eine  der 
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ganzen  Functionen  g>^{x%  (p^{x)^.  .,rpj^{x)  und  diejenige  ganze 
Function  zu  Factoren  hat,  welche  aus  der  Division  von  f{x) 
durch  die  zugehörige  Potenz  (a:  —  ^!)"*,  (a:— ^2)"*, .. .  (x— f.)*^ 
entsteht.    Der  Kürze  halber  werde 

(20)  -^  =  A  (^X   /^f\^  =  B,{x\  . . .  J^  =  D,  {X) 

gesetzt,  dann  hat  man 

(21)  r{x)  =  (p^(x)  D,{x)'\-fp^(x)  D^ix)  +  . . .  +  ff^(x)  D^{x). 

Hier  sind  die  sämmtlichen  Functionen  D^(x),  D^{x\. ,  .Djx) 
durch  die  Potenz  (a;  — ^j)"*  algebraisch  theilbar,  folglich  auch 
die  sämmtlichen  mit  denselben  gebildeten  Producte,  und  daher 
ist  es  die  Summe  dieser  Producte  ebenfalls.  Aus  diesem  Grunde 
wird  die  Differenz 

(22)  r{x) -- (p,{x)  B^{x) 

gleich  dem  Product  einer  ganzen  Function  K^{x)  und  der  Po- 
tenz (a?  — ^1)°*, 

(23)  K,{x){x^^,f. 

Nun  findet  man  in  der  Gleichung  (2b)  des  §  16  eine  Vorschrift, 
um  die  auf  einander  folgenden  Diflferentialquotienten  des  Pro- 
ducts zweier  Functionen  zu  bilden.  An  der  betreffenden  Stelle  ist 
vorausgesetzt,  dass  beide  Functionen  dem  reellen  Gebiete  an- 
gehören. Da  aber  in  §  33  für  rationale  Functionen,  die  aus 
einer  reellen  Variable  x^  und  complexen  Constanten  gebildet 
sind,  der  erste  und  die  successiven  nach  x  zu  nehmenden  Dif- 
ferentialquotienten definirt  sind,  da  in  dem  dortigen  Satze  (JX) 
ausgesprochen  ist,  dass  der  erste  Diflferentialquotient  der  Summe, 
der  Differenz,  des  Products  und  des  Quotienten  von  zwei  ratio- 
nalen Functionen,  die  aus  einer  reellen  Variable  x  und  com- 
plexen Gonstanten  bestehen,  nach  denselben  Regeln  erhalten 
werden,  die  auf  dem  reellen  Gebiete  gelten,  jind  da  die  Glei- 
chung (2b)  des  §  16  nur  auf  der  wiederholten  Anwendung  der 
Regel  beruht,  nach  welcher  der  erste  Differentialquotient  eines 
Products  gebildet  wird,  so  darf  die  genannte  Formel  auch  dann 
auf  das  Product  (23)  angewendet  werden,  wenn  die  Wurzel  f, 
der  Gleichung  f(J)  =  0  eine  complexe  Grösse  ist  und  die  ganze 
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Function  K^{x)  complexe  Constanten  enthält.  Die  auf  einander 
folgenden  Diflferentialquotienten  der  Potenz  (:r  — f,/*  haben  ver- 
möge (25)  des  §  33  die  Ausdrücke 

r-^)       ^ =  cii(^-g      , 

^i^f^Z^  =  a,  (a,- 1)  {X  -  f;^"^ 

da 


=  0,  (a,- 1)  •  •  (fl,-P  + 1)  (a;  -ii) 


«I— f 


Demnach  liefert  die  angeführte  Gleichung  fUr  den  nach  x  ge- 
nommenen i^ten  Differentialquotienten  des  Products  (23)  die  Dar- 
stellung 

(25)  -^  ix-  !,)"■  +p      ^^,i;      a,  (^  - i,r    + 

. . .  -h  Z-.(a;)  0,  (a,-  l)...(ü,-i,  +  1)  (ar-^/'-". 

So  lange  die  Zahl  p  kleiner  als  a^  ist,  sind  die  Facto ren  jedes 
Gliedes  dieser  Summe  eine  Potenz  der  Basis  x — ^^  von  posi- 
tivem Exponenten,  eine  Zahl  und  ein  Diflferentialquotient  der 
Function  K^{x)j  welcher  wie  diese  selbst  eine  ganze  Function 
von  X  ist.  Daher  verschwindet  bei  der  Substitution  des  Werthes 
x  =  £^  jedes  einzelne  Glied  und  folglich  auch  die  Summe.  Also 
hat  das  Product  (23)  die  Eigenschaft,  dass  dasselbe  mit  seinen 
sämmtlichen  nach  x  genommenen  Diiferentialquotienten  von  der 
ersten,  zweiten  bis  zur  (a  ^  —  l)  ten  Ordnung  für  den  Werth 
x=^^  gleich  Null  wird.  Man  sieht  übrigens  leicht  eins,  dass 
sich  das  eben  bewiesene  Resultat  mit  dem  Inhalte  des  letzten 
Satzes  in  I,  §  49  deckt.  Mithin  muss  die  mit  dem  Product 
(23)  gleiche  DiflFerenz  (22),  wie  auch  jeder  ihrer  Diflferential- 
quotienten bis  zur  (a,  — l)ten  Ordnung  einschliesslich  für  den 
Werth  a;=^i  gleich  Null  sein  Das  giebt  die  folgenden  a^ 
Gleichungen,  in  denen  die  nach  x  genommenen  DiflTerential- 
quotienten,  wie  in  §  10,  nach  Lagrange  durch  Accente  ange- 
deutet sind, 
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(26)  r(|,)=9.,(|,)D.(|^) 

Die  Function 

hat  für  a;  =  ^j  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  weil  nach 
der  Voraussetzung  |j  von  jedem  der  Werthe  fj,  ^„  . . .  f^  differirt. 
Man  erhält  daher  aus  den  Gleichungen  (26)  nach  einander  die 
Ui  Werthe 

(27)  <ri(?i),  ^P'i(?i),...7>?'-'^(?i), 

durch  welche  die  ganze  Function  q^^ix),  deren  Grad  höchstens 
der  (Qj  — l)te  sein  kann,  vollständig  bestimmt  wird.  In  §  16 
ist  hervorgehoben,  das»  für  rationale  ganze  Functionen  mit 
reellen  Goefficienten  der  Begriff  und  die  im  ersten  Bande  ge- 
brauchte Bezeichnung  der  successiven  Ableitungen  respective 
mit  dem  Begriffe  und  der  von  Lagrange  herrührenden  Be- 
zeichnung der  successiven  Differentialquotienten  der  Function 
zusammenfallen.  Dieselbe  Bemerkung  dehnt  sich  jetzt  auf  ra- 
tionale ganze  Functionen  mit  complexen  Goefficienten  ans;  man 
darf  die  rationale  ganze  Function  <jr,(a?),  als  eine  Function 
des  (a,  —  l)ten  Grades,  stets  folgendermassen  durch  die  Glei- 
chung (18)  in  I,  §  93  darstellen 

(28)  qp^(a;)=()p,(?J  +  (p',(^J(a:-^,)  +  -^ 

+    (a,_l)!    (^-^'>      ' 

welche  genau  der  Gleichung  (12)  in  dem  angeführten  §  16  des 

vorliegenden  Bandes  entspricht. 

Der  Werth  qpi(fj  ist  nach  der  ersten  Gleichung  (26)  gleich 

r(i  )  r(x^ 

dem  Bruche  ^^  ;!  n  oder  dem  Werthe  der  Function  .^  /.  =s,(a:) 

^i(Si)  ^iW 

für  x=^^.  Für  die  Darstellung  von  qp',  (?i),  7>'\(si)- •  durch 
die  übrigen  Gleichungen  kann  man  die  Bemerkung  benutzen, 
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dass  sich  die  auf  einander  folgenden  nach  x  genommenen  Diflfe- 
rentialqaotienten  des  Quotienten  s^  (x)  bestimmen  lassen,  indem 
die  beiden  Seiten  der  Gleichung  r{x)  =  D^(x)s^{x)  wieder- 
holt nach  X  differentiirt  und  die  gesuchten  Differentialquo- 
tienten  durch  Auflösung  der  betreffenden  Gleichungen  ermit- 
telt werden;  diese  Werthe  sind  hierdurch,  so  lange  D^ix) 
nicht  verschwindet,  eindeutig  bestimmt.  Die  erwähnten  Glei- 
chungen verwandeln  sich  aber  in  die  obigen  Gleichungen  (26), 
sobald  in  den  erstgenannten  zuerst  x  durch  fj,  hierauf  5,  (fj 
durch  Vid,),  s'i($i)  durch  f/>'j(|j)  u.  s.f.,  zuletzt  s^^''''\£^)  durch 
^(fli-n^lj  ersetzt  wird.    Demzufolge  mttssen  die  Werthe 

beziehungsweise  den  Werthen  gleich  sein,  welche  die  gebrochene 
Function  s^(x)  und  ihre  successiven  nach  x  gebildeten  Diflfe- 
rentialquotienten  fUr  x  =  S^  annehmen,  und  man  erhält  die 
Ausdrücke 

I  ''^^^      B,ix) 

Vermittelst  genau  entsprechender  Betrachtungen  werden  die  zu 
der  Gleichung  (21)  gehörenden  übrigen  ganzen  Functionen 
ff'iix)^.,  ,(Pj^{x)  determinirt.  So  kommt  für  die  Function  (f,^{x) 
nach  der  Analogie  von  (28)  der  Ausdruck 

(30)  y,(x)=9',(f,)+y',(f,)(^-|,)+  -^^^^(x-^f  + ...  +  -^^^^ («-l,)'^\ 
mit  den  nach  (29)  gebildeten  Werthen 

1  *^^"^=^!w- 


(31) 


Desgleichen  bekommt  man  die  Ausdrücke  der  übrigen  Functionen 
aus  (28)  und  (29)  durch  Fortrücken  der  Zeiger  in  der  Reihe 
3, 4, . . .  A.  Da  schon  im  ersten  Bande  gezeigt  worden,  dass  die 
Bestimmung  der  Functionen  ^>Y{x), . ,  ,(f^{x)  immer  und  nur  auf 
eine  einzige  Weise  möglich  ist,  und  da  das  gegenwärtige  Ver- 
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fahrea  unter  der  Voraassetzung  der  Möglichkeit  eine  einzige 
Bestimmung  liefert,  so  muss  dieselbe  richtig  sein. 

Die  in  (20)  definirten  Functionen  D^{x\  D.^{x\ . . .  D^{x) 
können  vermöge  der  Differentialquotienten  der  Function  f{x) 
dargestellt  werden,  indem  man  die  Gleichung  (28)  auf  diese 
Function  selbst  anwendet  und  bedenkt,  dass  nach  ein^m  vorhin 
bewiesenen  Satze,  wofern  die  ganze  Function  f{x)  durch  die 

ganze  Potenz  (x—^f  theilbar  ist,  sowohl  f{x)  wie  auch  dessen 
sämmtliche  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  bis  zu 
der  (a — l)ten  Ordnung  einschliesslich  für  a;=  |  verschwinden 
mtlssen.    Aus  der  allgemein  gültigen  Gleichung 

(32)  A^)=Ai)+r(ö(^-?)+  -^-ß  (^-?)'+ ...  +  ^-ß-  (^~ö" 

folgen  dann  durch  Einführung  der  besondern  Werthe  Ij,  ^, . .  •  f ^ 
die  gesuchten  Ausdrücke 

(33)  <  A(^)=-^-+-(^;TT)r(^-^')+-+-;n-(^-^^ 


M — 0 


«— aj 


Dieselben  eignen  sich  für  den  vorliegenden  Zweck  insofern,  als 
bei  der  Ausführung  der  Gleichungen  (29)  die  Werthe  der  Func- 
tion Z>,  (x)  und  ihrer  Differentialquotienten  für  x  =  f »,  und  in 
Betreff  der  übrigen  Functionen  D^{x)y . . .  Dj^{x)  die  entsprechen- 
den Werthe  gebraucht  werden.  Wir  haben  nun  die  Werthe  der 
Functionen 


(34) 


A 

(i,J  - 

0,! 

^. 

• 

A 

• 
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und  können  die  Werthe  der  betreffenden  Differentialquotienten 
leicht  hinzufügen.  Sobald  einer  der  Potenzexponenten  a^ . . .  0;^ 
gleich  der  Einheit  ist,  geht  der  zugehörige  Functionswerth  der 
linken  Seite  in  den  Werth  über,  welchen  der  Diflferential- 
quotient  f*  {x)  für  die  betreffende  einfache  Wurzel  der  Gleichung 
/•(f)=0  annimmt.    Sei  ?,  eine  solche  Wurzel,  dann  ergiebt  sich 

^,  a,)  =  r  (.^),  folglich  nach  (29)  y,  (^J  =^) '  «mithin  ent- 

steht,  falls  das  gleiche  bei  allen  n  Wurzeln  ^j,  ^j»  •  •  •  1«  der  Fall 
ist,  wie  vorhergesagt  war,  die  Partialbruchzerlegung  (19). 

Bei  der  Anwendung,  welche  von  .der  Zerlegung  des  Bruches 

rix) 
j!.  für  die  Integration  desselben  gemacht  werden  soll,  kommt 

in  Betracht,  dass  in  dem  ursprünglich  gegebenen  Bruche  .,  \ 

Zähler  und  Nenner  ganze  Functionen  mit  reellen  Coefficienten 
sind,  und  für  die  Function  r[x)  nach  ihrer  Entstehung  das- 
selbe gilt.  Wenn  nun  ?„  eine*  reelle  Wurzel  der  Gleichung 
/*($)  =  0  bedeutet,   so  ist  die  zugehörige  Function  D^{x)  und 

der  Bruch  six)=  ^\\  durchaus   reell,   mithin   auch  die  be- 

(p  (x) 

treffende  Function  w^  (x)  sowie  der  Bestandtheil — - —  der 

(^~?«)"« 
rechten  Seite  von  (16).    Was  die  nicht  reellen  Wurzeln  anlangt, 

so  haben  wir  in  I,  §  47  nachgewiesen  und  in  §  8  dieses  Bandes 
wiederholt,  dass  eine  rationale  ganze  Function  f(x),  deren 
sämmtliche  Coefficieuten  reelle  Grössen  sind,  wenn  sie  durch 
einen  nicht  reellen  Werth  g^  +  ia^  von  x  zum  Verschwinden 
gebracht  wird,  immer  auch  für  den  conjugirten  Werth  g^  —  ia^ 
verschwindet,  und  dass,  falls  die  höchste  Potenz  des  Ausdrucks 
x—gt  —  /(T, ,  durch  welche /"(a;)  aufgeht,  die  ate  ist,  f{x)  eben- 
falls genau  durch  die  ate  Potenz  des  conjugirten  Ausdrucks 
X  —  g^  -h  ia^  theilbar  ist.    Sobald   daher   bei    unserm    Bruche 

rix) 

-y)-Y  ^^^  Gleichung /'($)  =  0  Wurzeln  hat,  die  nicht  reell  sind, 

so  ordnen  sich  dieselben  zu  Paaren  von  conjugirten.  Nimmt 
man  beispielsweise  an,  dass 

(35)  ^t  =  Qi  +io^y  ^^  =  gi-'ia. 
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sei,  so  muss  nach  den  eingeführten  Bezeichnungen  zwischen 
den  Potenzexponenten  Q^  und  a,  der  Darstellung  (15)  die  Glei- 
chung a^  =0,  bestehen;  auch  existirt  für  jedes  neue  Paar  von 
conjugirten  Wurzeln  die  entsprechende  Beziehung.  Hieraus 
lässt  sich  ableiten,  dass  in  der  durch  (16)  dargestellten  Partial- 
bruchzerlegung  das  Aggregat  von  je  zwei  Brtlchen,  deren  Nenner 
Potenzen  von  conjugirten  mit  der  reellen  Variable  x  gebildeten 
Ausdrücken  des  ersten  Grades  sind,  gleich  einer  rationalen 
Function  von  x  mit  reellen  Coefficienten  sein  muss.  Sobald 
dies  fllr  ein  Paar  bewiesen  ist,  gilt  es  für  alle  Paare.  Naeh 
I,  §  27  besteht  der  Satz,  dass,  wenn  man  den  Werth  eines  aus 
einer  beliebigen  aber  beschränkten  Anzahl  von  complexen  Ele- 
menten a  +  ib,  c  +  id, gebildeten   rationalen   Ausdrucks 

nach  Trennung  des  reellen  und  imaginären  Theiles  mit  r  +  is 
bezeichnet,  der  Werth,  welchen  der  Ausdruck  erhält,  sobald 
jedes  der  Elemente  durch  das  zu  demselben  conjugirte  Element, 
a  +  ib  durch  a — ib,  c  +  td  durch  c — id  u.  s.  f.,  ersetzt  wird, 
gleich  der  zu  r  +  is  conjugirten  Grösse  r — t^  ist.  Bei  den 
gegebenen  Functionen  r{x)  und  f{x)  hat  man  die  Coefficienten 
der  einzelnen  Potenzen  von  x  als  constante  reelle  Elemente,  die 
Grösse  x  als  ein  variables  reelles  Element  aufzufassen.  Da 
jede  reelle  Grösse  sich  selbst  conjugirt  ist,  so  bleiben  bei  der 
Einführung  der  conjugirten  Elemente  sowohl  die  genannten 
Coefficienten  wie  auch  die  Variable  x  ungeändert.  Unter  der 
Voraussetzung  der  Gleichungen  (35),  aus  denen  die  Gleichung 
öl  =  rt«  abgeleitet  ist,  sind  daher  in  Folge  der  in  (20)  aufge- 
stellten Definition  Z),  (x)  und  7),  (x)  zu  einander  conjugirte, 
das  heisst  solche  Functionen,  bei  denen  beziehungsweise  die 
Coefficienten  der  gleich  hohen  Potenzen  der  reellen  Variable  x 
conjugirte  Grössen  sind.  Dies  tritt  durch  die  in  (33)  enthaltene 
Darstellung  deutlich  hervor;  denn  wegen  der  Gleichung  cii  =  aj 
hat  man  zur  Gewinnung  von  D^  (x)  und  D^  (x)  die  gleich  hohen 
Differentialquotienten  der  Function  f{x)  zu  bilden  und  in  den- 
selben die  conjugirten  Werthe  f,  und  ^^  zu  substituiren,  während 
die  hinzutretenden  Factoren  die  gleich  hohen  und  mit  denselben 
Zahlen  multiplicirten  Potenzen  der  conjugirten  Ausdrücke  x — ^, 
und  ^  — fg  sind.  Auch  sieht  man  sogleich,  dass  der  nach  x 
zu  nehmende  beliebige  i)te  Differentialquotient  von  JD»  (a;),   für 
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x=^,,  und  der  ebenso  hohe  DiflFerentialquotient  von  D^{x\  für 
j;=|j,  conjugirte  Werthe  erhalten.  Da  nun  ausserdem  r{x)  eine 
Function  mit  reellen  Coefficienten  ist,  so  führt  die  Anwendung 
des  erwähnten  Satzes  zu  dem  Ergebniss,  dass  respective  die  in 
(29)  und  (31)  angegebenen  Werthe  von  qpidj, y'i(fi), .. .  und 
y«(^«)j9^'«(^t)>- •  •  '^^^  folglich  auch  die  in  (28)  und  (30)  dar- 
gestellten ganzen  Functionen  y,  {x)  und  y,  {x)  zu  einander 
conjugirt  sind.  Hieraus  ist  aber  der  Schluss  zu  ziehen,  dass 
das  in  (16)  vorkommende  Aggregat 

(36)  _  V.  W  -    +  _JP._(^)_ 

durch  Fortheben  des  imaginären  Theils  gleich  einer  rationalen 
Function  von  x  mit  reellen  Coefficienten  wird,  womit  die  auf- 
gestellte Behauptung  gerechtfertigt  ist.  Also  besteht  die  rechte 
Seite  von  (16)  aus  reellen  Partialbrüchen,  die  von  den  reellen 
Wurzeln  der  Gleichung  f{S)  =  0  herrtlhren,  und  aus  Paaren  von 
conjugirten  Partialbrüchen,  die  den  Paaren  conjugirter  Wurzeln 
entsprechen  und  zusammengenommen  ebenfalls  reell  sind.  Die 
Summe  der  unbestimmten  Integrale  dieser  Bestandtheile  bildet 
das  gesuchte  unbestimmte  Integral. 

Wir  kehren  jetzt  zu  dem  Falle  zurück,  dass  die  Gleichung 
f(^)  =  0  lauter  ungleiche  Wurzeln  besitzt,  worauf  sich  die 
Gleichung  (19)  bezieht.  Wenn  ausserdem  die  sämmtlichen 
Wurzeln  reell  sind,  so  haben  auch  alle  Constanten,  welche  die 
Zähler  der  Partialbrüche  bilden,  reelle  Werthe,  und  es  handelt 
sich  um  die  unbestimmten  Integrationen 

r    dx 
J   x^^' 

WO  a  nach  der  Reihe  gleich  1, 2, 3, ...  n  zu  setzen  ist.    Wie  in 

/dx 
--    der  Logarith- 

mus  naturalis  von  x  gefunden  wurde,   so   ergiebt  sich  aus  der 

Gleichung 

.     V  d\og(x — O  1 


die  unbestimmte  Integration 


—  .^^  v^      ^^,  .  const. 

X  —  c 
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Deshalb  entsteht  aus  der  Gleichung  (19)  das  Resultat 

(39)  /;;-^j'^^=^|)  log(.-|.)  +  '^g  log(a.-|,)4-..  +  ^|  log(^-^ 

Sobald  nicht  alle  Wurzeln  der  Gleichung  f{^)=0  reell  sind, 
mögen  die  reellen  mit  f  j,  ^j?  •  •  •  ^n  die  Paare  von  conjugirten 
Wurzeln  folgendermassen  bezeichnet  werden 

Dann  bringt  die  reelle  Wurzel  ^,  in  (19)  den  reellen  Bestand- 

theil ^    hervor,  dessen  unbestimmtes  Integral  nach  (38)  den 

Ausdruck 

(41)  r^'Mog  (0?  -  f,) 

hat;  ebenso  liefern  alle  reellen  Wurzeln  entsprechend  gebildete 
Ausdrücke.  Ftlr  die  Zähler  der  Brüche  in  (19),  die  zu  complexen 
Wurzeln  gehören,  habe  man  durch  Trennung  der  reellen  und 
imaginären  Theile  die  Werthe 

Nunmehr  ist  das  unbestimmte  Integral  der  Aggregate  aufzu- 
suchen, welche  zu  den  verschiedenen  Paaren  conjugirter  Wurzeln 
gehören;  das  erste  derselben  heisst 

(43)  ^1  +  i^i      ^  _Ai_Z:Üi_ _  =:^  2h^(a—Q,)-'2k,a,  ^ 
x  —  Q^—in^        x  —  Q^-hia^  {x  —  QiY  +  o] 

Wir   trennen   den  reellen   und   imaginären  Theil   des  Bruches 

(44)  ^-^-  =-J^^—  4-  -^  -— ^ 


und  bemerken,  dass  der  Zähler  des  reellen  Theiles  gleich  dem 
halben  Werthe  von  dem  nach  x  genommenen  DiflFerentialquo- 
tienten  des  Nenners,  mithin  der  reelle  Theil  nach  (5)  des  §  12 
gleich  dem  halben  Werthe  des  Differentialquotienten  des  Loga- 
rithmus naturalis  des  Nenners  ist, 
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^     ^  2  dx  ""(^— ^,r+cjf 

Für  die  besondern  Werthe  ^^=0,  a,=l  geht  die  in  (44)  vor- 
genommene Zerlegung  in  diejenige  über,  welcfhe  in  (3)  des  §  33 
den  DiflFerentialquotienten  der  Function  Arcus  tangentis  ge- 
liefert hat;  in  entsprechender  Weise  lässt  sich  der  durch  %  divi- 
dirte  imaginäre  Theil  von  (44)  als  der  nach  x  genommene 
Diiferentialquotient   eines   Arcus  tangentis   ausdrücken,  dessen 

Argnment  der  Quotient  ' — ^^    ist, 

(46)  —     ^    "^     i- ^' 


dx  (^  — (>i)'  +  <^J 

Man  hat  demnach  die  unbestimmten  Integrationen 

(48)  /--^i^-^^ctgf^)- 

Es  wird  wie  früher  vorausgesetzt,  dass  diQ  Werthe  der  Function 
arctgf  ^~  )  zwischen  den  Grenzen  —  —  und  —  liegen;  sie 
ist   alsdann  eine  eindeutige   und  stetige  Function  ihres  Argu- 

X  —  0 

ments ^-^,  mithin  auch  eine  eben  solche  Function  von  x. 

Das  Aggregat  (43),  dessen  Werth  entsteht,  indem  man  die  rechte 
Seite  von  (45)  mit  2ä,,  die  rechte  Seite  von  (4C)  mit  — 2Ä;, 
multiplicirt  und  addirt,  giebt  jetzt  die  unbestimmte  Integration 


19) 


Durch  die  Anwendung  von  (41)  auf  die  reellen,  und  von  (49) 
auf  die  paarweise  conjugirten  Bestandtheile  der  rechten  Seite 
von  (19)  wird  daher  die  Aufgabe  folgendennassen  gelöst 

(50)    /  ^gj dx=/''log(:c-|,)  +  ...  +  /" log ix-^i) 

+  Ä,  log  ({X  -  ßj)"  +  a\)  -  2k,  arc  tg  (^^)  +  •  •  • 
•  •  •  +  *^-,  log  ((^  -  e^^f  +  o^L-i)  -  2*,^i  arc  tg  P^'^')  ■ 

\       "2«— 1      / 
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Hiernach  ist  das  unbestimmte  Integral  eines  eckten  raiionaien 
Bruches,  dessen  Nenner  in  Besug  auf  die  Integrationsvaridble  x 
nur  ungleiclie  Factoren  ersten  Grades  enthält,  eine  Summe,  deren 
Bestandtheile  Producte  aus  Constanten  in  Logarithmen  und  in 
umgekehrte  trigonometrische  Functionen  sind. 

Für  den  jetzt  zu  erörternden  Fall,  wo  f(x)  mehrfache 
Factoren  enthält  und  in  (15)  dargestellt  ist,  wollen  wir  wieder 
annelunen,  dass  unter  den  von  einander  verschiedenen  Wurzeln 
?p  ^2j  •  •  •  h  die  reellen  mit  f,,  f 2, . . .  $,  und  die  Paare  von  con- 
jugirten  wie  in  (40)  bezeichnet  werden.    Auf  der  rechten  Seite 

von  (16)  kann  nun  der  Bruch  -5^^^^-  mit  Hülfe  von  (28)  die 

(^-2i)* 
folgende  Gestalt  bekommen,  die  in  I,  §  93   unter   (IS'*')   ange- 
geben ist, 

.,,.  yi(^)  ^  y.(s.)  ,    y'.di)    ,  1    y".(§.)   .    ^     1     ^^"(^ 

Die  entsprechende  Gestalt  der  anderen  Brüche  wird  durch 
Fortrücken  der  Zeiger  erhalten;  die  Substitution  der  Resultate 
in  (16)  bringt  die  am  Schlüsse  von  I,  §  93  erwähnte  Partial- 
bruchzerlegung  hervor.  Auch  darf  vermöge  (29)  statt  (51)  die 
Gleichung 


gesetzt  werden.  Bei  der  als  reell  angenommenen  Wurzel  f, 
lässt  sich  die  unbestimmte  Integration  der  einzelnen  Brüche 
sogleich  ausführen.  Wenn  ein  Exponent  Q  die  Einheit  tibertrifft, 
so  kommt 


(53) 


/äx 1 1 


> 


dagegen  bringt  der  letzte  Bruch  nach  (38)  einen  Logarithmus 
naturalis  hervor.    Es  ist  daher 


(54)     /    — ax-= — :H ' 


1  + 


...+ 


«/"-'(?.) 


(^;^ri)riog(^-f,)- 
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Für  zwei  conjugirte  complexe  Wurzeln  ^^^^  und  ^^^^  ™^ss  ^*^^ 
dem  Obigen  0,^1=-- a,^^  und  s^^^ix)  mit  s^^^ix)  conjugirt  sein; 
deshalb  sind  in  den  mit  (52)  correspondirenden  Gleichungen 

(55)   _J^_ 

-h  .  .  .  H 1 


,— 1 


(56) 


9/ +2(^3 


(^-1,+,)''-^' 


^t+ii^i+i)       ,       *'/+j(?<+j)        .  .  1  */+«       J^ry^ 


+  — •"'•:'    .  + . . .  + 


die  einzelnen  Theile  der  Ausdrücke  rechts  respective  conjugirt. 
In  Bezug  auf  diejenigen  Brüche,  deren  Nenner  eine  höhere  als 
die  erste  Potenz  ist,  dürfen  wir  das  Princip  anwenden,  dass 
die  Differentiation  eines  Ausdrucks,  welcher  die  reelle  Variable 
X  und  complexe  Constanten  enthält,  nach  denselben  Regeln  er- 
folgt, die  für  rationale  Functionen  mit  reellen  Constanten  gelten; 
wir  können  mittelst  der  hierauf  beruhenden  Gleichung  (26)  des 
§  33  die  Brüche  angeben,  durch  deren  Differentiation  die  vor- 
gelegten entstehen.  Um  die  Brüche  zu  behandeln,  deren  Nenner 
nach  X  vom  ersten  Grade  sind,  dient  das  vorhin  auseinander- 
gesetzte Verfahren;  es  möge  wieder  bei  den  betreffenden  Con- 
stanten die  Trennung  des  reellen  und  imaginären  Theiles  fol- 
gendennassen ausgedrückt  werden 

(57)  ^ ?_     5(-/+i-^>(t     )=Ä,  +  iÄ„... 

^  (a^^,— 1)!    /+!        ^^i+i^       ^        ^' 

(a,+i-l)!    '+2       (W-^1     *'^^'"- 

Setzt  man  femer,  wie  in  (40),  ^^^^  =  q^  4-  ia^  l/+2  =  ^i""*^i>  •  •  • 
80  ergiebt  sich  iUr  die  unbestimmte  Integration  des  Aggregats 
der  linken  Seiten  von  (55)  und  (56)  der  Ausdruck 

LlpMhitx.  Analysia  II.  26 
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(58)  r (-^^1— ^ -yj^^^\a, 

(-a,^,+  l)   (x-p,-,«,)"'*'-'         (-o,^,+2)  (^-p  _,„,)"'+'-' 

_^  «<+a(Pi— «gl) 1 ii+ll£»Zi^_  ^ + 

(-«/+,+  !)    (.r-p.  +  .a,)''+i-'        (-a,^,+2)    (x-p,+fo,)'''+'-* 

+  A,  log  ((a;-e,)*+oJ)  -2*,  are  tg  f  ^ 

Hier  haben  die  gleichstelligen  Brttcbe  der  ersten  und  zweiten 
Zeile  zn  einander  conjngirte  Werthe,  weshalb  die  Summe  eines 
jeden  Paares  reell  ist.  Die  Gleichung  (54)  bildet  das  Schema, 
nach  welchem  auf  der  rechten  Seite  von  (16)  die  Partialbrüehe 
von  reellen  Nennern,  die  Gleichung  (58)  daitjenige,  nach  welchem 
die  Aggregate  der  Partialbrüche  von  cot^ugirten  complexen  Nennern 
eu  integriren  sind,  und  die  Summe  der  beirrenden  Besultate  ist 

f  (»Xl) 

das  gesuchte  Integral  des  rationalen  echten  Bruches  ^-r  • 

Bei  unserer  Definition  eines  zwischen  gewissen  Grenzen  , 
auszudehnenden  Integrals  wurde  vorausgesetzt,  dass  die  zu 
integrirende  Function  in  dem  betreffenden  Intervall  eindeutig, 
endlich  und  stetig  sei.  Diese  Bedingungen  werden  von  einer  ratio- 
nalen ganzen  Function  der  Variable  x  stets  erfüllt,  weshalb  die 
Integration  einer  solchen  Function  überall  ausflihrbar  ist.  Eine 
rationale  gebrochene  Function  kann  dagegen  für  einzelne  Werthe 
der  Variable  x  die  Bedingung  der  Endlichkeit  und  Stetigkeit 
verletzen,  wie  in  §  8  entwickelt  worden  ist.    Nach  den  dortigen 

Erörterungen   treten  diese  Ausnahmen  bei  dem  Quotienten  ^-^ 

von  zwei  ganzen  Functionen  ohne  gemeinsamen  Theiler  e{x) 
und  f(x)  ausschliesslich  fllr  diejenigen  reellen  Werthe  der  Va- 
riable X  ein,  für  welche  der  Nenner  f{x)  verschwindet.  In  dem 
gegenwärtigen  §  ist  bisher  nicht  vorausgesetzt  worden,  dass  der 

e(x) 
Zähler  und  Nenner  des  zu  integrirenden  Bruches   \-^  keinen 

gemeinsamen  Theiler  haben ;  sowohl  die  Bestimmung  der  ganzen 
Function  (j{x)  in  (6)  wie  die  Partialbruchzerlegung  in  (16)  können 
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auch   dann  erfolgen,   wenn  e(x)   und  f(x)  einen   gemeinsamen 

Tlieiler    besitzen ,  derselbe  muss  jedoch   selbstverständlich    aus 

den   Resultaten    herausfallen.    Sobald   nun   angenommen  wird, 

wie  von  jetzt  ab  geschieht,  dass  e{x)  und  f{x)  keinen  gemein- 

c(x) 
samen  Theiler  haben,  so  sind  die  Werthe,  flir  welche  A4  ^^^' 

f{x) 

hört,  endlich  und  stetig  zu  sein,  die  reellen  Wurzein  ^j,  ^21  •  •  •  ^/ 
der  Gleichung  /*(f)=0;  demnach  ist  das  Intervall  der  auszu- 
ilihrenden  Integration  so  zu  wählen,  dass  die  Variable  x  durch 
keinen  der  genannten  Werthe  hindurchgeht.  Von  dieser  Vor- 
aussetzung werden  nur  diejenigen  Theile  des  zu  bildenden  Inte- 
grals betroffen,  welche  aus  dem  Schema  (54)  herrtthren.  Hier 
darf  die  Integrationsvariable  x  nur  einen  solchen  Spielraum 
bekommen,  dass  die  Differenz  x  —  ^^  ihr  Vorzeichen  nicht 
ändert.  Insofern  die  Function  Logarithmus  allein  fUr  positive 
Werthe  des  Arguments  definirt  ist,  bezieht  sich  die  obige  Glei- 
chung allein  auf  die  Annahme,  dass  die  Diflferenz  x—^^  immer 
positiv  sei.  Für  den  Fall,  dass  die  Differenz  a;  — |,  innerhalb 
des  ganzen  Integrationsintervalls  stets  negativ  ist,  hat  man  aus 

der  Gleichung 

Jlog(-  j?-f  £J —  1 

dx  — .T  +  Sj 

das  unbestimmte  Integral 


j 


— ..  =  log  {—  x  -¥  fj  +  const. 

X —  t. 


abzuleiten,   und  in  jener  Gleichung  den  Ausdruck  log(a: — ^,) 
durch  den  Ausdruck  log  (— ^  +  fi)  zu  ersetzen. 

Das  in  §  8  angeführte  Beispiel  eines  rationalen  Bruches 
liefert,  da  für  den  Nenner  die  Zerlegung 

rr*---x*~3a:V23a-^+16a:--36=(a;+2)V-l)(^— 2--i|^5)(a;— 2+i|/5) 
besteht,  die  Partialbruchzerlegung 

10j?*—22a?^— 95/4-603;+ 101     _     J _3_      JL_ 

/— ar*— 3ÄV23/+16d?— 36     ~  {x+if      d?+2      x—l 

^    3  +  2tY5    ^     3— 2t|^5 


«— 2— tVö       Ä— 2+i|/5 
Mithin  hat  das  unbestimmte  Integral  des  betreffenden  Bruches 
den  Ausdruck 
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^+31og(a:+2)     +log(a;-l)     +31og((x~2)'  +  5)-4|/5arctgfc^), 
oder v2+31og(a:+2)     +log(— a;+l)+31og((a:— 2)*+5)-4}/5arctgf^^j, 

oder--^+31og(--a:--2)+log(~a:+lJ+31og((rr~2)«  +  5)-4|/5arc^ 

je  nachdem  das  Intervall  der  Integration  zwischen  den  Grenzen 
+ 1  und  +  00 ,  oder  —  2  und  + 1,  oder  —  oo  und  —  2  liegt 
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einer  Variable  in  die  Theile,  welche  integrirt  den 

alyebraieolien  nnd  traasoendenten  Theil  des 

Qeeammtintegrale  hervorbringen. 

Man  kann  die  Theile  einer  rationalen  gebrochenen  Func- 
tion, aus  denen  die  verschiedenen  Bestandtheile  des  Gesanimt- 
integrals  hervorgehen,  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (11),  (16), 
(52)  des  vorigen  §  in  der  folgenden  Weise  zusammenstellen 

(2)  >-w^  ^iC^i)  ,  ^^(^i)  ,    ,    1    ^r'''^  (gl) 

fia^)        (^^£^f       {x-%,r^'      '"      (a,-l)!      ^-5, 
+ 

_,     hi^,)      ^      s',{i,)       ^  ^         1  .^-^^  (g,) 

(^-5J"'      (^?a)"'''       *"      (a,-l)!      .r-E, 

durch  die  Integration  entsteht  aus  der  ganzen  Function  des 
(s— n)ten  Grades  q{x)  eine  ganze  Function  des  (s--n+  l)ten 
Grades,  aus  der  Gesammtheit  der  Brüche,  deren  Nenner  in 
Bezug  auf  die  Integrationsvariable  x  von  höherem  als  dem 
ersten  Grade  sind,  eine  Summe  von  rationalen  echten  Brüchen, 
die  gleich  einem  rationalen  echten  Bruche  ist,  aus  der  Ge- 
sammtheit der  Brüche,  deren  Nenner  in  Bezug  auf  x  vom 
ersten  Grade  sind,  eine  Summe  von  Ausdrücken,  welche  Pro- 
ducte  von  Constanten  in  Logarithmen  und  umgekehrte  trigono- 


§  68.         Ausgezeichnete  Zerlegung  einer  gebrochenen  Function.  405 

metrische  Functionen  sind.  Wenn  die  Brüche  der  rechten  Seite 
von  (2),  deren  Nenner  x—^^,  ^""^2»  •  •  •  ^""  ^a>  ^^^  deren  Zähler 
Constanten  sind,  zusammenaddirt  werden,  so  ergiebt  sich  ein 
rationaler  Bruch,  dessen  Nenner  gleich  dem  mit  der  Constante 
a^  multiplicirten  Product  der  einzelnen  Nenner 

(3)  ß(x)  =  a,{x^^,){x-^,)...(x-l,) 

und  dessen  Zähler  eine  ganze  Function  eines  niedrigeren,  also 
höchstens  des  (A — l)ten  Grades  ist,  die  a(x)  heissen  möge. 
Das  Aggregat  der  übrigen  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  vor- 
kommenden Brüche  ist  gleich  dem  vollständigen  nach  x  genom- 
menen DiflFerentialquotienten  eines  Aggregats  von  Brüchen,  deren 
Zähler  Constanten  und  deren  Nenner  respective  die  um  eine 
Einheit  niedrigeren  Potenzen 

sind.  Die  Addition  dieser  Brüche  liefert  einen  Bruch,  dessen 
Nenner  das  Product 

(4)  d  (x)  =  (x-  ^,f-'  {X  -  g'^' . . .  (^  -  f/^-' 

und  dessen  Zähler  eine  Function  von  niedrigerem,  mithin 
höchstens   dem   (»  —  A  —  1)  ten    Grade    ist,   die   y  {x)   genannt 

werden  möge.   Demnach  existirt  die  Zerlegung  der  Fnnetion  y.  -y 


bei  welcher  der  erste,  zweite  und  dritte  Bestandtheil  integrirt 
respective  die  ganze  Function,  den  rationalen  echten  Bruch  und 
das  Aggregat  von  transcendenten  Ausdrücken   erzeugen,   deren 

Summe  gleich  dem  Integral  der  Function  >;-(  ist. 

In  I,  §  94  wurde  beiläufig  bemerkt,  dass  das  obige  Product 
d{x)  ein  gemeinsamer  Theiler  der  Function  f(x)  und  ihrer 
ersten  Ableitung  f  {x)  ist.  Doch  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass 
ö(x)  der  gröste  gemeinsame  Theiler  der  beiden  Functionen  ist. 
Aus  der  Darstellung  (15)  des  vorigen  §  erhält  man  die  Glei- 
chungen 
(6)  f(x)  =  a,{x-S,)  U~g  . . .  {x-^,)Ö{x) 
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Wäre  d(x)  nicht  der  groste  Theiler  von  fXx)  und  /'(a;),  so  mttssten 

fix)  f  (x) 

die  ganzen  Functionen  A-^  und  -^r-y  noch  einen  gemeinsamen 

fix) 
Theiler  haben,  und  da  Vr^  in  lauter  Factoren  des  ersten  Grades 

zerlegt  ist,  so  könnte  ein  solcher  Theiler  nur  einer  der  Factoren 

des   ersten   Grades    oder   ein    Product   solcher  Factoren    sein. 

Sobald  aber   dies   der   Fall  wäre   und   in   dem   Theiler  etwa 

f'(x) 
der   Factor  x  —  £.  vorkäme,   so    mtisste   -^7-/  für  den  Werth 

'*  '  d(x) 

^=b>  verschwinden.    Allein  'j^W  wird  bei  dieser  Substitution 

gleich  dem  Ausdruck  a^a^  (^,  —  ^^)  (^^  —  ^3)  . . .  (|,  —  ^;i),  der  un- 
möglich verschwinden  kann,  weil  nach  den  bestehenden  Voraus- 
setzungen keiner  seiner  Factoren  gleich  Null  ist.  Hieraus  folgt, 
dass  d{x)  wirklich  der  gröste  gemeinsame  Theiler  der  Func- 
tion f{x)  und  ihres  Differentialquotienten  f'(x)  ist. 

Mit  Hülfe  des  Verfahrens,  welches  in  I,  §  68  auseinander- 
gesetzt ist,  kann  der  gröste  gemeinsame  Theiler  von  zwei  ganzen 
Functionen  einer  Variable  ermittelt  werden,  ohne  dass  die  Zer- 
legung derselben  in  Factoren  ersten  Grades  vorausgesetzt  wird. 
Wird  daher  dieses  Verfahren  auf  die  vorliegende  Function 
f{x)  und  ihren  ersten  Diflferentialquotienten  f'{x)  angewendet, 
so  erhält  man  unmittelbar  deren  grösten  gemeinsamen  Theiler. 
Da  ferner  der  gröste  gemeinsame  Theiler  von  zwei  ganzen 
Functionen  durch  die  Multiplication  mit  einer  beliebigen  Con- 
stante  nicht  wesentlich  geändert  wird,  so  darf  man  dem  grösten 
gemeinsamen  Theiler  von  f{x)  und  f'{x)  die  Bestimmung  aut- 
erlegen, dass  die  höchste  in  demselben  vorkommende  Potenz 
von  X  die  Einheit  zum  Coefficienten  habe;  dann  mnss  der 
betreflfende  Theiler  mit  der  in  (4)  definirten  Function  d(x) 
identisch  sein.  Nachdem  so  die  Function  ö{x)  vollständig  be- 
stimmt ist,  ergeben  sich  durch  Division  die  von  einem  gemein- 

f(x)  fix) 

Samen  Theiler  freien  ganzen  Functionen  '7-^  nnd  Vz  v,    deren 

°  d{x)  ö{x) ' 

erste  mit  der  in  (3)  eingeführten  Function  ß{x)  zusammenfällt. 
Die  •  Functionen  d(x)  und  ß{x)  bilden  die  Nenner  der  auf 

Vi*!?) 

der  rechten  Seite  von  (5)  befindlichen  echten  Brüche  t?^  nnd 
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^W.    Wir  werden  jetzt  die  merkwürdige  Tbatsache  begründen, 

dasSy  80  wie  d(x)  und  fl(x)  ohne  vorhergehende  Zerlegung  von 
f(x)  in  Factoren  ersten  Grades  bestimmbar  sind,  auch  die 
Zähler  y{x)  und  a(x)  ohne  jene  Zerlegung  durch  die  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienten  gefunden  werden  können  *).  Dass 
die  Gleichung  (5)  nicht  erfüllt  werden  kann,  indem  statt  der 
Functionen  y{x)  und  a{x)  beziehungsweise  zwei  andere  Func- 
tionen r{x)  und  ^{x)  gesetzt  werden,  deren  erste  niedrigeren 
Grades  als  d{x)  und  deren  zweite  niedrigeren  Grades  als  ß(x) 
ist,  'lässt  sich  folgendermassen  erkennen.  Gesetzt,  man  hätte 
zwei  solche  Functionen,  für  die 

j  nx)  \ 

wäre,  80  entstände  dnrch  Sabtraction  die  Gleichang 

jr{a,)-y{x)\ 
,.  .  ._     \  ix         )       ^(.r)— a(x) 

^^'^  *^ -W) ^  ~7W — 

Dann  wäre   der  Bruch  — ^'  ^  .  >    ^  -  gleich  einem  Aggregat  von 

p{x) 

Brüchen,  deren  Zähler  Constanten  und  deren  Nenner  die  einzelnen 
Factoren  rc— ^j, . . .  ^ — §j^  sind,  dagegen  der  nach  x  genommene 

vollständige  Differentialquotient  des  Bruches  —   L  7^      gleich 

einem  Aggregat  von  Brüchen,  deren  Zähler  Constanten  und  deren 
Nenner  Potenzen  der  Factoren  x—^^j,..X'-^j^  von  einem  jeden- 
falls die  Einheit  übertreffenden  Grade  sind.  Weil  nun  unter 
den  Grössen  ^j,  ^j, , . .  £x  nicht  zwei  einander  gleich  sind,  und 
daher  irgend  welche  ganze  Potenzen  von  je  zweien  der  Aus- 
drücke a:  — ^j, .  .  .  x—S'^  nie  einen  gemeinsamen  Theiler  haben, 
so  würde  die  Gleichung  (5b)  dem  im  vorigen  §  erwähnten 
Satze  widersprechen,  dass  ein  rationaler  echter  Bruch  nur 
auf  eine    einzige   Weise   in    echte   Partialbrüche   mit   gegebe- 


♦)  Vgl.  Hermite,  cours  d'analyse,  calcul  integral,  inUgration  des 
fonctions  rationelles,  wo  die  Erscheinung  in  etwas  anderer  Gestalt  zuerst 
nachgewiesen  ist. 
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nen  Nennern  zerlegt  werden  kann,  von  denen  kein  Paar  einen 
gemeinsamen  Theiler  hat.  Demnach  muss  r{x)  —-y{x)  =  0, 
^(x)  —  a{x)  =  0  sein,  wodurch  die  aufgestellte  Behauptung 
gerechtfertigt  ist. 

Nimmt  man  nun  für  y{x)  und  a{x)  die  Gestalt 

(7)  y(x)  =  y,  a;"-'-'  +  y,  ^''-'  -f . . .  -f  y^^,_,, 

(8)  a  (x)  =  «0  x^^     +  aj  x^"^     +  •  •  •  +  a^.!, 

so  lassen  sich  die  n  —  l  Goefficienten  y^,  y^ . . .  y«_i_i  ^^d  die 
k  Goefficienten  a^,  a^, . . .  a^^  nur  auf  eine  einzige  Weise  so 
bestimmen,  dass  die  aus  (1)  und  (5)  folgende  Gleichung 

^^  7C^)"""        dx        ■*■  ß(x) 

befriedigt  wird.  Dass  die  rechte  Seite,  mit  der  ganzen  Function 
f{x)  multiplicirt,  in  der  That  gleich  einer  ganzen  Function 
werden  muss,  zeigt  sich,  sobald  für  die  Function  d{x)  und 
deren  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  d'{x)  abermals 
der  gröste  gemeinsame  Theiler  l{x)  aufgesucht  wird.  Es  sei 
(10)  d{x)  =  e(x)  i{x), 

d\x)  =  e,{x)U^), 
wo  die  ganzen  Functionen  €{x)  und  €^(x)  keinen  gemeinsamen 
Theiler  haben.  Hier  übernimmt  «(a:)  bei  ö{x)  dieselbe  Rolle,  welche 
ß{x)  in  Bezug  auf  f(x)  spielt.  Da  nun  ßix)  gleich  dem  Product 
der  unter  einander  verschiedenen  Ausdrücke  ersten  Grades  ist, 
welche  in  der  in  (15)  des  vorigen  §  gegebenen  Zerlegung 
von  f{x)  enthalten  sind,  so  muss  e  {x)  gleich  dem  Product  der- 
jenigen untereinander  verschiedenen  Ausdrücke  ersten  Grades 
sein,  welche  in  der  in  (4)  aufgestellten  Zerlegung  der  Func- 
tion ö{x)  vorkommen.  Weil  ferner  d(x)  nur  solche  Ausdrücke 
ersten  Grades  enthält,  die  in  ß{x)  vorhanden  sind,  so  enthält 
auch  e(x)  nur  solche  Ausdrücke  ersten  Grades,  die  in  ß{x) 
vorkommen,  und  da  jeder  einzelne  Ausdruck  sowohl  in  ß{x) 
wie  in  €{x)  nur  ein  einziges  Mal  auftritt,  so  muss  der  Quotient 

ß(x) 
-^-y  gleich  einer  ganzen  Function  von  x  sein. 

Durch  die  Ausführung  der  Differentiation  und  Berück- 
sichtigung der  Gleichung  f(x)  =  ß{x)  ö(x)  wird  aus  (9)  die 
Gleichung 
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^^^^  ß(x)  S{a)  ~  i(x)  i(a)  ^  ß(x)  ' 

mithin  entsteht,  indem  mit  dem  Product  ß{x)S(x)  mnltiplicirt 

und   ^>  /  nach  (10)  durch     y  ^  ersetzt  wird,  die  Gleichung 
(12)       r{x)  =  y'{x)  ß{x)  -  y{x)  -^  c.  (x)  +  a{x)  8{x\ 

in  welcher    ^^  /  j  wie  oben  bemerkt,  eine  ganze  Function  von  x 

bezeichnet.    Man  hat   nun  die  Coefficienten  der  gleich   hohen 

Potenzen  von  x  einander  gleich  zu  setzen,  und  erhält,  weil  die 

Function   r{x)   vom    (n— l)ten  Grade   ist,  n  Gleichungen    des 

ersten  Grades,  mittelst  deren  die  in  den  Functionen  y{x)  und 

a(^x)   enthaltenen  n  Coefficienten    eindeutig  bestimmt   werden 

können.    Damit   ist  die    in  der  Gleichung  (5)  vorgeschriebene 

eix) 
Zerlegung  des  rationalen  Bruches     ^  i  >  unabhängig  von  jeder 

Zerlegung  der  Function  f{x)  in  Factoren,  ausgeführt,  und  gleich- 
zeitig der  algebraische  Theil  des  Integrals  /  S  l  dx  angegeben. 

In  dem  Beispiel  des  vorigen  §  findet  sich 

f(x)  =      X*  -      a;*  —   3a;8  +  23rr«  +  16a;  —  36 
f'{x)=   ox*—  4x*  -    9a;«  +  46a;  +16 
<J(a;)=      X  +  2 
&{x)=    1 
e(x)=      X  +  2 

ßlx)=      a:*—  3a:«+    3a:*+ 17a;  -^  18 
rix)  =  lOa;^  -  22a;»—  95a;'  +  60a;  +  101 
y(^)  =  -l 

a{x)  =  10a;«  —  43  a;*  —   4a;  +  55, 
80  dass  die  obige  Gleichung  (5)  zu  der  folgenden  wird 

10a;*—22a?^— 95a?' +  60.1?+ 101  _  A^+2/        1 0^*^  —  43.t?'~  4a?  + 55  ^ 
a?'— .r*—3a;^  + 2 3a;» +  16.27—36  ~      dx      "*"  a;*— 3a;*+3a?*  +  17aj--18 
Bei  der  Zerlegung  in  Factoren  hatte  ß{x)  den  Ausdruck 

^(a;)  =  (a;  +  2)(a;-l)(a;-2-tV5)(a;-2+i|/5). 
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f  69.    Integrale  ▼on  Aasdrttoken,  die  In  Beng  anf  die 
Xntefl^atlonsvarlable  und  eine  Wnrsels^öeee  rational  sind. 

Eine  Ftmction  K  {x,  w),  die  in  Bezug  auf  die  Variable  x 
und  eine  von  x  abhängende  Grösse  cj  rational  ist,  kann  als  ein 
Bruch  dargestellt  werden,  dessen  Zähler  und  Nenner  gleich 
Summen  von  Producten  aus  ganzen  positiven  Potenzen  von  lo 
und  aus  rationalen  ganzen  Functionen  von  x  sind.  Wenn  nun  €o 
die  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  des  raten  Grades  be- 
deutet, deren  nach  x  rationale  Goefficienten  als  Quotienten  von 
ganzen  Functionen  desselben  Nenners  dargestellt  seien,  so  kann 
man  mit  Htllfe  der  Gleichung 

A  A  A 

(1)  lü     -h-j-Ct)  +  -T-  W  +  .  .  .  +  -T-  =  0, 

die  Potenz  ro"  und  alle  höheren  ganzen  Potenzen  von  (o  durch 
Ausdrücke  ersetzen,  welche  nur  die  (w— l)te  und  die  niedrige- 
ren Potenzen  von  (o,  mit  rationalen  Functionen  von  x  multi- 
plicirt,  enthalten.  Daher  lässt  sich  statt  der  gegebenen  Function 
K(x^  (o)  ein  Bruch  substituiren,  dessen  Zähler  und  Nenner  in 
Bezug  auf  w  höchstens  vom  («  — l)ten  Grade  sind,  und  die 
wieder  ganze  Functionen  von  x  zu  Goefficienten  haben.  Hieraus 
folgt  ttlr  K{x,(o),  sobald  die  Zahl  n  =  2  und  deshalb  die  Glei- 
chung (1)  eine  quadratische  ist,  der  Ausdruck 

KQ(x)a) -h  K,{a) 

L^(i€)w  +  L,{x) 

in  welchem  die  Goefficienten  ganze  Functionen  von  x  sind.  Wir 
wollen  ferner  annehmen,  dass  (1)  eine  reine  quadratische  Glei- 
chung sei 

(3)  w«  — JK(:r)  =  0, 

wo  R(x)  eine  ganze  Function  von  x  bedeutet;  dann  ist  oj  gleich 
der  Quadratwurzelgrösse 

(4)  fo  =  ^R{x). 

In  Folge  dessen  verwandelt  sich  die  rechte  Seite  von  (2)  durch 
Multiplication  mit  der  Verbindung  L^  {x)  (o  —  L,  {x)  und  durch 
Benutzung  von  (8)  in  den  folgenden  Ausdruck 

(5)  K{x,  lo) 

_  K,(x)L,{x)B{x)—K,(x)L,(x)  _  K„{^)  L,{x)-K,{ä;)L,{x)  I{(a) 
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Somit  wird  das  nach  x  genommene  Integral  der  Fnnction 
K(x^{.o)  gleich  der  Summe  der  Integrale  einer  rationalen  Func- 
tion von  a;,  und  einer  Function,  die  durch  Division  einer  ratio- 
nalen Function  von  x  mit  der  Quadratwurzelgrösse  tu  gebildet 
ist.  Weil  nun  die  Integrale  der  rationalen  Functionen  im  vo- 
rigen §  vollständig  behandelt  sind,  so  bleibt  nur  noch  der  zweite 
Bestandtheil  zu  untersuchen ;  derselbe  erhält,  sobald  die  vor- 
kommende beliebige  rationale  Function  von  x  mit  F(x)  be- 
zeichnet wird,  die  Gestalt 

Wir  werden  das  vorliegende  Integral  zunächst  unter  der 
einfachen  Voraussetzung  betrachten,  dass  die  ganze  Function 
B,{x)  vom  ersten  oder  zweiten  Grade  ist;  in  diesen  beiden 
Fällen  las  st  sich  dasselbe  durch  Einführung  einer  neuen  Va- 
riable in  das  Integral  einer  rationalen  Function  verwandeln, 
mithin  nach  dem  vorigen  §  mit  Hülfe  von  Logarithmen  und 
umgekehrten  trigonometrischen  Functionen  darstellen. 

In  §  25  ist  unter  (IX)  die  Aufgabe  gelöst  worden,  ein  In- 
tegral durch  Einführung  einer  neuen  Variable  zu  transformiren ; 

daselbst  wurde  das  Integral  ff{x)  dx^   indem  man  x  als  eine 

Function  einer  neuen  Variable  t  auffasste,  vermöge  der  Gleichung 
transformirt 

(7)  /f(x)dx=/f(x)-^^dt, 

WO   auf  der   rechten  Seite    für  x    und  ihre  in  ^  dargestell- 

(mV 

ten  Werthe  zu  snbstituiren  sind.  Es  sei  nun  die  in  dem  Integral 
(6)  vorkommende  Function  R[x)  vom  ersten  Grade 

(8)  R[x)  =  ax-^h, 

Da  die  Quadratwurzel  dieses  Ausdrucks  zu  bilden  ist,  so  muss 
derselbe    in   dem    ganzen  Integrationsintervall   positiv    bleiben. 
Man  kann  ihn  daher  gleich  dem  Quadrat  einer  neuen  Variable  t 
setzen 
'  (9)  ax-\-  b  =  t^, 

und  erhält 

i^ — h 

(10)  X  = »    \^ax  -f-  6  =  /, 

a 


412  Quadratwurzel  einer  Function  ersten  Grades.  §  69. 

ferner  dnrch  Differentiation 

(11)  ^dt=^-    dt. 

dt        '      a 

Demzufolge  liefert  die  Anwendung  der  Transformationngleichnng 
(7)  auf  (6)  das  Besnltat 

(12)  fFi,)-^=fF('--y '. 

^  iax^h      ^      \    a    J    a 

da  aber  eine  rationale  Function  einer  Variable  x,  wenn  statt  x 
eine  rationale  Function  einer  neuen  Variable  t  substituirt  wird, 
in  eine  rationale  Function  von  t  übergeht,  so  befindet  sich  auf 
der  rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichung,  wie  behauptet 
worden,  das  nach  t  genommene  Integral  einer  rationalen  Func- 
tion von  t.  Nachdem  die  Integration  vermittelst  der  im  vorigen  § 
mitgetheilten  Vorschriften  ausgeführt  ist,  kann  man  statt  der 
Variable  t  wieder  ihren  Ausdruck  t  =  ]^ax'hb  setzen  und  erhält 
dadurch  den  in  x  dargestellten  Ausdruck  des  Integrals. 

In  dem  zweiten  Falle,  wo  R(x)  gleich  einer  Function  des 
zweiten  Grades  von  x  ist,  habe  man 
(18)  R(x)  =  ax^  +  2bx-^c. 

Dabei  ist  zu  unterscheiden,  ob  der  Coefficient  a,  welcher  hier 
nicht  gleich  Null  sein  darf,  positiv  oder  negativ  ist.  Es  sei 
erstens  a  positiv,  mithin  R(x)  für  das  ganze  Intervall  der  Inte- 
gration mit  a  von  gleichem  Zeichen.  Setzt  man  nun  R(x) 
gleich  dem  mit  a  multiplicirten  Quadrat  einer  Summe  von  x 
und  einer  neuen  Variable  ty  so  werden  x  und  ]^R(x)  gleich  ra- 
tionalen Functionen  von  t.  Die  Gleichung 
(14)  aa;'  +  2b  x  +  c  =  a(a;  +  0* 

liefert,  da  ax*  auf  beiden  Seiten  fortfällt,  die  Bestimmung 

(^^^  '=    2iat-b)   ' 

aus  welcher 

..ßx  ^-      ai^  —  2bt+c 

(16)  X'¥t  = ^TT"- r-< 

entsteht.  Weil  aber  vermiige  (14)  die  Quadratwurzelgrösse 
^R{x)  gleich  ^a{x+t)  ist,  so  kommt 

(17)  »^^(^)  =  »^«-2(^6)     • 

Aus  (15)  ergiebt  sich  durch  Differentiation 
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^^^^  dt    ~  2{at^hy      ' 

mithin  geht  das  Integral  (6)  in  das  folgende  Integral  einer  ra- 
tionalen Function  von  t  über 

Ffir  die  Variable  t  erhält  man  aus  (14)  durch  Ausziehung  einer 
Quadratwurzel  die  Darstellung 

/oA\  *  _!_  ^äx^^2hx±c 

(20)  ^  =  —  a;  +  -^ j= 

\a 
Sobald  der  Coefficient  a  negativ  ist,  kann  die  Function 
E{x)  nicht  zu  denjenigen  gehören,  die  niemals  ihr  Vorzeichen 
ändern  und  für  keinen  reellen  Werth  von  x  verschwinden; 
denn  sonst  würde  sie  stets  das  negative  Vorzeichen  haben  und 
keinen  reellen  Werth  der  Quadratwurzelgrösse  iB{x)  liefern. 
Es  rauss  daher  It{x)  für  zwei  von  einander  verschiedene  reelle 
Werthe  f ,  und  f^  verschwinden,  und  zerfällt  mithin  wie  folgt 
in  zwei  reelle  Factoren  des  ersten  Grades 

(21)  ax^  +  26ir  -f  c  =  a(:r—  ^J  (a:— ^,). 

Zugleich  darf  die  Variable  x  nur  ein  Integrationsintervall  durch- 
laufen, in  dem  die  Ausdrücke  x — §,  und  x—^^  verschiedene 
Vorzeichen  haben.  Unter  diesen  Umständen  ist  es  erlaubt,  den 
negativ  genommenen  Quotienten  der  beiden  Ausdrücke  gleich 
dem  Quadrat  einer  neuen  Variable  zu  setzen, 

(22)  =^  =  "'- 
In  Folge  dieser  Annahme  wird 

mithin 
femer 


(25)     .\R(^x)  =  f=-a}/-^^{x-^d  =  f^au\^, 
(9a\  ^^  _       2(1,— gj« 
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Hieraus  entsteht  die  Transformation   des  Integrals  (6)   in  das 
Integral  einer  ^rationalen  Function  von  u 

"^     '  J  ^  ^  }f^*+2hs  +  e  J     \  1+«'  ;/!--«  1+«» 

Die  zn  leistenden  Integrationen  sollen  fttr  die  Annabme, 
dass  F{x)  gleich  der  Einheit  ist,  wirklich  ansgefUhrt  werden. 
Man  erhält  in  (19)  einen  Logarithmus  nataralis,  in  (27)  eine 
umgekehrte  trigonometrische  Function 


(28) 


J       at — h    .  ya 

/"  2        du  1     o        * 

-==.- =  — ■p=-  2  arc  tg  w, 


(30) 


(31) 


(29) 

daher  entstehen  durch  Anwendung  von  (20)  und  (23)  die  Resultate 

/^  = ,--  loff  i  —  ax  —  b  +  i^a \^äx*  +  2bx^c\ 

/dx                         2          ^    l/— Ä-fE" 
, =^  = i=r  arctg  r '-*  • 

Bei  Gelegenheit  der  letzten  Gleichung  machen  wir  darauf  auf- 
merksam, dass  die  umgekehrten  trigonometrischen  Functionen 
die  Eigenschaft  haben,  durch  einander  ersetzt  werden  zu  können. 
Beispielsweise  ergiebt    sich    aus  der  Gleichung  arctg  ^u=& 

oder  tg  ^  =  |/t<  die  Gleichung  cos  2  ^  =  >  vermöge  deren 

2  ^  =  arc  cos  t-t—  ist.    Man  hat  deshalb 

1  -f  w 


2  arctg  r zP  =  arc  cos  ( — ^     V      - 1  > 

und  darf  statt  (81)  die  Gleichung 

/Qi»\        f*  dx  1  I2x — Ej — 5«\ 

(31*)       /    ^  ::^-  =  —  -p=r  arc  cos   -——\       ) 

gebrauchen. 

Mit  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  R  {x)  vom  ersten 
oder  zweiten  Grade  sei,  hören  die  in  (6)  enthaltenen  Inte- 
grale auf,  welche  unbedingt  auf  Logarithmen  und  umgekehrte 
trigonometrische   Functionen    rcducirbar   sind.     Die   Integrale, 
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bei  welchen  R(x)  eine  aus  lauter  ungleichen  Factoren  ersten 
Grades  bestehende  Function  vom  3ten  oder  4ten  Grade  ist, 
werden  elliptische,  diejenigen,  bei  welchen  R(x)  eine  derartige 
Function  vom  2j)  +  lten  oder  2^-f  2ten  Grade  ist,  hypereüip- 
tische  Integrale  der  {p  —  l)ten  Ordnung  genannt.  Um  in  Kürze 
den  eigenthUmlichen  Umstand  zu  erläutern,  dass  die  Ordnung 
der  erwähnten  Integrale  tHr  den  2jp  +  lten  und  2^-f2tenGrad 
der  ganzen  Function  R(x)  als  gleich  angesehen  wird,  denken 
wir  uns  Rix)  als  eine  Function  des  (2^+2)ten  Grades,  welche 
wenigstens  einen  reellen  Factor  ersten  Grades  besitzt;  wir 
werden  dann  zeigen,  wie  sich  die  zugehörigen  Integrale  (6)  in 
Integrale  von  entsprechender  Gestalt  transformiren  lassen,  die  nur 
eine  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Function  des  2 p  + 1  ten 
Grades  enthalten.  Insofern  R(x)  eine  ganze  Function  des 
(2p-f  2) ten  Grades  mit  reellen  Coefficienten  ist,  treten  die  com- 
plexen  Factoren  des  ersten  Grades  nur  conjugirt  auf,  so  dass  das 
Vorhandensein  eines  reellen  Factors  auch  noch  das  Vorhandensein 
eines  zweiten  reellen  Factors  bedingt;  der  letztere  muss  femer 
von  dem  ersteren  diflferiren,  da  alle  Factoren  des  ersten  Grades 
von  einander  verschieden  sein  sollen.  Man  habe  nun 
(32)  R(x)  =  a (X -  f ^)  (a;  -  ^) . . .  (o;  -  ^^,) 

und  es  seien  x  —  ^i  und  x — |,  jene  beiden  reellen  Factoren; 
dann  wird  das  bezeichnete  Resultat  erreicht,  indem  mau  durch 
die  Gleichung 

(33)  •^z:|i_  =  5 

eine  neue  Variable  s  einführt.  Für  x  findet  sich  die  Bestimmung 

(34)  x=-'^~S^ 

aus  welcher  die  Gleichungen 

{6b)  rr— §,=  — —1    X  —  L  = 


und 

(36)  ^  —  f «  = jzii 

für  jeden  Werth  a  =  3, 4,..2i?  +  2  folgen.    Ferner  kommt  durch 
Differentiation  der  ersten  unter  (35)  angegebenen  Gleichung  • 

/q7\  dx  §1  +  §2 
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Fflhrt  man  jetzt  die  rationale  ganze  Function  9{  (^)  des  (2p4-l)ten 
Grades  ein 

(38)  8iW=a5((^-g5  ~(f,-g)...((^,-f^^>-(^~^^,)), 

so  ergiebt  sich 


folglich 


(s-iy 

da 


(40) 


da      ^  (g— 1)^^ 
Hithin  wird  das  Integral  (6)  darch  die  Gleichung 

in  das  Integral  einer  Function  transformirt,  welche,  wie  be- 
hauptet worden,  gleich  dem  Product  einer  rationalen  Function 
von  s  und  der  reciproken  Quadratwurzel  aus  einer  ganzen 
Function  des  (2p  +  l)ten  Grades  von  s  ist.  Die  Substitution 
(33)  verwandelt  sich  für  den  Fall,  dass  p  =  0  und  a  negativ 
ist,  mit  Httlfe  der  Gleichung  s  =  —  m'  in  die  obige  Substitution 
(22),  durch  welche  das  betreffende  Integral  (6)  in  das  Integral 
einer  rationalen  Function  verwandelt  worden  ist. 

Für  einen  die  Zwei  übertreffenden  Werth  von  n  in  der 
Gleichung  (1)  heben  wir  nur  die  Annahme  heraus,  dass  (1)  eine 
reine  Gleichung  sei,  bei  welcher  das  von  lo  freie  Glied  eine 
Function  ersten  Grades  von  x  ist.    Zu  der  Gleichung 

(42)  ci>"  —{ax  +  b)=0 

gehört  alsdann  der  Werth 


(43)  (o  =  ^ax  +  h. 
Aus  der  Substitution 

(44)  ax  +  b  =  f 

folgen  die  Ausdrücke  von  x   durch   die   neue  Variable  ty  und 
von  t  durch  x 


<M 


(45)  x  = j  yax  +  b  =  t, 

mithin  kommt 

(46) 


da  nf""^ 


dt  a 

Also   geht   das   nach  x  zu  nehmende  Integral  einer  gegebenen 
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rationalen  Function  K{Xy  (o)  von  den  Elementen  x  und  co  wieder 
in  das  Integral  einer  rationalen  Function  der  neuen  Integra- 
tionsvariable  t  über, 

(47)  /k{x,  o,)  dx  =  Ck^^I^,  <)  -?^  dt; 

dasselbe  kann  durch  einen  in  Bezug  auf  die  Grösse  t  rationalen 
Ausdruck,  durch  Logarithmen  und  umgekehrte  trigonometrische 
Functionen  dargestellt  werden. 

f  70.  Intograle  ▼on  Ansdrllokmi,  wtlohe  IiOff arithBMB  oder 
nmfl^ek^hrt«  trlffonomotrlfloho  Fo&otloBmi  «itlialtMi. 

In  den  beiden  letzten  §  hat  sich  gezeigt,  dass  die  Inte- 
grale der  algebraischen  Functionen,  welche  in  Bezug  auf  die 
Integrationsvariable  allein  oder  in  Bezug  auf  diese  und  eine 
Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Function  des  ersten  oder  zweiten 
Grades  rational  sind,  vermittelst  einer  beschränkten  Zahl  von 
algebraischen  Ausdrücken,  Logarithmen  und  umgekehrten  tri- 
gonometrischen Functionen  dargestellt  werden  können.  In 
gleicher  Weise  lässt  sich  die  Integration  von  Ausdrücken  be- 
werkstelligen, die  durch  Multiplication  eines  Logarithmen  oder 
einer  umgekehrten  trigonometrischen  Function  der  Integrations- 
variable mit  algebraischen  Functionen  von  einer  gewissen  Be- 
schaffenheit entstehen.  Sei  q){x)  eine  algebraische  Function, 
welche  die  Eigenschaft  hat,  gleich  dem  nach  x  genommenen 
Differentialquotienten  einer  algebraischen  Function  g{x)  zu  sein, 
so  entstehen  durch  das;  in  (9«)  §  25  ausgedrückte  Verfahren  der 
theilweisen  Integration 

(1)    /fix)^^dx=f(x)gix)-/-^^gix)dx  +  oonfA., 

indem  f(x)  nach  einander  gleich  log  a:,  arc  tg  a:,  arc.sin  x  und 

-^^  =  y(a;)  gesetzt  wird,  die  Gleichung< 


da 


:en 


(2)  J    log  a:  qp  (x)  dx  =      log  x  g{x)—J ^—  g(x), 

(3)  JaLTGtgx(p(x)dx=  ^Tctgxg{x)—J-Y:^^9i^)y 

(4)  /arc sin xg){x)dx=  arc  sin  xgQc)  —  /  ,  g(x). 
^                                                      •/  yi — ar* 

Lipicbite,  AxuOytii  U.  27 
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Wenn  daher  g(x)  eine  rationale  Function  von  x  allein,  oder  in 
(2)  und  (8)  eine  rationale  Function  von  x  und  einer  Quadrat- 
Wurzel  auB  einem  beliebigen  Ausdruck  des  zweiten  .Grades, 
oder  in  (4)  eine  rationale  Function  von  x  und  der  Quadratwurzel 
1^1 — X*  ist,  80  gehören  die  auf  der  rechten  Seite  angedeuteten 
Integrationen  in  die  vorhin  bezeichnete  Gattung  und  können 
entsprechend  behandelt  werden.  Die  durch  Integration  von  (p  (x) 
erhaltene  Function  g{x)  wird  noth wendig  eine  ganze  Function, 
sobald  q){x)  eine  ganze  Function  ist;  in  diesem  Falle  ist  also 
die  behnis  der  Integration  angestellte  Bedingung  stets  erfliUt 
Anoh  das  Integral  des  Products  einer  ganzen  Function  in 
eine  positive  ganze  Potenz  eines  Logarithmus  erlaubt  eine  ähn- 
liche Behandlung.    Es  sei 

(5)  g>(x)  =  a^a?" -f-  aiir""'  4-  . . .  -f-  a^_^x+  a^, 
so  folgt  durch  theilweises  Integriren  die  Relation 

(6)  /(losxf (Pix) dx  =  (loga;)" (-J^  +  ^  +  ...  +  a,x\ 

y-  M  *  *• J 

welche  so  oft  zu  wiederholen  ist,  bis  man  von  der  positiven 
ganzen  pten  Potenz  des  Logarithmus  zu  der  Potenz  vom  Grade 
Null,  das  heisst  der  Einheit  gelangt. 

f  71.    Xnttgrale  ▼on  AusdrUokaiif  die  Expo]ieiitlalfti]iotlo&«i 
und  trlgonometrUiolM  Fianotlonra  enthaltwi. 

Wenn  a  und  b  reelle  Constanten  bedeuten,  so  erhält  man 
nach  §  12  und  13  für  die  in  Bezug  auf  x  genommenen  Diffe- 
rentialquotienten  der  Exponentialfunction  e"'  und  der  trigono- 
metrischen Functionen  cos  bx  und  sin  bx  die  Bestimmungen 


de*' 


(1)  -^V-=-' 

(2)  — j^—  =  --bsmbx, 

(3)  — =  b  cos  6a:. 

da 

Hieraus  folgen  die  Ausdrücke  der  Integrale  einer  Exponential- 
function e*',  bei  der  a  nicht   gleich  Null   ist,  und  der  trigono- 
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metrischen   Functionen   cos  hx  und  sin  hxy   bei  denen   b   nicht 
gleich  Null  ist, 

e"dx  =      — ^ , 

a 


,      ,                sin  hx 
Gonoxax=: — 


(5)  /c 

(6)  /sin  6a:  da;  = • 

An  die  Thatsache,  dass  die  unbestimmte  Integration  einer 
Exponentialfunction  auf  diese  selbst,  die  unbestimmte  Integration 
eines  Cosinus  auf  einen  Sinus,  die  des  letzteren  auf  den  ersteren 
zurückführt,  knüpft  sich  die  Möglichkeit,  das  unbestimmte  Inte- 
tegral  des  Products  einer  ganzen  Function  der  Integrations- 
variable mit  einer  der  drei  erwähnten  transcendenten  Functionen 
durch  eine  beschränkte  Zahl  von  Ausdrücken  von  der  Art  der 
zu  integrirenden  Function  darzustellen.  Es  sei  q>(x)  eine  ganze 
Function,  so  ergiebt  sich  durch  theilweises  Integriren 

"V )  e"  C  e" 

e    <fKX)  Q,x=    j -^-^  <f(x) dx=      ~     (Pix)-  1     ^^     q<'(x)  dx, 

r                                  /''^("t")  sin  6.  /^inft. 

\)  I  C0Bbxq){x)  dx=—  I — ^- —  (p(x)dx=      *^V^?>(a:)— /"°    ^q^\x)dx, 

I)  /  sin  bx (f(x)  dx=— I  -  ~^—   ~ y(^) da? = —  ^^^.  *V(^) "^  /  ^-.-^ (p'{x) dx. 

Der  mit  rp*{x)  bezeichnete  DiflFerentialquotient  von  q){x)  nach  rr 
ist  eine  ganze  Function  von  einem  um  eine  Einheit  niedrigeren 
Grade  als  q){x)\  durch  den  wiederholten  Gebranch  der  betref- 
fenden Gleichung  sinkt  daher  der  Grad  der  unter  dem  Integral- 
zeichen bleibenden  ganzen  Function  bis  zur  Null  herab,  und 
dadurch  verwandelt  sich  das  auszuführende  Integral  in  eine 
Summe  von  Ausdrücken,  die  mit  der  zu  integrirenden  Function 
gleichartig  sind. 

Vermittelst  Einführung  einer  neuen  Variable  lässt  sich 
bewirken,  dass  bei  einem  vorgelegten  Integral  statt  der  Expo- 
nentialfunction ein  Logarithmus,  statt  einer  trigonometrischen 
Function    eine    umgekehrte    trigonometrische  Function   eintritt. 
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Die  Annahme 

(10) 

C^'r: 

=  y 

. 

giebt  die  Folgerungen 

(11)                     0.  =  ! 

a 

logy, 

dx 

dy 

1 

> 

während  die  Annahme 

(12) 

sin  ha 

:  =  z 

die  Folgerungen 

(13)      a:  =  —  arc  sin  xr, 

dx 
dz 

1 

1 

]^1       B* 

cos  bx 

=i/i- 

l>\ 

1 

h 

hervorbringt.  Es  kann  aber  die  zu  integrirende  Function  so 
beschaffen  sein,  dass  bei  der  Substitution  (10)  der  Logarithmus 
und  bei  der  Substitution  (12)  die  umgekehrte  trigonometrische 
Function  fortfällt,  und  nur  algebraische  Bestandtheile  erscheinen. 
So  hat  man  bei  einer  rationalen  Function  /*(^)  eines  Arguments 
§,  und  einer  rationalen  Function  g  (f,  iy)  von  zwei  Argumenten  | 
und  rj  die  Transformationen 

(14)  ffindx=fm^, 

(' •^)       I  9 (cos hxy  sin hx) dx=  1  g (|^1 — b^^ js)  — .  5 

hier  gehören  die  auf  der  rechten  Seite  auszuführenden  Integrale 
von  algebraischen  Functionen  zu  denen,  die  in  §  68  und  69 
absolvirt  sind. 

Auch  die  Integrale  von  Ausdrücken,  welche  durch  Multi- 
plication  einer  Exponentialfunction  mit  einem  Sinus  oder  einem 
Cosinus  entstehen,  können  durch  Verbindungen  derselben  Art  dar- 
gestellt werden.  Vermöge  (1),  (2)  und  (3)  bewerkstelligt  man 
die  Differentiationen 

/•i/5\  diß      C08&^)  «ur  ,  X    OJ-    •     i 

(16)  — ^— r ^  =  ac    cos6a;  —  ic    sinftir, 

a  X 

d  (e    sin  hai)  «x   •    i      .   r  «     ^  i 

— ^^ — =  ac    sm  öx  -hoe    cos  ox. 

dx 

Da  die  Ausdrücke  der  rechten  Seite  in  Bezug  auf  die  Elemente 

e""  cos  bx  und  e^  sin  hx  zwei  Functionen  des  ersten  Grades 

sind,  bei   denen   die  Determinante  der  Goefficienten  den  nicht 

verschwindenden  Werth  a*  -f  6'  hat,  so  werden  diese  Elemente 
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durch  Auflösung  der   betreflTenden  Gleichungen   als   Aggregate 
?on  vollständigen  DifTerentialquotienten  dargestellt, 

(17)     e'Uo,bx=      -.r^  ^(e^^  cosM      _b        dje^nlx) 
^     ^  a^+b^         da  a*  4- 6^  dx 


ax    .    y  b       d(e    cosbx)  a        die    siu^^) 

a^  +  V  dx  a*  +  0*  da 

Mithin  ergiebt  sich  für  die  in  Rede  stehenden  Integrale  die 
Bestiminung 

(18)  / e" cos bxdx=         ^  .  -,  €*" cos Äa; 4-    ,  .  .^  c"' sin bx. 

/^  sin  bx  dx^=^ ,  ,  ,.  e"  cos  6a;  +    ,  ,  ^,  «"sin  6a?. 

Integrale  von  Producten  aus  cos  6  a;  oder  sin  6  a;  in  cos  ex 
oder  sin  ca;,  wo  c  ebenfalls  einen  beliebigen  reellen  Werth  be- 
zeichnet, werden  mit  Hülfe  der  Additionsformeln  der  trigono- 
metrischen Functionen  auf  die  Integrale  (5)  und  (6)  zurückge- 
führt.   In  Folge  der  Gleichungen 

(19)  cos  6a;  cos  ex  =  — - —  cos  (6+c)a;  +  --  cos  (6 — c)x^ 
sin  6a;  cos  ex  =  -^—  sin  (6  +c)a;  +  -^r  sin  (6 — c)a;, 
sin  6a;  sin  ex  =  — r —  cos  (6  -I-  c)a;  -I-  —  cos  (6 — c)x 

Z  2 

hat  man  die  Integrationen 

y\  1^  

cos  6a;  cos  ca;  da;  =  -^ — r-  sin  (6-f  c)a;  +    .       .  sin  (6— c)a;, 

y_l  — 1  

sin 6a; cos  ca; da;  =  .,.  .   .  cos  (6  +  e)x  -V jttz — c cos(6  —  e)x. 
2(6 -fc)  2(6 — e)       ^  ' 

ysin  6a;  sin  ex  dx  =  -ktv-t—^  sin  (6  +  c)  a;  +  r-7= — v  sin  (6—  e)a, 
2(6 +  c)  '        2(6— c)       ^         ^ 

Die  Resultate  gelten  flir  alle  Verbindungen  von  reellen  Werthen 
6  und  e,  mit  Ausnahme  derjenigen,  bei  denen  6  gleich  ±e  ist. 
Für  b=e  geht  6  +  c  in  26,  b  —  e  in  Null,  der  Cosinus  des  ver- 
schwindenden Winkels  in  die  Einheit,  sein  Sinus  in  Null  über; 
alsdann  entstehen  aus  (19)  die  Gleichungen 
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(21)  f{QO^hxydx        =      ^^8ia26a;4-|^, 

/*  1 

/  (cos  bx  sin  bx)  da?  =  ~  —_  cos  2  6a:, 

/  (sin  bxY  dx        =— —  8iD26a;  + -^• 

Auf  die  Gleichungen  (20)  und  (21)  wird  später  zurückgegangen 
werden. 

I  7a.    Voüstoknir  toa  Xiittgratloneii  mit  HttlDt 


Im  Vorhergehenden  sind  mehrere  Gattungen  von  Integralen 
charaelerisirt  worden«  welche  sich  durch  eine  beschränkte  An- 
ndil  von  «igebraiscben  nud  fundamentalen  transcendenten  Func- 
tkMM«  assdrtf^en  lassen.  Da  aber  nur  ein  kleines  Gebiet  von 
Inl^^tfak«  eiaer  derartigen  Behandlung  fähig  ist,  so  hat  man 
^E««ackk  am&ä«eiidere  M^oden  auszubilden.  Eine  solche  Me- 
UkmI«'  ([tiadei  ^eh  auf  die  Annahme,  dass  die  zu  integrirende 
FnaoliiMi  oder  ein  Factor  derselben  in  eine  convergente  unend- 
liche Saaime  entwickelt  werden  könne,  und  stellt  das  betreffende 
lulv^rtat  8elbi^  als  eine  convergente  unendliche  Summe  dar.  Da 
dvr  Werth  eine*  l>estiuunten  Integrals  gleich  dem  Grenzwerthe 
oim^r  ^wisjujteu  Summation  ist,  so  besteht  das  Wesen  des  bezeich- 
iictvu  Verfahrt^u»  darin,  dass  ein  ins  Unendliche  laufender  Pro- 
s^^v^ifli  iu  einen  anderen  ins  Unendliche  laufenden  Process  ver- 
\\am)eU  wirtl  Wir  betrachten  das  innerhalb  der  Grenzen  a 
Mud  <^  auMUttlhi^ende  Integral 

/> 

(h  /  f{x)g(x)dxy 

m 

\m\  Mi^Uou  die  Kntwickelung  der  Function  g(x) 
[»^  y  (^^  ^  9o(^)  +  i/i(^)  +  . . .  +  9,(x)  +  ^,^M) 

\\\\m^\  dui' lteiitauHdruck9i^^,(x)  habe  die  Eigenschaft,  in  Bezug 
HH/  ,Ms^#h  itwmkm  (I  HUil  b  befindlichen  Werth  von  x  bei  einem  hin- 
vfwh¥^^  fi^vnitm  Weiihe  der  Zahl  q  numerisch  kleiner  als  eine 
Mi«^i,</  ktpiH¥  iitikise  io  4m  sein.  Sowohl  der  Factor  f{x)  wie 
m\A\  diu  i^luveluen  Glieder  der  angeführten  Summe  ^o(^))  9,(^)v 
imIU»»ou  d^btii  ilio   allgemeinen  Bedingungen  der  Eindeutigkeit, 


§  72.  Integration  vermittelst  unendlicher  Summen.  428 

Endlichkeit   und  Stetigkeit    erteilen.    Nach  dem  Satze  (I)    des 
§  25  wird  nun  das  Integral  (1)  gleich  der  Summe  von  Integralen 

(3)   Jnx)  g, {x)  dx  4-  ff{x)  g,  (^)  rfx  H- . . .  +  ff{x)  g^ (x)  dx  +ff{x)  di^^,  (x)  dx, 


a 


und  zwar  lägst  sich  zeigen,  dass  das  letzte  derselben  für  einen 
genügend  grossen  Werth  der  Zahl  q  unter  einer  beliebig  kleinen 
Grösse  bleibt.  Insofern  die  Function  f{x)  in  dem  Integrations- 
intervall  endlich  ist,  liegt  sie  numerisch  unter  einer  festen 
Grösse  5>  der  Ausdruck  31^^^  {x)  befindet  sich  in  Folge  der  ge- 
trofifenen  Voraussetzung  flttr  eine  genügend  grosse  Zahl  q  unter 
der  beliebig  kleinen  Grösse  w,  mithin  die  zu  integrirende  Func- 
tion unter  dem  Werthe  des  Products  g  co.  Vermöge  des  Satzes  (I) 
in  §  22  ist  daher  der  Werth  des  betreifenden  Integrals  kleiner 
als  der  durch  Multiplication  mit  der  Differenz  h  —  a  gebildete 
Ausdruck  %o}{h—a)j  welcher  für  eine  wachsende  Zahl  q  durch 
den  beliebig  abnehmenden  Factor  lo  selbst  beliebig  klein  wird. 

Die  in  (3)  aufgestellte  Summe  von  Integralen  hat  also 
unter  den  angeführten  Bedingungen  die  Eigenschaft,  hei  unend- 
licher Ausdehnung  eu  convergiren  und  durch  ihren  Grenewerth 
das  Integral  (1)  OMSzudrüchen^  so  dass  die  Gleichung 


(4)     ff{x)g{x)dx 


=Jfix)g^{x)  dx  +Jf{x)g,{x)dx  +  Jf{x)g^(x)dx  + . . . . 

a  a  o 

besteht. 

Um  das  Verfahren  bei  einem  gegebenen  Integral  anzu- 
wenden, hat  man  die  Wahl  der  Function  g{x)  und  deren 
Darstellung  durch  eine  unendliche  Summe  so  einzurichten, 
dass  die  auszuführenden  Integrationen  keine  Schwierigkeit  ver- 
ursachen. In  dieser  Hinsicht  nehmen  die  nach  den  ganzen 
Potenzen  der  Variable  fortschreitenden  Sumi|[^en  die  erste  Stelle 
ein,  und  es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  durch  Benutzung 
dieses  Mittels  auch  die  Potenzreiheu  erhalten  werden  können, 
welche  zu  der  Darstellung  des  Logarithmus  und  der  umge- 
kehrten trigonometrischen  Functionen  dienen. 
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In  den  Integralen 

.6 


(5) 


/da  I       dx  I         dx 


a 


lassen  sich  die  unter  dem  Zeichen  vorkommenden  algebraischen 
Functionen,  so  lange  die  Variable  x  einen  numerisch  unter  der 
Einheit  befindlichen  Werth  hat,  nach  I,  §  107  und  I,  §  119 
durch  die  folgenden,  nach  den  positiven  Potenzen  von  x  fort- 
schreitenden convergenten  Reihen  ausdrücken, 

(6)  -r^ =  1— ar+a;*+ ...  +(-l)*a;'  +  .-., 

(7)     ?-5-  =  l-xVir*T...+(-l)*^''  +  ..., 

1  +x 

y^^       /^Z7  "■  2^    ^2.4^  ^"-^     2.4...(2(z)     ^    ^••• 

Demgemäss  kann  man  die  auf  der  rechten  Seite  von  (4)  an- 
gedeuteten Integrationen  sofort  ausführen.  Nimmt  man  die 
untere  Integrationsgrenze  a  gleich  Null  und  setzt  statt  der 
oberen  das  Zeichen  x^  so  kommt 

0  0 

X 

d  X 

,  =  arc  sin  x : 

j/l— x* 

0 

denn  log  (1)  ist  gleich  Null,  und  die  Functionen  arc  tg  x  und 
arc  sin  x  verschwinden  ebenfalls  ftlr  a;=0,  wenn  sie,  wie  frtlher, 

auf  das  von  —  tt    bis  +  -  ausgedehnte  Intervall  eingeschi^nkt 

werden.  Indem  also  die  einzelnen  Glieder  der  in  (6),  (7),  (8) 
angegebenen  Reihen  von  0  bis  x  integrirt  werden,  entstehen 
die  Resultate 

2  3  9+1 

(10)log(l+a;)=a:-|-+^|-  +  ...  +  (-l)'-^+..., 

(11)  arctga?     =«  — y +  y  +  •  ••  +  (— l)'^:fY  +  •  •  • » 

/■%e\\  •  I        1         3.  1.3  5  1.3. ..(2g — 1)  2a+l    , 

(12)  arcsmo.  =^  +  2:^*  +^70"^  + ' ' '  "^ 2  .  4 . . . (2g)(2g+r) '^       +-' 
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von  denen  die  beiden  ersten  im  vorigen  nnd  auch  im  gegen- 
wärtigen Bande  abgeleitet  sind. 

Der  so  eben  eingeschlagene  Weg  lässt  sich  auch  Air  das 
Integral  einer  beliebigen  rationalen  Function  der  Integrations- 
variable  benutzen.  In  §  67  wurde  auseinandergesetzt,  wie  man 
hier  ohne  die  Zerlegung  der  betreffenden  Nennerfunction  in 
Factoren  ersten  Grades  zu  kennen,  den  algebraischen  Theil 
und  den  rationalen  Bruch  bestimmen  kann,  aus  dessen  Inte- 
gration  der  transcendente  Theil  entsteht.    Nach  den  dortigen 

Bezeichnungen  ist  bei  dem  zuletzt  genannten  Bruche  ^^<  die 

Nennerfunction  ß{x)  gleich  dem  Product  von  lauter  ungleichen 

Factoren  ersten  Grades 

(13)  ß(x)  =  %{x-^,){x^^,)...(x^^,l 

die  Zählerfunction  a(x)  höchstens  vom  (A  — l)ten  Grade.  Es 
möge  ausserdem  angenommen  werden,  dass  das  von  x  ireie 
Glied  in  ß{x)  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  habe,  mithin 
keine   der   Grössen   §j,  fj»  •   •  ^i   gleich   Null    sei.     Der  Brach 

et  (tJCi 

^)'-.   war  gleich  einer  Summe  voa  Partialbrttchen 

( ^  ^)        -ßTx)  ^  ^^  "^  ^=^  "^  •  •  •  "^  i=y, ' 

wo  die  in  den  Zählern  auftretenden  Constanten  t^^\  ^^^, . . .  t^^^  in 
§  67  bestimmt  sind.  Wenn  nun  die  Grösse  x  solche  Werthe 
bekommt,  die  numerisch  kleiner  als  der  absolute  Betrag  von 
irgend  einer  der  Grössen  ^^  ^2>  •  •  •  Iz  ^^"^»  ^^  kann  jeder  der 
auf  der  rechten  Seite  von  (14)  befindlichen  Brüche  zufolge 
I,  §  107  durch  eine  nach  den  positiven  Potenzen  der  Variable 
X  fortschreitende  convergente  geometrische  Reihe  dargestellt 
werden.    Man  erhält  hier  die  Reihen 


(15) 


i        _       /i)t-'        /»)t-»  /'>!:-' <^* 


;4=-^^^'r-^^^r— ^^^'r^^^-v, 


deren  Summe  wieder  gleich  einer  nach  den  positiven  Potenzen 
von  X  geordneten  convergenten  Reihe  ist.     Vermittelst  der  in  I, 
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Abschnitt  III  entwickelten  Grundsätze  ist  aber  leicht  zn  be- 
weisen, 4ftss  dieselbe  Reihe   entstehen   muss,   sobald  ftir  den 

Bruch  ^;i  eine  nach  den  steigenden  Potenzen  der  Variable  x 

ß{x) 

geordnete  Entwickelung  ausgeführt  wird,  wie  sie  in  I,  §  107 
angedeutet  ist;  femer  wird  derselbe  Zweck  erreicht,  indem 
man  in  der  Gleichung 

(16)  «M=:x,  H-a:,a;  +  3;,a;«H-... 

beide  Seiten  mit  der  Nennerfunction  ß{x)  multiplicirt,  bei 
welcher  das  von  x  unabhängige  Glied  als  von  Null  verschieden 
vorausgesetzt  ist,  und  die  eingeflihrten  Coefficienten  X^,  X,,X,,.. 
durch  Gleichsetzen  der  gleich  hohen  Potenzen  von  x  bestinmit. 
Weil  die  Function  ß(x)  vom  Aten  Grade  ist,  bilden  die  Coeffi- 
cienten Xo,  Z,,3),, . . .  eine  recurrente  Reihe  der  Aten  Ordnung. 
Für  die  gegenwärtige  Untersuchung  ist  vor  allem  wesent- 
lich, dass  %si^%ij%i^'"  oh^^  ^^°  Gebrauch  der  Zerlegung  der 
Function  ß{x)  in  ihre  Factoren  gefunden  sind.  Als  bekannt 
gilt  der  Bereich  der  Variable  x^  fttr  welchen  die  auf  der 
rechten  Seite  von  (16)  befindliche  Entwickelung  convergirt. 
Unter  der  Annahme,  dass   die  Grenzen  a  und  h  der  ftir  den 

OL  \X\ 

Bruch  ^)-4  zu   vollziehenden   Integration,   so  beschaffen   sind, 

p[x) 

dass  jeder  zwischen  a  und  h  liegende  Werth  x  numerisch 
kleiner  als  eine  Grösse  ist,  die  unter  jedem  der  absoluten  Be- 
träge der  Grössen  ^j,  ^y  . . .  ii  liegt,  darf  nach  dem  Obigen  die 
Gleichung (16) gebraucht  werden;  mithin  ergiebt  die  allgemeine 
Gleichung  (4)  den  Ausdruck  des  bezeichneten  Integrals 

(17)y     ^jd^=3;o(6-a)+^(6»-a'«)  +  ^(6«~a»)  +  .... 

a 

Hier  wird  also  vermittelst  einer  convergenten  unendlichen 
Summe  die  Integration  eines  vorgelegten  rationalen  Bruches 
ohne  die  Kenntniss  der  Zerlegung  der  Nennerfunction  in  Facto- 
ren erstei>  Grades  bewerkstelligt.  In  dem  Beispiel  der  §§  67 
und  68  hatte  die  Function  ß{x)  den  Ausdruck 

(a;  +  2)(Ä;-l)(.i:— 2  — t»/5)(a:~2  +  ij/5), 
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SO  dass  die  absoluten  Beträge  der  Wurzeln  respective  1,  2,  3 
sind.  Demgemäss  gilt  die  Gleichung  (17)  unter  der  Bedingung» 
dass  a  und  b  numerisch  unter  der  Einheit  gewählt  werden.  Wie 
sich  aus  §  67  ergiebt,  bekommt  in  diesem  Falle  das  unbestimmte 

a(a!) 

Integral  des  Bruches  ^  <  die  Gestalt 

/lO^»  — 43  a?«— 4a; +  55       , 
.r*— 3x»  +  3x«  +  17a?— 18 

:31og(a;4-2)+log(—Ä;4-l)+31og((a;— 2)^  +  5)— 4|^5arctgfy^j+const. 

Die  Coefficienten  X«,  Ij,  2„ . .  werden  durch  die  Gleichungen 

55  =  - 185;o 
-   4=      171,-181, 
-43=        3X«  +  171,  —  ISI, 

10=-    33;,+    31,  +  171,  -  1813 
0=  l,  _    32;^H-    3X, +  17X,  — IBI, 

bestimmt,  also  stellt  die  auf  der  rechten  Seite  von  (17)  befind» 
liehe  Reihe  den  Werth 

31og(6+2)+log(— 6  +  l)  +  31og((6-2)»+5)— 4j/5aretg(^) 

-3..,(a  +  2,-,og(-..,)-3,.g,(a-2)..5,+4^5...g(!^) 

dar. 

Als  Beispiel  für  die  Entwickelung  eines  nicht  auf  Loga- 
rithmen und  umgekehrte  trigonometrische  Functionen  zurück- 
fuhrbaren  Integrals  in  eine  unendliche  Summe  nehmen  wir  das 
Integral,  welches  die  Länge  des  Bogens  einer  Ellipse  ausdrückt; 
von  demselben  ist  die  Benennung  auf  die  in  §  69  definirte 
Kategorie  von  elliptischen  Integralen  tibergegangen.  In  §  62 
wurde  der  Bogen  einer  Ellipse,  deren  auf  die  rechtwinkligen 
Coordinateu  x^  und  x^  bezogene  Gleichung 


.r?       or* 


A^-^  =  ' 


lautet,  durch  das  Integral 


(18) 
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bestimmt.  Da  Ä  and  B  positive  Grössen  bezeichnen  und  A>B 
sein  solt^  so  liegt  der  positive  Werth 

(19)  ^  =  «' 

unter  der  Einheit;  die  Grösse  e  wird  die  E^centricität  der 
Ellipse  genannt.  Das  Integral  (18),  bei  dem  die  untere  Grenze 
durch  die  Null,  die  obere  Grenze  durch  x^  ersetzt  werden 
möge,  geht  bei  der  Einführung  einer  neuen  Variable 

mit  Anwendung  von  (19)  in  das  Integral 

(21)    •j^V^Ldi^^Ylü^miL. 

'   J     fT^*  J  ,/(i_|«)(i-c»|') 

über;  die  zweite  Gestalt  entspricht  der  obigen  Definition  eines 
elliptischen  Integrals.  Da  der  numerische  Werth  der  Variable  f 
wegen  der  Quadratwurzelgrösse  V'l  —  $"  niemals  die  Einheit 
übertreffen  darf  und  c  ebenfalls  einen  echten  Brach  bezeichnet, 
so  ist  auch  der  Werth  e'^'  stets  kleiner  als  die  Einheit  und 
die  Quadratwurzelgrösse  /I^c'^*  erlaubt  nach  I,  §  119  die 
folgende  convergente  Entwickelung 

(22)    i^z^^x-\et-^^^n-th''t-.-- 

Nach  der  in  (4)  enthaltenen  Vorschrift  ist  jedes  Glied  der 
rechten  Seite  mit  dem  Factor     , '-=^  zu  multipliciren  und  von 

0  bis  %  zu  integriren.    Setzt  man  also 
(23)  JAl)=    '^    ^''^^ 


^-«'=/^ 


0 

SO  ist  zunächst 


/da      


(24)  J,  (ö  =  /   -j^^  =  arc  sin  |, 

0 

und   das   Integral   (21)   wird  durch  die  folgende  convergente 
Summe  dargestellt 
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(25)   >^(arc8in$--i^,(^e»-2h^,(?)e--^e7.(Dc»-...). 

Die  Integrale  J^(^)y   welche  nur  die  Quadratwurzelgrösse 

yi— ^   enthalten,  können   durch  ein   recnrrirendes  Verfahren 

bestimmt  werden.    Aus  der  Darstellung 

5  ^€ 


/Ä-/^^'^^ 


(26) 

?  0 

folgt  durch  theilweise  Integration 


(27) 


/&-'''-^^'^<^'-'>/^''^' 


0  0 

mithin 


(28) 


^/l&=-'^^'^<^'-"/-&- 


0  0 

oder,  indem  durch  2q  dividirt  wird, 

(29)  J^  (|)=  -  '-^^--  +  -^  V«  (ö- 

Offenbar  nehmen  die  Glieder  der  Beihe  (25)  um  so  schneller 
ab,  je  kleiner  die  Excentricität  e  der  betreffenden  Ellipse  ist. 
Sobald  die  Excentricität  c  verschwindet,  geht  die  Ellipse  in 
einen  Kreis  von  dem  Radius  ^Ä  über,  und  die  Reihe  (25) 
reducirt  sich  auf  ihr  erstes  Qlied 

(30)  |/Zarcsin^, 

das  in  der  Formel  (27)  des  §  62  angegeben  ist. 
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unendlloli  ffroM,  muitetiir  odar  unbMtlmmt  w«rd«B. 

Die  Definition  eines  bestimmten  Integrals 
(1)  /  f(<^)dx, 

a 

von  der  wir  ausgegangen  sind,  und  bei  welcher  f{x)  für  das 
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Integrationsintervall  eindeutig,  endlich  und  stetig  angenommen 
ist,  hat  zur  Folge,  dass  ein  Integral,  welches  sich  von  dem 
Integral  (1)  dadurch  unterscheidet,  dass  die  eine  Integrations- 
grenze  um  beliebig  wenig  verschoben  ist,  einen  Werth  annimmt, 
der  ebenfalls  nur  um  beliebig  wenig  von  dem  Werthe  von  (I) 
abweicht.  Es  möge  die  Differenz  ß — a  positiv  sein,  und  d  eine 
kleine  positive  Grösse  bedeuten,  so  dass  die  Werthe  a  +  d  und 
ß—d  innerhalb  des  ursprünglichen  Intervalls  liegen;  alsdann 
liefert  der  Satz  (VI)  des  §  25  die  beiden  Gleichungen 

(2)  1  f{x)dx=J  f(^x)dx^j  f{x)dx, 

(3)  ff{x)dx  =  ff{x)dx-  ff{x)dx. 

Nun  ist  der  numerische  Werth  des  Integrals 

f{x)dx 


I 


a 


nach  dem  Satze  (I)  des  §  22  kleiner  als  das  Product  von  i  in 
eine  Gonstante,  unter  welcher  f(x)  enthalten  bleibt;  das  gleiche 
gilt  fUr  den  numerischen  Werth  des  Integrals 

f{x)dx, 

und  daher  wird  der  numerische  Werth  eines  jeden  der  beiden 
Integrale  für  eine  beliebig  kleine  Grösse  d  beliebig  klein, 
woraus  das  Behauptete  hervorgeht.  Man  darf  deshalb  auch 
sagen,  dass  der  Werth  des  Integrals  (1)  der  Grenzwerth  sei, 
welchem  sich  sowohl  das  Integral  (2)  wie  das  Integral  (3)  für 
eine  gegen  die  Null  abnehmende  Grösse  d  nähert. 

Diese  Definition  wird  dahin  führen,  den  BegriflF  des  be- 
stimmten Integrals  von  gewissen  Beschränkungen  zu  befreien, 
denen  er  bisher  unterworfen  war. 

Wenn  nämlich  die  Function  f{x)  flir  das  von  a  bis  ß 
gehende  Intervall  so  gegeben  ist,  dass  sie  überall  eindeutig, 
endlich  und  stetig  bleibt,  jedoch  bei  der  Annäherung  von  x  an 
eine  der  Grenzen  über  jedes  Mass  hinaus  wächst,  so  ist  es 
jedenfalls  erlaubt,  die  Integration  in  einem  Bereich  auszuführen, 
welcher    die    betreffende   Grenze    nicht    einschliesst.      Da    in 
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dieser  Hinsicht  zwischen  den  beiden  Grenzen  kein  Unterschied 
besteht,  so  genügt  es,  die  Voraussetzung  zu  erörtern,  dass  f(x) 
an  der  untern  Grens:e  a  unendlidi  gross  werde.  Alsdann  existirt 
für  das  Integral 

(4)  /nx)dx 

die  doppelte  Möglichkeit^  dass  sein  Werth  für  einen  gegen  die 
Null  abnehmenden  Werth  d  gegen  einen  festen  Grrcnjifwerth  con- 
vergirt,  oder  iein  solches  Verhalten  eeigt.  In  dem  erstem  Falle 
wird  der  betreffende  Grenzwerth  das  von  a  bis  ß  genommene 
Integral  der  Function  f{x)  genannt  und  durch  das  Zeichen 

(5)  fmdx 


u 


dargestellt  \  in  dem  zweiten  Falle  fehlt  die  Berechtigung^  das 
Intervall  der  Integration  bis  zu  dem  Werthe  x=a  auszudehnen. 
Ob  der  eine  oder  der  andere  Fall  eintrete,  hängt  von  dem 
Process  ab,  durch  welchen  die  Function  f(x)  für  x=a  unendlich 
gross  wird.  Eine  allgemeine  Entscheidung  lässt  sich  treffen, 
wofern  f{x)  gleich  dem  Product  einer  endlich  bleibenden 
Function  und  einer  negativen  Potenz  der  Basis  (x—a)  ist;  es 
sei  demnach 

(6)  fix)  =  ix  -  a)-' <p  {x). 

Um  für  einen  bestimmten  Exponenten  —  Ä  zu  untersuchen,  ob 
sich  das  Integral  (4)  bei  abnehmendem  d  einem  bestimmten 
Grenzwerth  nähere,  schaltet  man  zwischen  a-hd  und  ß  den  mit 
einer  positiven  über  d  liegenden  Grösse  e  gebildeten  Werth 
a  +  €  ein,  wodurch  die  Gleichung 

f^  -k  /'"■^'        -*  f^  -k 

(7)      /  (x  —  a)    (p(x)dx=  /  (x  —  a)    (p{x)dx+  /  (X'-a)    q>{x)dx 

a+ef  a-^ft  a+t 

entsteht;  dann  handelt  es  sich  um  das  erste  der  auf  der  rechten 
Seite  angegebenen  Integrale.  Liegt  der  Exponent  —  k  zwischen 
Null  und  der  negativen  Einheit,  ohne  der  letztem  gleich  zu 
werden,  so  lässt  sich  die  Grösse  €  so  wählen,  dass,  wie  nahe  d 
an  die  Null  gerückt  werde,  das  bezeichnete  erste  Integral  unter 
einer  beliebig  kleinen   Grösse   bleibt,   mithin   das  Integral  (7) 
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gegen  einen  festen  Grenz  vrerth  convergirt.  In  dem  betreffenden 
Integral 

(8)  J^{x-a)^q>{x)dx 

a-\-d 

hat  der  Factor  {x—a)  die  Eigenschaft,  stets  das  positive 
Vorzeichen  beizubehalten,  während  der  Factor  y  {x)  für  jedes  d 
zwischen  den  festen  Werthen  —  ^  und  +^  bleibt  Zugleich 
liefert  das  ttber  den  ersten  Factor  genommene  Integral  den 
Ausdruck 

Man  erhält  daher  durch  den  Satz  (VIII)  des  §  25  zwei  Grenzen, 
welche  den  Werth  des  Integrals  (8)  einschliessen,  indem  man 
den  Werth  von  (9)  beziehungsweise  mit  den  Grössen  — ^  und  +^ 
multiplicirt.  Weil  vermöge  der  gemachten  Annahme  —  Ä;  + 1 
eine  positive  Grösse  und  B>d  ist,  so  folgt,  dass 

und  dass  der  Werth  von  (9)  kleiner  als  die  Grösse  — r—  -    ist. 

—  ä:+  1 

Der  Werth   von  (8)  liegt  daher  gewiss  zwischen   dem  Product 

der  letztern  Grösse  mit  —  ^  und  ihrem  Product  mit  4-5ß,  oder 

er  ist  numerisch  kleiner  als  das  Product 

Hier  bezeichnet  $  eine  von  d  unabhängige  Constante,  der  Factor 

— r-TT  ist  ebenfalls  vöu  d  unabhängig  und  kann  durch  eine 

passende  Wahl  der  Grösse  £  so  klein  gemacht  werden,  dass 
das  Product  (11)  unter  jede  gegebene  Grösse  herabsinkt  Damit 
ist  aber  die  in  Betreff  des  Integrals  (8)  aufgestellte  Behauptung 
gerechtfertigt.    Man  darf  also  bei  dem  Integral 

(12)  /  (a;-a)    (p{x)dx, 

in  welchem  die  Ilmction  q>{x)  endlich  bleibt,   die  Integration  bis 
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sfu  dem  Werthe  x^=^(x  ausdehnen^  so  lange  der  Exponent  —Je 
(dgebraisch  grösser  als  die  negative  Einheit  ist. 

Dieser  Satz  gilt  nicht  für  Exponenten  — Ä;,  die  gleich  der 
negativen  Einheit  oder  algebraisch  kleiner  als  dieselbe  sind; 
denn  schon  für  die  einfachste  Annahme,  dass  (f{x)  gleich  Eins 
sei,  tritt  eine  characteristische  Aendernng  ein.  Das  in  diesem 
Falle  zu  prüfende  Integral  (9)  bekommt  für  —  *=—  1  den  Werth 

(j;~ar'da;=[log(a;— a)]"^^=logfi— logd, 

welcher  bei  abnehmendem  d  über  jedes  Mass  hinaus  wächst. 
Ebenso  überschreitet  der  Ausdruck 

(")         ^-^' 

der  das  Integral  (9)  auch  für  einen  algebraisch  unter  der 
negativen  Einheit  befindlichen  Exponenten  — Ä  darstellt,  wegen 
des  alsdann  negativen  Werthes  —  Ä;  +  1  bei  abnehmendem  ä 
jede  gegebene  Grösse.    Dass  ein  Integcal  von  der  Gestalt 

(12*)  f{ß-xy'ip{x)dx, 

a 

dessen  Function  für  x=^(i  unendlich  wird,  unter  den  ent- 
sprechenden Bedingungen  entsprechende  Eigenschaften  wie  das 
Integral  (12)  hat,  lehrt  eine  Wiederholung  der  angestellten 
Betrachtungen. 

Die  Frage  nach  dem  Verhalten  des  Integrals  (4)  erhält 
eine  anschauliche  geometrische  Bedeutung,  sobald  dasselbe,  wie 
in  §  21,   als  der  Ausdruck  des  Inhalts  eines  ebenen  Flächen- 
Stücks  aufgefasst  wird,  welches  durch  die  der  Gleichung 
(15)  y=f{x) 

genügende  Curve,  die  Abscissenaxe  und  die  beiden  Ordinaten, 
die  zu  den  Abscissenwerthen  a;=o4-(J  und  x^==ß  gehören, 
begrenzt  wird.  Wegen  der  Voraussetzung,  dass  die  Function 
f{x)  fttr  X  =  a  unendlich  gross  werde,  hat  die  betreffende  Curve 
nach  der  in  §  7  mitgetheilten  Erklärung  in  dem  Punkte 
x=a  eine  zu  der  Abscissenaxe  senkrechte  Asymptote;  bei  dem 
Abnehmen  der  Grösse  ö  rückt  die  mit  der  Asymptote  parallele 
erste  Ordinate,  welche  den  auszumessenden  Flächenraum  be- 
grenzt,  der  Asymptote  immer  näher,   und  die  oben  hervorge- 

Lipscliitx,  Aiialysifl  U.  28 
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hobene  doppelte  Möglichkeit  äussert  sich  in  der  Weise,  dass 
der  Inhalt  des  bezüglichen  Flächenraumes  entweder  einen  festen 
Werth  zur  Orenze  hat  oder  nicht.  Der  Werth  der  negativen 
Einheit,  welcher  für  die  Function  (6)  die  Scheide  zwischen  den 
beiden  Fällen  bildet,  ergiebt,  wenn  q^{x)  wieder  gleich  Eins 
genommen  wird,  die  Gleichung 

(16)  y=-^» 

welche  in  §  7  discutirt  wurde  und  sich  auf  die  Hyperbel  be- 
zieht. Hier  wächst  der  Inhalt  des  in  Rede  stehenden  Flächen- 
raumes über  jedes  Mass. 

Nachdem  erkannt  worden  ist,  dass  die  Integration  einer 
Function  unter  der  entwickelten  Bedingung  bis  zu  einem  Werth 
der  Variable  erstreckt  werden  darf,  für  welchen  die  Function 
unendlich  wird,  hat  man  bei  jeder  zu  untersuchenden  Gattung 
von  Integralen  die  Frage  zu  beantworten,  ob  die  einzelnen 
Werthe  der  Variable,  für  welche  die  Function  unendlich  wird, 
eine  bis  zu  ihnen  ausgedehnte  Integration  gestatten  oder  nicht 
Bei  einer  rationalen  Function  der  Integrationsvariable  zeigt 
die  Zerlegung  in  Partialbrüche,  deren  Zähler  Constanten  und 
deren  Nenner  Ausdrücke  des  ersten  Grades  in  Bezug  auf  die 
Integrationsvariable  oder  ganze  Potenzen  von  solchen  Aus- 
drücken sind,  dass  die  Function  dann  und  nur  dann  unendlich 
wird,  wenn  einzelne  dieser  Partialbrüche  durch  das  Verschwin- 
den des  Nenners  unendlich  werden.  Da  nun  jeder  Ausdruck 
der  bezeichneten  Art  x — a,  wo  a  eine  reelle  Grösse  bedeutet, 
nur  in  einer  ganzen  negativen  Potenz  auftritt,  so  darf  nach 
dem  Obigen  die  Integration  nicht  bis  zu  dem  betreffenden 
Werthe  a  erstreckt  werden,  und  es  sind  deshalb  alle  Werthe 
der  Variable  zu  vermeiden,  Air  welche  die  zu  integrirende 
rationale  Function  ins  Unendliche  zunimmt.  Dagegen  ergiebt 
sich  die  folgende  Unterscheidung  für  das  in  §  69  mit  (6)  be- 
zeichnete Integral 

hier  bedeutet  F{x)  eine  rationale  Function,  B{x)  eine  ganze 
Function  von  x,  deren  Factoren  ersten  Grades  sämmtlich  von  ein- 
ander verschieden  sind.   Wenn  E{x)  einen  reellen  Factor  ersten 


/■ 
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Grades  (x  —  a)  enthält,  und  F(x)  für  a:=cr  endlich  bleibt,  so 
darf  nach  dem  obigen  Satze  die  Integration  bis  x=^a  ausge- 
dehnt werden;  denn  man  kann  die  zu  integrirende  Function  in 

die  Gestalt ^  q^(x)  oder p  q){x)  bringen,  wo  (p(x) 

{x — a)  (a — x) 

für  X'=a  endlich  bleibt,  und  der  negative  Exponent  des 
Ausdrucks  ersten  Grades  zwischen  Null  und  der  negativen 
Einheit  liegt.  Dagegen  lässt  sich  die  Integration  aus  den  vor- 
her angeflihrten  Gründen  nicht  bis  zu  solchen  Werthen  er- 
strecken, für  welche  die  rationale  Function  F{x)  unendlich 
wird.  Zu  den  in  Rede  stehenden  Integralen  gehört  auch  das 
Integral 

(17)  f-ß=-^ 

welches  von  Null  bis  x  genommen  die  in  der  früheren 
Weise  definirte  Function  arc  sin  x  ausdrückt.  Die  unter  dem 
Wurzelzeichen  befindliche  Function  1— .r"  =  (l — x)[\  +  x)  ver- 
schwindet fUr  die  extremen  Werthe  der' Variable  4-1  und  —  I; 
es  ist  erlaubt,  die  Integration  bis  zu  jedem  derselben  auszu- 
dehnen. Weil  nun  die  Function  arc  sin  j:  bei  einer  Annäherung 
des  Arguments   gegen    die  positive  Einheit  stetig   bleibt   und 

gegen  den  Werth       convergirt,   bei  einer   Annäherung  gegen 

die  negative  Einheit  ebenfalls  stetig  bleibt  und  sich  dem  Werthe 

~-  nähert,  so  gelten  die  Gleichungen 


(18) 


/dx       n        j         dx      n 


0  0 

ans  deren  Verbindung  die  Gleichung 

1 


(18*) 


/dx     _ 


n 


hervorgeht. 

Bisher  ist  nur  von  solchen  Unterbrechungen  der  Stetigkeit 
gesprochen  worden,  bei  denen  die  betreffende  Function  ins 
Unendliche  wächst.  Allein  es  kann  eine  Function  ftlr  ein  ge- 
wisses Intervall  der  Variable  x  auch  die  Beschaffenheit  haben. 


486  Unstetigkeit  der  Function  unter  dem  Integralzeichen.        §  78. 

dass  sie  an  einzelnen  Stellen  die  Stetigkeit  verliert,  ohne  un- 
endlich zu  werden.  Dies  geschieht  in  dem  von  a  bis  [i  ausge- 
dehnten Intervall  etwa  für  einen  Werth  x=c,  sobald  die  Function 
von  a  bis  c  stetig,  von  c  bis  ß  ebenfalls  stetig,  jedoch  so  ge- 
geben ist,  dass  sie  bei  der  Annäherung  von  x  an  den  Werth  c 
in  dem  einen  und  dem  andern  Theilintervall  gegen  zwei  von 
einander  verschiedene  Werthe  convergirt  In  der  erwähnten 
geometrischen  Interpretation  stellt  dann  die  Gleichung  y=f{x) 
fUr  das  von  a  bis  c  reichende  Intervall  ein  erstes,  ftlr  das  von 
c  bis  ß  reichende  Intervall  ein  zweites  Curvenstück  dar,  welche 
Stücke  in  den  zu  dem  Abscissenwerth  ä;=c  gehörenden  Punkten 
nicht  zusammentreffen.  Die  Function  f{x)  kann  in  den  beiden 
Intervallen  durch  verschiedene  analytische  Ausdrücke  definirt 
sein,  zum  Beispiel  von  :r=a  bis  x=^c  durch  den  Ausdruck 
ersten  Grades  ia;  +  r,  von  a;=c  bis  x=^ß  durch  den  mit  andern 
Gonstanten  gebildeten  Ausdruck  ersten  Grades  Vx  +  r'y  wobei 
die  zu  a;=c  gehörenden  Werthe  Zc  +  r  und  Vc  +  r*  von  ein- 
ander differiren;  bei  dieser  Annahme  repräsentirt  die  Gleichung 
y=:f(x)  zwei  nicht  zusammenstossende  begrenzte  gerade  Linien. 
Insofern  die  Function  f(x)  von  a  bis  c  und  von  c  bis  ß 
stetig  verläuft,  lässt  sich  unsere  ursprüngliche  Definition  auf 
das  von  a  bis  c  und  das  von  c  bis  ß  auszudehnende  Integral 
der  Function  f(x)  anwenden.  Bei  einer  von  a  bis  ß  stetig 
gegebenen  Function  ist  das  für  dieses  Intervall  genommene 
Integral  gleich  der  Summe  der  über  die  beiden  Theilintervalle 
ausgedehnten  Integrale.  Demgemäss  wird  bei  der  in  c  unstetigen 
Function  das  von  a  bis  ß  auszuführende  Integral  als  die  Summe 
der  erwähnten  Integrale 

(19)  /f(x)dx=J^}{x)dx+/f{x)dx 

aar 

definirt;  auf  entsprechende  Art  verfährt  man  bei  einer  mit 
mehreren  Unterbrechungen  der  Stetigkeit  behafteten  Function. 
Man  sieht,  wie  sich  die  Flächenräume,  welche  bei  der  obigen 
Interpretation  durch  die  Integrale  der  rechten  Seite  von  (19) 
ausgedrückt  werden,  längs  Theilen  der  geraden  Linie  anein- 
ander schliessen,  welche  zugleich  die  letzte  Ordinate  des  ersten 
und  die  erste  Ordinate  des  letzten  Flächenstücks  ausmacht. 
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Zu  Betrachtungen  ähnlicher  Art,  wie  sie  bei  dem  Unend- 
Hchwerden  der  Function  unter  dem  Integralzeichen  angestellt 
sind,  führt  die  Integration  von  Quotienten,  deren  Zähler  und 
Nenner  ftlr  einen  gewissen  Werth  der  Integrationsvariable 
gegen  die  Null  abnehmen,  und  die  in  §  38  untersucht  sind. 
Sei  x^=cL  ein  Werth,  ftlr  welchen  bei  dem  zu  integrirenden 
Quotienten  f{x)  diese  Erscheinung  eintritt,  so  ist  wieder  fest- 
zustellen, ob  sich  das  zugehörige  in  (4)  angegebene  Integral  für 
eine  gegen  die  Null  abnehmende  Grösse  d  einem  festen  Grenz- 
werthe  nähert;  sobald  dies  geschieht,  bezeichnet  man  den 
Grenzwerth  durch  das  Inte^al  (5).  Wenn  der  in  Rede  stehende 
Quotient  f{x)  bei  der  Annäherung  von  x  gegen  o  selbst  gegen 
einen  festen  Grenzwerth  convergirt,  so  ist  leicht  zu  schliessen, 
dass  für  das  betreffende  Integral  dasselbe  gilt;  wenn  dagegen 
f{x)  bei  der  Annäherung  von  x  gegen  o  über  jedes  Mass  wächst, 
dann  muss  die  Art  des  Wachsthums  wie  oben  betrachtet  wer- 
den, um  über  das  Verhalten  des  Integrals  zu  entscheiden.  Als 
Beispiel  untersuchen  wir  das  Integral 

(20)  f^^dx, 

0 

in  welchem  q  eine  beliebige  positive  Constante  und  ß  eine  eben- 
solche  bedeutet,  die  nicht  grösser  als  -  ist,  ferner  das  allgemei- 
nere  Integral 

(21) 

wo  ß  und  q  die  angegebene  Bedeutung  haben  und  k  ebenfalls 
eine  positive  Constante  ist.  Die  im  Nenner  befindliche  Function 
sina;  verschwindet  für  a;=0  und  für  jeden  Werth  von  Xj  der 
gleich  einem  ganzen  Vielfachen  der  Zahl  ;r  ist,  mithin  ver- 
schwindet sie  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  nur  für  a;=0, 
und  bleibt  sonst  überall  positiv.  Ebenso  verschwindet  die  im 
Zähler  stehende  Function  singa:  für  a;=0.  Eine  Einsicht  in 
den  Verlauf  der  gebildeten  Quotienten  gewährt  der  in  §  13  ent- 

sin  X 

haltene  Satz,  dass  der  Quotient  für  einen  gegen  die  Null 

X 
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abnehmenden  Werth  von  x  sich  der  positiven  Einheit  als  Grenz- 
werth  nähert  Giebt  man  den  in  (20)  und  (21)  vorkommenden 
Functionen  die  Gestalt 

(23)  «i°-?^  =  f?lMf )  (_^y  g^-*^^, 

SO  leuchtet  ein,  dass  die  linke  Seite  von  (22)  bei  abnehmendem 
X  gegen  die  positive  Gonstante  q  convergirt,  folglich  das  Inte- 
gral (20)  eine  der  aufgestellten  Definition  entsprechende  be- 
stimmte Bedeutung  hat.    Die  linke  Seite  von  (23)  erscheint  aber 


k 


Sin  o  v  I    x     \ 

als  ein  Product  der  Factoren  — ^  und  ( -: —   ,  deren  jeder  von 

qx  \8in  xj  *' 

irgend  einem  kleinen  positiven  Werth  x=d  bis  x=^ß  endlich 

bleibt,  und  des  Factors  qx"  ,  welcher  für  0  <:  ä;  <:  1  gegen 
die  Null,  für  Ä  =  1,  wie  schon  bemerkt,  gegen  die  positive  Ein- 
heit convergirt,  und  flir  1  <  ä;  <  2  in  einer  solchen  Weise  un- 
endlich wird,  dass  nach  dem  obigen  Satze  die  bis  zu  dem 
Werthe  o;  =  0  ausgedehnte  Integration  erlaubt  ist.  Mithin  darf 
das  Integral  (2 1 )  unter  der  Voraussetzung  gebildet  werden,  dass 
die  positive  Grösse  k  einen  kleinem  Werth  als  die  Zahl  Zwei 
erhält. 

Man  wendet  die  Definition  eines  bestimmten  Integrals 

(24)  y  ^  ^^)  d  X  =  lim  .1  f{x)Ax, 

a  o+cf 

WO  der  Grenzwerth  der  rechten  Seite  für  eine  gegen  die  .Null 
convergirende  Grösse  d  zu  nehmen  ist,  auch  auf  solche  Functionen 
an,  die  bei  der  Annäherung  der  Variable  x  gegen  den  besondern 
Werth  a  zwischen  zwei  bestimmten  Grössen  eingeschlossen 
bleiben,  sich  jedoch  keinem  festen  Grenzwerthe  nähern.  Wenn 
wieder  mit  e  eine  positive  über  d  liegende  Grösse  bezeichnet 
wird,  so  hat  man 

(25)  yy  (x)  d  X  =J^f(x)  dx+Jf{x)dx; 

a+ct  a+cf  «+• 

sobald  nun  der  numerische  Werth  von  f{x)  in  dem  ersten  Inte- 
gral der  rechten  Seite  fttr  ein  noch  so  kleines  d  unter  einer  be- 
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stimmten  Grösse  %  bleibt,  so  ist  der  numerische  Werth  des  Inte- 
grals nach  dem  oft  benutzten  Satze  unter  der  Grösse  5(fi— (J) 
enthalten,  die  für  ein  hinreichend  kleines  6  beliebig  klein  wird. 
Es  bedarf  also  in  dem  vorliegenden  Falle  keiner  einschränken- 
den Voraussetzung,  um  zu  schliessen,  dass  die  linke  Seite  von 

(25)  für  ein  abnehmendes  d  sich  einem  Grenzwerthe  nähert,  und 
um  demgemäss  das  Integral  (24)  zu  definiren.  Ein  Beispiel  der 
erwähnten  Eigenthümlichkeit  bietet  die  Function 

(26)  sin  - 

für  einen  gegen  die  Null  abnehmenden  Werth  der  Variable  x. 
In  Bezug  auf  jeden  Werth  von  x  ist  die  Function  eindeutig, 
stetig  und  zwischen  der  positiven  und  negativen  Einheit  einge- 
schlossen; sie  verschwindet  ftlr  die  positiven  Werthe 

1  1  1 


TT  2n  37r 

und  für  die  gleichen  negativen,  wechselt  bei  dem  Durchgange 
durch  diese  Werthe  stets  das  Vorzeichen,  und  erreicht  auch 
immer  wieder  die  extremen  Werthe  der  positiven  und  negativen 
Einheit. 

§  74.    Aiuid<hnnng  der  Deflnitioii  •inei  Zntoi^als  amf 
unendlioh  grosie  Inte^^ationsliitervalle. 

Sobald  das  Intervall,  für  welches  eine  zu  integrirende 
Function  f{x)  gegeben  ist,  nach  der  Seite  der  positiven  oder 
negativen  Werthe  von  x  beliebig  weit  reicht,  dass  heisst,  sobald 
die  Function  f{x)  fllr  unbegrenzt  wachsende  positive  oder  nega- 
tive Werthe  ihres  Arguments  definirt  ist,  entsteht  die  Frage,  ob 
sich  das  von  a  bis  ß  genommene  Integral 

(1)  /f(x)da!, 

a 

wo  wieder  ii>a  sein  möge,  einem  festen  Grenzwerth  nähere, 
falls  die  obere  Grenze  ß  algebraisch  wachsend  jede  positive 
Grösse  übertrifft,  oder  die  untere  Grenze  a  algebraisch  abneh- 
mend unter  jede  negative  Grösse  herabsinkt.  Unter  der  Vor- 
axissetzung,  dass  ein  solcher  Greruswerth  vorhanden  isty  nennt  man 
demelben    beziehungsweise   das   von  a  bis  -h  »,   oder  das  von 
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—  00  bis  ß  genommene  Integral  der  Function  f{x\  und  gebraucht 
die  Bezeichnungen 

(2)  f}{x) da;  =  lim -Jf{x) dx,  (i  =  oo, 


a 


(3)  /  f{x)  d X  =lini .  /  f{x)  dx,  a  =  —  oo . 


'00 


Bei  der  im  vorigen  §  angewendeten  geometrischen  Inter- 
pretation geht  die  entsprechende  Aufgabe  dahin,  zu  ermitteln, 
ob  der  Inhalt  des  gemessenen  Flächenraumes,  zu  welchem  dnrch 
unbegrenztes  Fortrücken  der  einen  Ordinate  immer  neue  Theile 
hinzukommen,  sich  einem  festen  Grenzwerth  nähere  oder  nicht. 
Es  werden  jetzt  Regeln  angeführt  werden,  nach  denen  sich  ge- 
wisse Gruppen  von  Fällen  beurtheilen  lassen. 

(I)  Wenn  die  eu  integrirende  Function  gleich  dem  Ftoduct 
einer  Function  (f  (x),  die  bei  unendlich  wachsendem  x  endlich  bleibt^ 
und  einer  negativen  Potenz  x"  ist,  so  darf  die  Integration  nach 
der  Variable  x  ins  Unendliche  ausgedehnt  werden,  wofern  der 
Exponent  — Ic  algebraisch  unter  der  negativen  Einheit  liegt. 

Der  Beweis  des  vorstehenden  Satzes  wird  durch  ein  ähn- 
liches Verfahren  wie  das  im  vorigen  §  angewendete  geführt; 
man  zeigt  die  Möglichkeit,  die  obere  Grenze  ß  des  Integrals 

(4)  nr^  (fix)  d  X 

a 

SO  gross  zu  wählen,  dass  der  Werth  des  Integrals 

(5)  I X     (p{x)dx  =  I X     (p{x)dx-¥  I  X     rf{x)dx 

u  a  ß 

für  einen  beliebig  grossen  Werth  von  h  von  dem  Werthe  des 
Integrals  (4)  beliebig  wenig  abweicht.  Bei  dem  von  ß  bis  ß-^-h 
ausgedehnten  Integral,  welches  die  DiflFerenz  von  (4)  und  (5) 
ausdrückt,  behält  der  Factor  a:~*  stets  das  positive  Vorzeichen, 
und  nach  der  bestehenden  Voraussetzung  darf  die  Function  q>{x) 
niemals  eine  gewisse  Constante  ?ß  numerisch  übertreflFen.  Das 
über  den  Factor  x"^  genommene  Integral  hat  den  Werth 


(e,       /,-..,=[_^-J=if^^-l 


Ä:+l 
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derselbe  muss,  weil — t  +  l  vermöge  der  Voraussetzung  eine  ne- 

gative  Grösse  ist,  kleiner  als  der  Ausdruck  -^^  sein.     In 

Folge  des  Satzes  (VIII)  in  §  25  ist  wieder  der  numerische 
Werth  des  Integrals 

(7)  fx'^(f{x)Ax 

ff 

kleiner  als  das  Product  der  Grösse  ^  in  den  Werth  von  (6), 
mithin  auch  kleiner  als  das  Product 

Dieses  wird  wegen  des  negativen  Exponenten  —  Jk  +  1  für 
einen  hinreichend  grossen  Werth  von  ß  beliebig  klein,  woraus 
das  behauptete  folgt.  Für  ein  Fortrücken  der  unteren  Grenze 
ins  negativ  Unendliche  kann  eine  ähnliche  Betrachtung  ange- 
stellt werden;  doch  bedarf  der  Satz  wegen  desUmstandes  einer 
Modification,  dass  die  Potenz  x  bei  beliebigem  Exponenten 
nur  für  positive  Werthe  des  Arguments  definirt  ist 

In  dem  gegenwärtigen  Satze  bleibt  für  den  Exponenten 
—  Ä  ein  zwischen  0  und  —1  liegender  Werth  und  auch  der 
Werth  — 1  selbst  ausgeschlossen,  da  bei  der  Voraussetzung 
f^(a;)=l  das  Integral  (6)  massgebend  ist,  welches  für  0>— *> — 1 
durch  die  obige  Gleichung  dargestellt  wird,  für  k  =  —  1  den 
Ausdruck 

(6a)  /x''  dx  =  [loga;r^*=  log  (/i?  +  Ä)  -  log/S^ 

erhält,  und  in  beiden  Fällen  mit  wachsendem  h  über  jedes  Mass 
hinaus  wächst.  Die  betreffende  Eigenschaft  von  (6»)  ist  in  §  31 
ausführlich  erörtert. 

Weil  das  unbestimmte  Integral  jeder  ganzen  Function  der 
Integrationsvariable  selbst  eine  ganze  Function  ist,  und  daher 
mit  wachsender  Grenze  ins  Unendliche  wächst,  so  muss  eine 
rationale  Function  der  Integrationsvariable,  damit  die  Integration 
auf  ein  unendliches  Intervall  erstreckt  werden  darf,  jedenfalls 
gleich  einem  echten  Bruche  sein.  Für  einen  solchen  war  in 
§  67  die  Bezeichnung 
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gebraucht,  und  zwar 

(10)  r{x)  =  r^  a;""'^+  r^  0:""^+  . . .  +  r^_^ 

gesetzt  worden.  Das  Integral  der  Function  (9)  darf  nach  dem 
Satze  (I)  ins  Unendliche  ausgedehnt  werden,  sobald  r^=0, 
oder  die  Zähleriunction  von  einem  um  zwei  Einheiten  niedri- 
geren Grade  als  die  Nennerfunction  ist.  Denn  unter  dieser 
Voraussetzung  erlaubt  die  Function  (9)  die  Darstellung 

(11)  ffl  =  ^  _r : 

wo  der  mit  der  Potenz  x~^  multiplicirte  Quotient  fttr  ein  wach- 
sendes  x  gegen  den  festen  Grenzwerth  — ^  convergirt,  folglich 


— n 


«. 


die  Bedingungen  der  in  dem  Satze  vorgeschriebenen  Gestalt 
X  g>(x)  mit  dem  unter  der  negativen  Einheit  liegenden  Expo- 
ponenten  — 2  erfüllt  sind.  Es  versteht  sich,  dass,  wenn  die 
Function  f{x)  für  reelle  Werthe  von  x  verschwindet,  das  unend- 
lich auszudehnende  Integrationsintervall  ausserhalb  der  äussersten 
von  diesen  Werthen  liegen  muss.  Ein  besonders  einfaches  In- 
tegral, bei  dem  der  Nenner  einen  um  zwei  Einheiten  niedrigeren 
Grad  als  der  Zähler  hat  und   fttr  keinen  reellen  Werth  von  x 

gleich  Null  wird,  ist  das  folgende,  welches  der  zwischen  — ^ 
und  -  -  eingeschlossenen  Function  Arcus  tangentis  gleich  ist, 


(12)  /^;^^  =  aretga;. 

0 

Für  ein  ttber  jede  positive  Grösse  wachsendes  x  convergirt  die 
vorliegende  umgekehrte  trigonometrische  Function   gegen  den 

Werth  -^  7  Ittr  ein  unter  jede  negative  Grösse  herabgehendes  x 

gegen  den  Werth  —  —  ;   auf  diese  Weise  entstehen  die  Glei- 
chungeu 
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,00  -» — oc 


(13) 


yda    71         I    dx TT 


0  0 

welche  man  zu  der  Gleichung 


(13*) 


fdx    _ 


n 


—  OD 


vereinigen  kann. 

Bit  Hülfe  de8  Satzes  (I)  lägst  sich  aach  beartheilen,  wann 
die  Integration  bei  dem  in  §  69  mit  (6)  bezeichneten  Integral 

ins  Unendliche  erstreckt  werden  darf.  Hier  möge  die  ganze 
Function  It{x)  wieder  vom  2jD  +  lten  oder  2|)  +  2ten  Grade, 
femer  F{x)  gleich  einem  rationalen  Bruche  sein,  bei  dem  der 
Grad  des  Zählers  in  Bezug  auf  x  nm  g  Einheiten  höher  als  der 
des  Nenners  ist.  Demnach  ist  F{x)  gleich  dem  Product  der 
Potenz  a?  in   eine  Function,   die   sich    für  wachsendes  x  einer 

Gonstante  nähert,  der  Factor  — ._  respective    gleich    dem 

iB{x) 

Product  der  Potenz  x  oder  x  '^     in  eine  Function,  die  fttr 

wachsendes  x  ebenfalls  gegen   eine  Gonstante   convergirt,   mit- 

Fix^ 
hin      ,  1—     beziehungsweise    j^leich   dem  Product  der  Potenz 

\fll{x) 

X  oder  a:*  ''  Mn  eine  mit  zunehmendem  x  endlich  bleibende 

Function.  Der  Satz  (I)  erlaubt,  die  Integration  in  Unendliche 
auszudehnen,  sobald  respective 

2i?+l 


2       ^—1,  oder  ^— p  — 1<—  1 

ist,  das  heisst,  sobald  die  ganze  Zahl  g  einen  unter  der  ganzen 
Zahl  p  liegenden  Werth  hat.  Dieser  Bedingung  genttgt  insbe- 
sondere die  Annahme  einer  ganzen  Function  F(x),  welche  nach 
den  in  §  69  aufgestellten  Definitionen  für  j?  =  1  oder  bei  den 
elliptischen  Integralen  gleich  einer  Gonstante,  für  grössere  Werthe 
von  p  oder  bei  den  hyperelliptischen  Integralen  der  (/)  —  !) ten 
Ordnung  vom  {p  —  l)ien  Grade  sein  muss. 
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Wenn  die  mehrfach  erwähnte  geometrische  Interpretation 
für  die  im  Satze  (1)  characterieirte  Function  vorgenommen,  und 
die  Gleichung 

(15)  y  =  x'^(p  {x) 

gebildet  wird,  so  folgt  aus  der  zu  einem  beständigen  Wachsen 
von  X  gehörenden  Abnahme  von  y^  dass  sich  die  Curve  der 
Abscissenaxe  als  Asymptote  nähert.  Ein  grösserer  Werth 
von  Ic  bedingt  eine  schnellere  Abnahme  des  Werthes  x  und 
daher  eine  stärkere  Annäherung  der  Curve  an  die  Abscis- 
senaxe.   So  lange  loX  int,  reicht  die  Annäherung  aus,  damit 

der  durch  das  Integral  fydx  dargestellte  Flächenraum  bei  un- 
begrenztem Fortrücken  der  einen  Ordinate  endlich  bleibt;  für 
den  Fall  der  Hyperbel,  in  welchem  ä;  =  1,  y(a:)==l  ist,  hört 
auch  diese  Eigenschaft  auf. 

Mit  dem  Abnehmen  einer  negativen  Potenz  a;~*  ftir  posi- 
tive wachsende  Werthe  von  x,  kann  das  für  dieselben  Werthe 
erfolgende  Abnehmen  einer  Exponentialfunction  e*^',  bei  der  a 
eine  positive  Constante  bedeutet,  verglichen  werden.  Dass  der 
Werth  der  Exponentialfunction  kleiner  wird  als  jede  gegebene 
Grösse,  ist  in  I,  §  101  gezeigt  worden;  es  lässt  sich  aber  auch 
beweisen,  dass  der  Quotient  der  Function  c""^'  durch  die  nega- 
tive Potenz  a;"~*  oder  das  Product 

(16)  6-^  x' 

bei  posUivetn  wachsendem  x  gegen  die  Null  convergirt.  Dieses  Re- 
sultat vermittelt  die  Beurtheilung  einer  zweiten  Gattung  von 
Integralen  in  Betreff  der  unendlichen  Ausdehnung  ihres  Intervalls. 
Um  die  über  die  Function  (16)  gemachte  Behauptung 
zuerst  für  den  Werth  ä;=1  zu  rechtfertigen,  setzen  wir  statt 
der  Variable  x  nach  einander  die  Glieder  einer  arithmetischen 
Reihe,  deren  Anfangsglied  positiv  und  kleiner  als  die  Einheit, 
deren  Differenz  gleich  der  Einheit  genommen  werde, 

(17)  1,1+1,^  +  2,... 

Dem  entsprechend  bilden  die  Werthe  der  Function  c^"'  eine 
geometrische  Reihe  mit  dem  Quotienten  e"";  die  zu  untersuchende 
Function  erhält  die  Werthe 

(18)  e-"^  l  e-''^'^'\l^  +  1),   e'''^'^''\^  +  2), . . .  e^^^^'^l+O,  •  - 
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Indem  man  jeden  Werth  durch  den  vorhergehenden  dividirt, 
entstehen  respective  die  Ausdrücke 

m      .-ft.'),.-(i±f),...-(^)... 

Hier  ist  der  Factor  e  "  gleich  einem  positiven  echten,  der  andere 

i  +  t  1 

Factor  ^rr^— ,  =1  +  Y^i—T  S^^^^^  einem  positiven  unechten 

Bruche,  welcher  mit  zunehmendem  Zeiger  t  fortwährend  ab- 
nimmt und  der  Einheit  beliebig  nahe  kommt.  Deshalb  kann 
man  dem  Zeiger  einen  so  grossen  Werth  t  beilegen,  dass  das 
Product 

(20)  ^"'(|l&)  =  '^ 

für  ^  =  0,  WO  es  <<>„  heissen  möge,  und  daher  auch  flir  jeden 
positiven  Werth  von  ^  kleiner  als  die  Einheit  ist.  Die  Aus- 
drücke in  (19),  welche  den  sämmtlichen  folgenden  Zeigern 
t  -i- 1,  t  +  2, . .  entsprechen,  sind  kleiner  als  (20)  und  daher  eben- 
falls unter  der  Einheit  gelegen.  Nun  lässt  sich  ein  beliebiger 
Functionswerth  aus  (18),  bei  dem  die  Zahl  t  grösser  als  t  ist, 
so  umformen 

Hier  ist  der  Functionswerth  e~"^*^*""'\^  +  t— 1)  für  jeden  zwi- 
schen 0  und  1  liegenden  Werth  ^  kleiner  als  die  durch  Ver- 
grösserung  der  beiden  Bestandtheile  erhaltene  Grösse 

(22)  g-«(t-i)  j^ 

der  nächste  Factor  vermöge  (20)  gleich  w,  jeder  der  auf  diesen 
folgenden  kleiner  als  cj.  Mithin  ist  das  Product  aller  ^  — t-f-1 
Factoren  kleiner  als  die  ebenso  hohe  Potenz  von  co,  und,  weil  cci 
für  jeden  vorkommenden  Werth  von  $  kleiner  als  die  nach  der 
Voraussetzung  unter  der  Einheit  befindliche  Grösse 

(23)  '  e--_L_  =  ,^^ 

ist,  auch  kleiner  als  die  gleiche  Potenz  von  w„.  So  entsteht 
die  Uiigleichheit 

(24)  e-"^'^'^  {^+t)<  e-"^'-'h  oj',^'^' ; 

auf  der  rechten  Seite  überschreitet  der  zu  dem  echten  Bruche 
0/"  gehörende   Potenzexponent   t — t-f  1    mit  wachsender  Zahl 
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t  jede   Grösse.     Damit    erhält  die  Potenz  wj"*"*"\  und  folglich 

auch  ihr  mit  der  festen  Grösse  c''*^*"'*^t  genommenes  Pro- 
duct  einen  beliebig  kleinen  Werth ,  und  dieser  ist  grösser 
als  der  auf  der  linken  Seite  von  (24)  mit  einem  zwischen  0  und  1 
beliebig  angenommenen  Werthe  von  §  und  der  wachsenden 
Zahl  ^  gebildete  Functionswerth  e^^^'^'\^+tl  WeU  nun  §+^ 
jeden  auf  irgend  eine  Art  wachsenden  Werth  des  Arguments  x 
ausdrückt,  so  ist  erwiesen,  dass  die  Function  e~^^x  für  positive 
Über  jede  Grenze  zunehmende  Werthe  von  x  gegen  die  Null 
convergirt 

Dass  die  Function  (16),  in  welcher  k  einen  beliebigen  po- 
sitiven Werth  bedeutet,  dieselbe  Eigenschaft  hat,  folgt  daraus, 
dass  die  mit  den  gegebenen  positiven  Werthen  a  und  k  dar- 
gestellte Function 

ff 

(25)  e        X 

nach  dem  so  eben  begründeten  Satze  ftir  ein  positives  wachsen- 
des X  unter  jede  noch  so  kleine  Grösse  fällt,  dass  durch  Erhe- 
bung von  (25)  auf  die  kte  Potenz  die  Function  (16)  erzeugt 
wird,  und  dass  das  Resultat  der  Erhebung  einer  beliebig  kleinen 
Grösse  auf  eine  Potenz  von  bestimmtem  positiven  Exponenten 
ebenfalls  eine  beliebig  kleine  Grösse  ist.    Das  zuletzt  genannte 

Lemma  ist  in  §9  für  einen  Exponenten  — >   bei    dem   n   eine 

positive  ganze  Zahl  darstellt,  bewiesen  und  auf  positive  rationale 
Exponenten  ausgedehnt;  dasselbe  kann  auch  leicht  auf  einen 
beliebigen    positiven    Exponenten   übertragen    werden.     Wenn 

nämlich  —  einen  rationalen  Bruch,   der  unter  dem  gegebenen 

positiven  Werthe  k  angenommen  ist,  und  q  einen  unter  der  Ein- 
heit  liegenden  Werth   bezeichnet,   so   gilt    nach   I,  §  100    die 

Ungleichheit  ^*  <  ^ " .     Sobald   daher  unter   gewissen   Bedin- 


Mt 


gungen  q**   beliebig  klein  wird,  so  muss  q'^   ebenfalls  beliebig 
klein  werden,  woraus  sich  das  Gesagte  ergiebt. 

Die  nachgewiesene  Eigenschaft  der  Function  (16)  erlaubt 
zunächst  einzusehen,  dass  das  über  dieselbe  zwischen  zwei  po- 
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sitiven  Werthen  «  und  ß  genommene  Integral 
(26)  je^x^Ax, 

a 

WO  a  eine  positive  von  Null  verschiedene,  k  eine  positive  oder 
verschwindende  Constante  bezeichnet,  bei  stets  wachsender  oberer 
Grenze  gegen  einen  festen  Werth  convergirt.  Denn  man  kann 
die  positive  Grösse  a  immer  als  die  Summe  von  zwei  positiven 
Grössen  b  und  c  betrachten,  mithin  dem  Integral  (26)  die  Gestalt 
geben 

e-'^e-^x^dx, 

a 

und  die  Integration  wieder  von  a  bis  zu  einem  festen  Werthe  ßj 
dann  von  ß  bis  ß  +  h  ftlhren.  Der  Factor  e^'x*^,  welcher  mit 
wachsendem  x  beliebig  klein  wird,  bleibt  ftir  alle  ttber  einer 
gewissen  Grösse  $  liegenden  Werthe  von  x  kleiner  als  eine 
feste  Grösse  S;  indem  ß  grösser  als  ^  gewählt  wird,  gilt  diese 
Eigenschaft  für  das  ganze  von  ß  bis  ß  +  h  ausgedehnte  Inter- 
vall.  Da  der  andere  Factor  e  stets  positiv  ist,  so  liegt 
der  Werth  des  von  ß  bis  ß  •¥!%  erstreckten  Integrals  vermöge 
des  oft  angewendeten  Satzes  unter  dem  Product  der  Grösse 
S  in  das  auf  e""^  bezügliche  Integral 

(28) 


j  e-"^  dx  =  \-^l^  = 


c-*/»_  g-*(/»+*) 


dessen  Werth  ftlr  jedes  positive  h  kleiner  als  die  Grösse  — - — 
ist    Daher  besteht  die  Ungleichheit 

(29)  /  c-*'  c^'  a;*  dx  <  -^  E, 

wo  der  Factor  e"''^  für  einen  hinreichend  grossen  Werth  von  ß 
so  klein  wird,   dass   auch    sein  mit  dem  festen  Quotienten  -r- 

0 

gebildetes  Product  unter  jeder  gegebenen  Grösse  liegt  Also  lässt 
sich  die  Grösse  ß  so  einrichten,  dass  der  Werth  des  Integrals 
(27),   wie   gross   auch  ß-\rh   gemacht   werden   möge,  von  dem 


448  TimiHfoniiaiion  tob  Integralen.  §  74. 

Inte^nral,  diLS  fiber  dieselbe  Fnnetion  yon  a  bis  ß  ausgedehnt 
ist,  niu  beliebig  wenig  abweicht  und  das  war  behauptet  worden. 

Eine  genau  entsprechende  Betrachtung  gilt  fttr  die  Inte- 
gration des  Products  aus  der  Function  (16)  und  einer  Function 
fp{x)y  welche  fllr  positire  Aber  jedes  Mass  wachsende  Werthe 
von  X  innerhalb  bestimmter  Grenzen  bleibt,  und  liefert  den  fol- 
genden Satz: 

(II)  Wmm  die  mu  iniegrirende  Function  gleich  dem  Product 
eintr  t\meHan  9{x)y  Kelche  bei  positiven  unendlich  wachsenden 
I^Vtfr^A^ii  von  x  gewisse  Greneen  nicht  überschreüet,  und  eines 
AusdrtKiks  e  x  ist^  in  dem  a  eine  positive  von  Nuü  verschie- 
dmey  k  eine  positive  oder  verschwindende  Constante  hedeuMj  so 
ilmf  *  die  Integration  na^  der  Variable  x  aiuf  positiv  unendlich 
wachsende  Werihe  erstreckt  werden. 

Die  Untersuchungen  des  gegenwärtigen  und  des  ?origen  § 
•teheu  tn  einander  in  naher  Beziehung.  Falls  in  dem  obigen 
Integral  (7)  statt  x  eine  neue  Variable 

itiu|Ct)i1ihrt  wird,  so  geht  dasselbe  nach  dem  mitgetheilten  Ver- 
iM\n>\\  iu  das  Integral 

L  JL 

lllior,     Die  untere  Grenze  des  Integrals  ^  .  ,    nähert   sich   bei 

linNtlliidig  wachsendem  h  der  Null,   die  Function  qnf — j  bleibt 

\\w\\  <ltir  Voraussetzung  immer  endlich,  der  Exponent  k — 2  der 
(iHUMd  y  ist  ein  negativer  echter  Bruch.  Es  liegt  also  ein  In- 
(isgml  vor,  das  mit  dem  Integral  (8)  des  vorigen  §,  auf  welches 
fti^r  dortige  Satz  gegründet  ist,  ttbereinstimmt.  Die  obige  Func- 
iioii  ( lü)  verwandelt  sich  durch  Substitution  einer  neuen  Variable 

(HU)  ^  =  c-", 

dtt«  ttlr   einen  positiven   unendlich   wachsenden  Werth   von  x 

\f^^m   dit^  Null   convergirt,   und   durch  welche  x  vermf^ge  der 

(IlMli^liung 
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(33)  a;  =  log4- 

ausgedrückt  wird,  in  die  Function 

(log-) 

In  der  zweiten  Darstellung  nähert  sich  bei  der  gegen  die  Null 
gerichteten  Abnahme  des  positiven  e  sowohl  die  im  Zähler  befind- 
liche positive  Potenz  von  e  wie  auch  die  im  Nenner  stehende 

negative  Potenz  von  log  —  der  Null,   und  zwar  geschieht  dies 

wegen  der  vorhin  für  die  Function  (IG)  nachgewiesenen  Eigen- 
schaft in  der  Weise,  dass  der  Quotient  gegen  die  Null 
convergirt.  Man  sieht  also,  dass  sich  eine  Patemt  von' £,  deren 
Exponent  irgend  eine  wenn  auch  kleine  positive  Grösse  ist^ 
stärker  der  Null  nähert  als  eine  negative  Potene  der  Function 

log  — .    Wendet  man  die  Substitution  (32)  auf  ein  Integral 

(35)  J  e-^ x^  (p{x)  dx 

ß 
an,    das  unter  den  Bedingungen  des  Satzes  (II)  ftlr  einen  an- 
gemessen gewählten  Werth  /9  und  einen  ohne  Ende  wachsenden 
Werth  ß-\-h  numerisch  beliebig  klein  bleibt,  so  entsteht,  weil 

ist,  das  Integral 

ff 

(37)  y>->(iogiyy(log-l)d!^, 

in  welchem  die  untere  Grenze  e"^'*"*"*^  gegen  die  Null  conver- 
girt, der  Exponent  a  —  1  zwischen  —  1  und  +  oo  mit  Ausschluss 
der    negativen    Einheit    liegt,    der   Exponent    k   positiv    oder 

verschwindend  ist,  und  die  Function  yllog  —  J  bei  der  Annä- 
herung von  e  gegen  die  Null  endlich  bleibt.  Somit  folgt  aus 
dem  Satze  (II)  die  Berechtigung,  bei  dem  zugehörigen  Integral 

(38)  /^-'(log|)V(log|)d-^, 
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auch  wenn  der  Exponent  a— -1  gleich  einem  negativen  echten 
Bruche  ist  und  dadurch  die  Function  für  ^  =  0  unendlich  gross 
wird,  die  Integration  bis  zu  dem  Werthe  «r  ==  0  auszudehnen. 
Durch  dieses  Ergebniss  wird  die  im  vorigen  §  aufgestellte  Regel 
erweitert. 

8  75.  nur^roitlatlon  •!&•■  b— tlimatan  TntngrtLU  lUMk  •la«r 
▼on  dm  ZntefratloiuigrttiisMi  imabliiiiglgeii  Oröww. 

In  dem  Satze  (VII)  des  §  25  wird  gelehrt,   dass  der  Dif- 
ferentialquotient   eines    von    a  bis  ß   ausgedehnten    Integrals 

f{x)dXy  nach  der  oberen   Grenze  ß  genommen,  gleich  dem 


/' 


Functionswerth  f(ß),  nach  der  unteren  Grenze  or  genommen, 
gleich  dem  negativ  gesetzten  Functionswerth  f(a)  ist.  Fflr  die 
Integrale  von  Functionen,  die  ausser  der  Integrationsvariable  x 
noch  eine  unabhängig  veränderliche  Grösse  oder,  wie  m.an  zu 
sagen  pflegt,  einen  Parameter  c  enthalten,  macht  sich  bis- 
weilen das  Bedttrfniss  geltend,  eine  Differentiation  in  Bezug 
auf  diesen  letztern  auszuführen.  Wir  bezeichnen  die  betreffende 
Function  mit  f(x,  c),  und  betrachten  das  von  a  bis  ft  crstreclite 
Integral  derselben  als  den  Grenzwerth  des  nach  der  Vorschrift 
des  §  20  gebildeten  Summenausdrucks 

wo  XQ=a^  ^n^t^  '^*  ^^^  ^^®  Werthe  x^j  a;„  j:.^, . .  .x^  der  alge- 
braischen Grösse  nach  auf  einander  folgen.  Die  Differentiation 
von  (1)  nach  c  geschieht  in  der  Weise,  dass  die  der  Zunahme 
von  c  um  Je  entsprechende  Differenz  von  (1)  durch  Je  divi- 
dirt  und  der  zu  einem  stets  kleiner  werdenden  Je  gehörige 
Grenzwerth  des  Quotienten  aufgesucht  wird.  Wenn  Q  die  Reihe 
der  Zahlen  0,  1,  2,  ...n — 1  durchläuft,  so  hat  man  in  demsel- 
ben Umfange  die  Summe  der  Quotienten 

f{x^,  e  +  ^e)  —  fix^,  c) 

zu  nehmen.  Nun  wird  vorausgesetzt,  dass  der  ftlr  die  Function 
f(x^^e)  gebildete  Differenzenquotient,  sobald  Je  der  Null  ge- 
nähert wird,   gegen   einen   bestimmten   Grenzwerth,   den   par- 


(2)  ^^ — ;.     '  ('T.., -^.) 
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tielleu  DiflFercntialquotienten  — ^ convergire,  und  dass  ausser- 
dem in  der  Gleichung 

(o) ^ "^ r  IW- 

die  Grösse  m^  hei  einem  hinreichend  Meinen  Je  für  jeden  vor- 
kommenden Werth  von  Xa  numerisch  unter  derselben  beiiMg  kleinen 
Grösse  jii  liege.  Hiernach  ist  die  von  a  =  0  bis  a  =  n— 1  aus- 
zudehnende Summe  des  Ausdrucks  (2)  gleich  demA^regat  der 
beiden  Summen 

0        Sc  -  ■ -       -  0 

Die  erste  derselben  verwandelt  sich,  da  f{x,  c)  und  -     \        als 

eindeutig,  endlich  und  stetig  vorausgesetzt  werden,  flir  eine 
wachsende   21ahl  n  und   abnehmende   Intervalle  der   zwischen 

3f(x  c) 
a  und  (i  eingeschalteten  Werthe,  in   das  über     ^  *  ^  nach  der 

Variable  x  von  a  bis  fi  auszudehnende  Integral.  Die  zweite 
Sunnne  hat  vermöge  der  tlber  die  Grössen  m^  getroffenen  An- 
nahme einen  Werth,  welcher  für  ein  hinreichend  kleines  Je 
numerisch  unter  dem  Product  der  beliebig  kleinen  Grösse  ju  in 
die  DiflFerenz  ß  —  a  liegt;  die  letztere  ist  nach  einer  häufig  be- 
nutzten Bemerkung  gleich  dem  Werthe  der  Summe  der  vorhan- 

11— i 
denen  Differenzen  ^  (^o+i"~^a)'    ^^^  gesuchte  Differentialquo- 
tient dT58  durch  die  Summe  (1)  vertretenen  Integrals  wird  des- 
halb folgendermassen  durch  ein  bestimmtes  Integral  ausgedrtlckt 

djf(x,c)dx  ß 

a 

Diese  Gleichung  enthält  die  Regel,  dass  unter  den  angegebenen 
Bedingungen  der  Differentialquotient  eines  Integrals  nach  einer 
von  den  Integrationsgreneen  unabhängigen  Grösse  c  erhalten  wird, 
indem  man  zuerst  die  zu  integrirende  Function  nach  der  Grösse  c 
differentiirt  und  dann  das  Ergebniss  in  Bezug  auf  die  Variable  x 
zunschen  den  vorgeschriebenen  Grenzen  integrirt. 
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Die  Integration  einer  Function  ({x^  c)  nach  x  zwischen  den 
Grenzen  a  und  ß^  und  die  Differentiation  nach  der  Grösse  c 
sind  zwei  verschiedene  Grenzprocesse ;  zufolge  der  aufgestellten 
Regel  entsteht  dasselbe  Resultat,  sobald  entweder  zuerst  die 
Integration  und  hierauf  die  Differentiation,  oder  zuerst  die 
Differentiation  und  hierauf  die  Integration  yorgenommen  wird. 
In  gleicher  Weise  bezieht  sich  das  allgemeine  Theorem  des 
§  72  auf  die  beiden  Grenzprocesse  der  Snmmation  und  Inte- 
gration, und  lehrt  eine  Bedingung  kennen,  unter  welcher  die 
Reihenfolge  dieser  Grenzprocesse  mit  einander  vertauscht  wer- 
den darf.  Für  das  auf  der  rechten  Seite  von  (5)  vorgeschrie- 
bene Verfahren  wird  der  Namen  der  Differeniiation  unter  dem 
IfUegräUeichen  gebraucht.  Mit  Htilfe  der  in  den  beiden  letzten  § 
gegebenen  Definitionen  lässt  sich  dieses  Verfahren  unter  gewis- 
sen Bedingungen  auch  auf  solche  Fälle  ttbertragen,  in  denen 
die  Function  f(x,  c)  unter  dem  Integralzeichen  unendlich  wird, 
oder  das  Intervall  der  Integration  eine  unendliche  Ausdehnung 
erhält.  Doch  kommt  es  auch  vor,  dass  die  für  die  Berechti- 
gung des  Integrals //"(rc;,  e;)  c2:r  nothwendigen  Voraussetzungen 

a 

/dfix  c) 
-)-^-^dx 
o  c 

a 

nothwendigen  Voraussetzungen  nicht  erfttllt  sind.  Unter  diesen 
Umständen  muss  geschlossen  werden,  dass  der  nach  c  zu  neh- 
mende Differentialquotient  des  ersten  Integrals  durch  die  Aus- 
führung einer  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  nicht 
dargestellt  werden  könne,  und  es  bedarf  einer  speciellen  Unter- 
suchung, um  zu  entscheiden,  ob  die  bezeichnete  Differentiation 
des  ersten  Integrals  auf  einem  andern  Wege  ausführbar  oder 
überhaupt  nicht  zu  bewerkstelligen  sei. 

8  76.    Ans^seiobn^te  beitiiiimte  Xntoi^al«. 

Bei  der  Definition  eines  bestimmten  Integrals  wurde  vor- 
ausgesetzt, dass  die  Grenzen  desselben  innerhalb  des  Intervalls, 
fttr  welches  die  zu  integrirende  Function  gegeben  ist,  beliebig 
gewählt  werden  dürfen.  Durch  eingehende  Beschäftigung  mit 
diesem  Gegenstande  hat  sich  nun  herausgestellt,  dass  gewisse 
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bestimmte  Integrale,  deren  Integrationsgrenzen  tür  die  betreffende 
Function  eine  besondere  Bedeutung  haben,  eine  ausgezeichnete 
Stellung  einnehmen.  Zu  den  Integralen  solcher  Art,  welche  in 
einem  engeren  Sinne  bes^imnUe  Integrale  genannt  werden,  ge- 
hören die  beiden,  vermittelst  deren  in  §  73  und  74  die  Zahl  n 

dargestellt  ist.    Für  die  Function ^    des  einen  schliessen 

die  negative  and  positive  Einheit  das  Intervall  ein,  innerhalb 
dessen  die  Function  reell  bleibt;  bei  einer  Annäherung  an  die 
extremen  Werthe  wird  sie  unendlich  gross,  jedoch  so,  dass  die 
Ausdehnung  der  Integration  bis  zu  diesen  Werthen  noch  ge- 
stattet ist.    Dagegen  darf  die  Function  r:rr^  des  andern  über 

das  ganze  Gebiet  der  reellen  Werthe  von  —  oo  bis  oo  integrirt 
werden.    Insofern  gelten  die  Integrale 


(1) 

— 1 


(2) 


-1 


— 00 


als  ausgezeichnete  bestimmte  Integrale.  Da  jede  der  vorliegen- 
den Functionen    ftir   x  und   — x   denselben    Werth    annimmt, 

und  deshalb,  von   der   unteren  Grenze  bis  Null,  und  von  Null 

• 

bis  zu  der   oberen  Grenze   integrirt,   das   gleiche  Resultat  -^- 

liefert,  so  gehören  hierher  auch  das  erste  Integral  von  —1  bis 
0,  und  von  0  bis  1  ausgedehnt,  das  zweite  Integral,  von  —  oo  bis 
0  und  von  0  bis   oo  ausgedehnt. 

Andere  ausgezeichnete  bestimmte  Integrale  treten  bei  der 
Integration  der  trigonometrischen  Functionen  hervor.  Die  Func- 
tionen cos  X  und  sin  x  sind,  wie  in  I,  §  103  erörtert  ist,  perio- 
dische Functionen  ihres  Arguments  mit  der  Periode  2/t;  wenn 
man  daher  durch  m  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
zeichnet und  den  Cosinus  und  Sinus  des  ganzen  Vtelfadien  mx 
bildet,  so  gelten  die  Gleichungen 

(3)  cos  m  (a;  +  2  7v)  =  cos  mx^ 

(4)  sin  m{x  +  27€)=  sin  mx ; 
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in  Folge  derselben  sind  cos  mx  und  sin  tnx  ebenfalls  periodische 
Functionen  des  Arguments  x  mit  der  Periode  27r.  Man  setze 
nun  in  den  Oleichungen  (5)  und  (6)  des  §  71  statt  der  Gon- 
stanto  b  die  von  Null  verschiedene  ganze  Zahl  m,  und  leite 
aus  den  daselbst  angegebenen  unbestimmten  Integralen  die  be- 
stimmten ab,  welche  sich  von  einem  beliebigen  Werth  |  bis  zu 
dem  um  2rv  grösseren  Werthe  ^+2/1:  erstrecken,  indem  man  von 

• 

den  betreflFenden  Ausdrücken —  und die   DiflFe- 

m  m 

renz  der  zu  a;=§  und  x=^  +  27c  gehörigen  Werthe  nimmt;  da 

diese  nach  den  obigen  Gleichungen  (3)  und  (4)  verschwindet,  so 

entstehen  die  bestimmten  Integrale 

(5)  /  COS  tnx  dx  =  0, 

im 

(6)  /  sin  mx  dx  =  0. 

r 

Für  m==0  ist  cos  mo;  gleich  der  Einheit,  sin  m^  gleich  Null, 
so  dass  alsdann  das  erste  Integral  den  Werth  27c  erhält,  das 
zweite  verschwindend  bleibt.  Vermittelst  desselben  Princips 
kann  man  aus  den  Gleichungen  (19)  und  (20)  des  angeführten 
§71  Schlüsse  ziehen,  sobald  für  b  eine  ganze  Zahl  m,  für  c 
eine  ganze  Zahl  n  gesetzt  wird,  die  beide  der  Einfachheit  halber 
als  nicht  negativ  angenommen  werden.  Es  finden  sich,  wofern 
m  und  n  von  einander  verschieden  sind,  die  Gleichungen 

(7)  ^  cos  mx  cos  nx  dx  =  0, 

t 

/5+2/r 
sin  mx  sin  nx  dx  =^  0, 

und  für  irgend  zwei  differente  oder  gleiche  Zahlen  m  und  n 
kommt 

(9)  /  sin  mx  cos  nx  dx=^0. 

Dagegen  erhält  man  für  jede  von  der  Null  verschiedene  Zahl 
m  die  Gleichungen 
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(cos  mxf  dx  =  Tiy 

(sin  mxf  dx  =  tt, 

während  bei  dem  Werthe  m  =  0  das  Integral  (10)  gleich  27r, 
das  Integral  (11)  gleich  Null  wird. 

Um  die  Ausbildung  der  Lehre  von  den  bestimmten  Inte- 
gralen im  engeren  Sinne  hat  sich  Euler  ganz  besondere  Ver- 
dienste erworben.    Nach  ihm  heisst  das  Integral 

(12)  <p(a,c)=/y'^\l-yr'dff, 

0 

in  welchem  a  und  c  positive  Constanten  bedeuten,  ein  Eulcr'- 
sches  Integral  der  ersten  Gattung,  das  Integral 

(13)  vqi)  =  ß-'z"^'  dz, 

0 

wo  Ä;  eine  positive  Constante  bezeichnet,  ein  Euler'sches  Inte- 
gral der  zweiten  Gattung.  Bei  dem  erstem  wird  die  zu  inte- 
grirende  Function,  falls  a  und  c  echte  Brüche  sind,  für  ^ »  0 
und  für  y  =  1  in  einer  solchen  Weise  unendlich,  dass  nach  §  73 
die  Ausdehnung  bis  zu  diesen  Grenzen  gestattet  ist.  Das  gleiche 
gilt  bei  dem  zweiten  Integral  für  die  untere  Grenze  z  =  Oj  wo- 
fern k  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  die  unendliche  Ausdehnung 
des  Intervalls  wird  durch  den  Satz  (II)  des  §  74  gerecht- 
fertigt. Wir  begnügen  uns,  hier  nur  wenige  Eigenschaften  der 
Euler^schen  Integrale  mitzutheilen. 

Das  Integral  der  ersten  Gattung  bleibt  bei  der  gegensei- 
tigen Vertauschung  der  beiden  Argumente  a  und  c  ungeändert. 
Denn  durch  Anwendung  der  Substitution 

(14)  '         y  =  l-z 

geht  die  Function  y""'(l-y)'"^  in  (l  —  i?)*''^"""\  das  Differen- 
tial dy  in  —dz  über,  die  untere  Grenze  wird  gleich  der  Ein- 
heit, die  obere  gleich  der  Null,  und  bei  der  Vertauschung  der- 
selben verwandelt  sich  das  Integral  nach  dem  Satze  (V)  des 
§  25  in  den  entgegengesetzten  Wcrth.  So  ergiebt  sich  die 
Gleichung 
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(15)  fy'-\l  _  y/->  dy  =/(l  -Z)'    '  /-'  iU, 

6  0 

deren  linke  Seite  gleich  (p{ajC\  deren  rechte  gleich  (piCyO)  ist 
Man  kann  femer  den  Werth  eines  Integrals  (f{a^c)  mit  beliebigen 
Argumenten  auf  ein  Integral  zurückführen,  dessen  beide  Argn- 
mente  positive  echte  Brüche  sind.    In  dem  Integral 

(16)  q>ia,c^\)=fy'\\-yfdy 

0 

ist  der  Factor  y^~    gleich  dem  nach  y  genommenen  Differential- 

a 

qnotienten  der  Function  ^—  >  so  dass  nach  ^III)  des  g  25  durch 
theilweise  Integration  die  Gleichung 

(17)  /'r\l-yrd»  =  [{(l-y)']]+^  /'/(l-yr'dy 

ü  0 

entsteht.    Hier  verschwindet  die  mittelst  der  eckigen  Klammer 

ff'  t 

angedeutete  Differenz,  weil  die  Function  '    (1  — y)  sowohl  für 

y=0  wie  auch  für  y=l  gleich  Null  wird.  Indem  das  Inte- 
gral der  linken  Seite  durch  Ablösen  eines  Factors  1  —  y  als  das 
folgende  Aggregat  dargestellt  wird 

(18)  yi-  (1  -yfdy=/y'-\\~yr'dy-/y\l-yr'dy, 

0  0  0 

hat  man  also  die  beiden  Relationen 

(19)  g)  (a,  c  +  1)  =  7)  (a,  c)  —  g)  (a  +  1,  c) 

g)  (a,  c  4  1)  =  -^  ^(^-¥1,0) 

eil 

ans  denen  die  Redactionsformeln 

(20)  (p{a  +  l,c)=  — ^?>(a,c),  ?)(o,c  +  1)=  — ^«]p(a,c) 

d  *t"  C  ö  "t"  c 

folgen.  Mit  Hülfe  derselben  lässt  sich  zuerst  das  eine,  dann  das 
andere  Argument  eines  gegebenen  Integrals  unter  die  positive  Ein- 
heit herabdrücken,  und  auf  diese  Weise  der  bezeichnete  Zweck 
erreichen.  Sobald  die  beiden  Argumente  gleich  rationalen  Brüchen 
sind,  ist  das  Integral  der  zweiten  Gattung  das  Integral  einer 
algebraischen   Function.    Unter   der   Voraussetzung  c=l  ver- 
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schwindet  der  Exponent  des  unter  dem  Integralzeichen  in  (12) 
befindlichen  zweiten  Factors,  die  unbestimmte  Integration  ergiebt 

a 

die  Function  — »  und  durch  Einführung  der  Grenzen  kommt 


(21) 


(p{a,l)=Jy    ^dy=—' 


Fttr  die  speciellen  Wertbe  a=-^>c=^  bewirkt  die  Substitu- 

tion  y=w«,  dass 

1  1 

(22)  J  y   \l-y)    '  dy  =  2j  {\-u')   ^du 

0  0 

wird.    Das  transfonnirte  Integral  fällt  alsdann  mit  dem  obigen 
Integral  (1)  zusammen,  woraus  die  Gleichung 

(23)  7>(|.    {)  =  ^ 

entsteht. 

Auch  das  Euler' »che  Integral  der  zweiten  Gattung  von 
beliebigem  Argument  erlaubt  eine  Reduction  auf  ein  Integral, 
dessen  Argument  einen  unter  der  Einheit  und  über  der  Null 
liegenden  Werth  hat.  Betrachtet  man  in  der  Darstellung  (13) 
den    Factor   a'^"^    wieder    als    den    Differentialquotienten    der 

k 

Function     ->   so  entsteht  durch  theilweise  Integration  die  Glei- 

■ 

chung 


(24) 


r  z'-'dz=\f'\\^^-J  e'z'  dz. 


Nun  hat  die  durch  die  eckige  Klammer  angedeutete  Differenz 

-»    k 

ß      ß 

ebenfalls  den  Werth  Null,   da  der  Ausdruck  — —  flir  -8r=0 

wegen  der  positiven  Potenz  z^  und  ttlr  positive  wachsende 
Werthe  von  z  vermöge  eines  in  §  74  bewiesenen  Satzes  ver- 
schwindet.   Mithin  folgt  aus  (24)  die  Gleichung 

(25)  r{k'\'  1)  =  */'(*), 

durch  deren  wiederholte  Anwendung  jede  r  Function  auf  eine 
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andere  zarttckgeführt  werden  kann,  bei  welcher  das  Argument 
zwischen  0  und  1  liegt.    Für  das  Argument  k=l  kommt 

00 

(26)  n\)=fe''dz, 

ü 

Weil  die  Ausführung  der  unbestimmten  Integration  den  Werth 
— e""*  liefert,  der  für  2r  =  0  gleich  der  negativen  Einheit,  für 
ein  positives  unendlich  wachsendes  e  gleich  Null  ist,  so  findet 
sich 

(27)  /'(1)=1. 

Vermöge  der  Gleichung  (25)  nimmt  also  die  Function  /'(fc) 
fUr  jeden  positiven  ganzzahligen  Werth  von  £  den  Werth 

(28)  /•(*)  =  1.2. 3...  (*-!), 

oder  den  Werth  des  Products  der  natürlichen  Zahlen  von  1  bis 
(Ä— 1)  einschliesslich  an,  welcher  in  I,  §  46  (Ä;— l)Fa<;tittdff 
genannt  und  mit  {k  —  1)!  bezeichnet  worden  ist.  Mit  Rück- 
sicht auf  diese  Eigenschaft  hat  Gauss  in  der  schon  erwähn- 
ten Abhandlung    disquisitiones  generales   circa  seriem  inßnüam 

1  H — ^  X4- . . .  ttlr  die  Function  /'(a;)  die  Charakteristik  11  eines 

y 

Products 

r(k)  =  n(k-  1) 

angewendet. 

Neben   den  ganzzahligen  Argumenten   hat  das  Argument 

-  für  die  l '  Function  eine  hervorstechende  Bedeutung.    Bedient 


man 


sich  bei  dem  in  (13)  dargestellten  Integral  ^'(ö)  ^^^  Sub- 


2 

stitution  £!  =  x*,  so  wird  £r      d£!  =  2dXy   und   es   entsteht   die 
Umformung 


(29) 


00  OD 

/  e^' i"^ dz=2  j  e~'* dx. 


0  0 

Da  ferner  das  neue  Integral,  von  —  c»  bis  0  und  von  0  bis  oo 
genommen,  denselben  Werth  liefert,  so  kann  der  Factor  2  fort- 
gelassen, und  statt  dessen  von  — oo*  bis  oo  integrirt  werden, 
woraus  der  Ausdruck 
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(30)  /•*=/«!-' die 


iW' 


00 


OD 


hervorgeht.  lu  §  92  wird  bewiesen  werden,  da88  dieses  Integral 
gleich  der  positiven  Quadratwurzel  ans  der  Zahl  n  ist. 

Gapitel  X. 

Darstellung  yon  Fnnctionen  dnrch  trigonometrische 

Reihen. 

§  77.    Zwiammenkaag  swisohen  Potensrelheii  iiad  trlgono- 

metrisohen  Seihen« 

Bei  der  allgemeinen  Erörterung  der  Potenzreihen  in  I,  §  107 
hat  sich  fUr  eine  nach  den  Potenzen  einer  Variable  2  geordnete 
Reihe,  deren  Coel'ficienten  reell  sind,  gezeigt,  dass,  wenn  statt 
z  die  complexe  Grösse  x  +  iy  gesetzt,  die  letztere  aber  mit 
Hülfe  des  absoluten  Betrages  r  und  eines  innerhalb  einer 
Kreisperipherie  eindeutig  bestimmten  Winkels  ^  in  die  Gestalt 
(1)  X  '\-  iy  =  r  (cos  ^  +  i  sin  ^) 

gebracht  wird,  nach  Sonderung  des  Reellen  und  Imaginären 
der  reelle  Theil  der  Reihe  die  Cosinus  der  auf  einanderfolgen- 
den  ganzen  Vielfachen  von  ^,  der  imaginäre  Theil  die  Sinus 
der  aufeinanderfolgenden  ganzen  Vielfachen  desselben  Winkels 
enthält.  Betrachtet  man  eine  nach  den  Potenzen  einer  Variable 
z  fortschreitende  Reihe,  deren  Coefficienten  complexe  Grössen 
Co  +  id^y  c,  4-  id, . . .  sind, 

und  verfuhrt  mit  js  in  der  so  eben  bezeichneten  Weise,  so  liefert 
die  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  das  Ergebniss 

(3)  8^=^Cq  +  (Cj  cos  ^ — d j  sin  ^)r + (CjCOs  2  ^ ~  djj  sin  2d)r^ 4- . .  +  (c^cos  q^—  d^ sin  qi^y 

+t(do+(CjSin;5^+diCos;>)r  +  (Cj8in2^+d2COs2*>V..+(c^8infl^+d^oos2^)0 
Hier  kommen  in  dem  reellen  wie  in  dem  imaginären  Theile  die 
Cosinus  und  Sinus  der  ganzen  Vielfachen  von  &  vor,  und  man 
kann  sich  jede  der  beiden  Reihen  ebenso  gut  nach  den  Potenzen 
des  Betrages  r  wie  nach  den  auf  einander  folgenden  Cosinns 
und  Sinus  des  Winkels  ^  geordnet  denken.  Unbegrenzte  Reihen, 
welche  nach  den  Cosinus  und  Sinus  einer  Grösse  0^  fortschreiten. 


460  Pottinzreibeu  und  trigonometrische  Reihen.  §  78. 

und  defen  Coefficienten  -  a«,  «,,  a,,  . . .  ij,  ftjt . . .  von  ^  unab- 
hän£cige  reelle  Grössen  sind,  von  der  Gestalt 
(4)  -a^j  +  a^  C08^  +  a2C()82  ^  +  . . . 

+  6,  8in^  +  h^%\VL^^  +  . .., 

werden  trigonometrische  Reihen  genannt;  diese  Reihen  urnüassen 
den  aaf  der  rechten  Seite  von  (3)  dargestellten  reellen  and 
imaginären  Theil  von  s^.  Wie  im  vorigen  g  bemerkt,  sind  die 
Cosinus  und  Sinus  der  ganzen  Vielfachen  eines  Arguments  ^ 
periodische  Functionen  von  ^  mit  der  Periode  2  n.  Da  nun  die 
Reihe  (4)  aus  lauter  Gliedern  von  dieser  Beschaffenheit  besteht, 
so  muss  auch  der  dargestellte  Werth  an  der  Eigenschaft  Theil 
nehmen,  bei  der  Vermehrung  des  Arguments  ^  um  die  Grösse 
2  fc  ungeändert  zu  bleiben.  Aus  diesem  Grunde  genügt  es,  den 
Werth  der  Reihe  für  ein  Intervall  der  Variable  *  ins  Auge 
zu  fassen,  dessen  Umfang  gleich  2n  ist;  wir  wählen  hierzu  das 
von  — 7c  bis  /r  ausgedehnte  Intervall,  und  zwar,  da  die  Reihe 
für  beide  Argumente  den  gleichen  Werth  annehmen  muss,  mit 
Einschluss  des  einen  Werthes  — 7c  und  mit  Ausschluss  des 
andern  +  /r. 

§  78.    B&twiolMliiiiip  «liitr  ir^ff^benMi  Fnnotton  Im  eine 

trli^Bometrüiolio  Bethe. 

Es  fragt  sich  jetzt,  unter  welchen  Bedingungen .  eine  für 
das  Intervall  von  — /r  bis  +7i  gegebene  Function  einer  Grösse 
0-  in  eine  trigonometrische  Reihe  entwickelt  werden  kann,  und 
welche  Mittel  für  diesen  Zweck  zu  Gebote  stehen.  Die  Reihen- 
folge, in  der  wir  uns  mit  den  beiden  Fragen  beschäftigen  wollen, 
ist  die  umgekehrte  von  derjenigen,  in  der  sie  hier  erwähnt 
werden;  ausserdem  können  wir  bei  der  Beantwortung  der  erstem 
eine  gewisse  willkürliche  Einschränkung  nicht  vermeiden.  Ge- 
setzt, eine  gegebene  Function  f(^)  lasse  sich  durch  eine  un- 
endlich ausgedehnte  im  vorigen  §  mit  (4)  bezeichnete  trigo- 
nometrische Reihe  auf  die  Art  ausdrücken,  dass  für  jeden 
zwischen  —  n  und  +  n  liegenden  Werth  von  ^  eine  Zahl  n 
angegeben  werden  kann,  bei  welcher  die  Summe  der  (2n  + 1) 
ersten  Glieder 
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(1)  -  «0  +  ttj  COS  v>  +  a^  COS  2  v^  +  . . .  -*-  a^  COS  n  i!^ 

+  6,  sin  ^  +  6a  sin  2  ^  +  . . .  +  6^  sin  n  ^^ 

von  dem  darzustellenden  Werthe  numerisch  um  weniger  als 
eine  beliebig  gegebene  kleine  Grösse  lo  abweicht.  Wenn  dann 
die  Function  fid)  mit  einem  von  ^  abhängenden  endlichen  und 
stetigen  Factor  multiplicirt  wird,  so  ist  zufolge  §  72  das  nach 
^  innerhalb  der  Grenzen  — tc  und  +n;  genommene  Integral 
des  Products  gleich  der  Summe,  welche  entsteht,  indem  die 
einzelnen  Glieder  der  betreffenden  Reihe  mit  jenem  Factor 
multiplicirt  und  nach  ^  in  dem  angegebenen  Intervall  integrirt 
werden.  Man  kann  nun  den  Factor  der  Function  f(d)  so  ein- 
richten, dass  bei  der  Integration  der  einzelnen  Bestandtheile 
der  Reihe  alle  Glieder  mit  Ausnahme  eines  einzigen  beliebig 
zu  wählenden  herausüallen,  und  nur  der  Coefficient  von  diesem 

erhalten  bleibt.    Zu  dem  Goefficienten  -a»  gehört  die  Einheit, 

zu  einem  beliebigen  anderen  Goefficienten  a^  die  Function 
cosw^,  zu  einem  beliebigen  Goefficienten  6^  die  Function 
sinm^  als  Factor.  Hierbei  benutzt  man  die  in  §  76  von 
(5)  bis  (11)  notirten  bestimmten  Integrale,  deren  von  einer 
beliebigen  Grösse  |  bis  f  4-27r  auszudehnendes  Intervall  unter 
der  Annahme  ^= — n  von  — /r  bis  +7r  geht.  Für  jede  von 
Null  verschiedene  ganze  Zahl  n  gelten  die  Gleichungen 


n  —n 


hingegen  ist 


— /r 


ferner  kommt,  wofern  m  nicht  gleich  Null  ist,  für  jeden  von  m 
verschiedenen  Werth  der  Zahl  n, 

(4)     /  cos  n  ^  cos  m  ^  d  v^  =  0,  y  sin  w  ^  cos  m  ^  (i  ^  =  0, 


—  n  —TT 


(5)      /  cos  w  x^  sin  w  v>  d  ^  =  0,    /  sin  n  ^  sin  m  ^  rf  ^  =  0, 

—  n  —n 

und  ausserdem 
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(6)      /  cosm^  cosm^rf^  =  /f,   /  sinm^cosm  v^  =  0, 


(7)      /  COS  m  *  sin  m  ^  (i  ^  =  0,   /  sin  m  ^  sin  m  ^  =  n. 


—  Ä  —n 


Demnach  entstehen  durch  Anwendung  der  genannten  Factoren 
die  folgenden  Gleichungen,  vermöge  deren  die  s&mmtlichen 
Coefificienten  der  trigonometrischen  Reihe  mit  Httlfe  bestimmter 
Integrale  ausgedrückt  werden, 

(8)  ffWd^  =l-ao-2^, 

(9)  Jf(»)<iosm»d»  =  a^.n, 

(10)  ff{»)imm»d»  =  b^.fT. 

—  TT 

Die  Gleichungen  (9)  und  (10)  sind  für  einen  von  Null 
verschiedenen  Werth  der  Zahl  m  abgeleitet,  die  Gleichung  (9) 
geht  jedoch  bei  m  =  0  in  (8)  über  und  gilt  daher  mit  Einschluss 
des  Werthes  Null.  Da  in  Folge  der  Definition  eines  bestimm- 
ten Integrals  der  Buchstabe,  welcher  die  Integrationsvariablc 
andeutet,  durch  einen  beliebigen  anderen  ersetzt  werden  darf, 
so  möge  in  (9)  und  (10)  statt  des  in  der  Reihe  gebrauchten 
Buchstabens  i^  ein  anderer  a  gesetzt  werden;  dann  ergeben 
sich  für  a    und  b    die  Bestimmungen 


M 


(11)  a^  =  —  I  f{a)cosmada,b^= —  /  f{a)smmada, 

—  n  —n 

Bei   der  Substitution   dieser  Ausdrücke   in   die  Reihe  (1)  des 
vorigen  §  gewinnt  dieselbe  die  Gestalt 

(12)   ^  /  f{(x)da+^  / /*(a)  cos  a  da  cos  ^+  —  / /•(a)cos2adacos2;> +  . . . 


— Ä  —n  —n 


H /  /'(a)sinadasinv>H /  /'(a)sin2ada8in2^  +  . . . 


—71  — n 
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Es  werden  also  die  Coefficienten  der  gesuchten  Entwickelang 
durch  Ausführung  von  bestimmten  Integrationen  gefunden;  mit 
diesem  Verfahren  beginnt  eine  neue  Anwendung  der  Integral- 
rechnung. 


§  79.    üntenraelmiig  d#r  OoBTtrgeiiB  elntr  trlffonoBMtrlMlieii 

Heihe  vermittelst  des  Audmoks  der  Summe  einer  endllohen 

Zahl  Ihrer  Glieder  dvreli  ein  bestimmtes  Inte^rmL 

Wenn  eine  Function  f{d)  für  das  von  —  tt  bis  +7r  aus- 
gedehnte Intervall  eindeutig,  endlich  und  stetig  gegeben  ist,  so 
lassen  sich  die  zugehörigen  in  der  Reihe  (12)  des  vorigen  g 
angegebenen  Coefficienten  aufstellen,  und  es  ist  möglich,  abge- 
sehen von  irgend  einer  vorläufigen  Annahme,  zu  prüfen,  ob  die 
so  entstandene  Reihe  convergire  und  den  vorgeschriebenen 
Werth  f{0-)  richtig  ausdrücke.  Diese  Aufgabe  hat  Lejeune 
Dirichtet  in  dem  Aufsatze  sur  la  convergence  des  series  trigono- 
metriques  qui  servent  ä  representef  uns  fondion  arbitraire  entre 
des  limites  dannies,  Crelles  Journal  Bd.  IV,  zum  ersten  Male 
gelöst,  und  später  in  Doves  Repertorium  für  Physik  mit  sehr  ein- 
fachen Htilfsmitteln  behandelt;  wir  werden  uns  der  letzteren  Be- 
arbeitung anschliessen.  Zur  Beurtheilung  der  Gonvergenz  ist 
die  Summe  der  (2n4-l)  ersten  Glieder  der  Reihe  (12),  oder 
die  im  vorigen  §  mit  (1)  bezeichnete  Summe  zu  untersuchen, 
nachdem  für  a^  und  b^  die  Ausdrücke  (11)  substituirt  sind; 
sobald  sich  dieselbe  ftlr  eine  wachsende  Zahl  n  einem  festen 
Grenzwerthe  nähert,  stellt  dieser  den  zu  ermittelnden  Werth 
der  vorgelegten  unendlichen  Reihe  dar.  Um  die  betreffenden 
Glieder  zusammenzufassen,  können  die  von  den  Integrationen 
unabhängigen  Factoren  cosm^  und  sinm^  unter  die  bezüg- 
lichen Integralzeichen  genommen  und  je  zwei  demselben  Werthe 
der  Zahl  m  entsprechende  Integrale  mittelst  der  Relation 

(1)      //*(a)cosmadacosm^+  //'(a)8inmada8inm*= //'(a)co8iii(a-^^)(ia 

vereinigt  werden.  Hierauf  lässt  sich  die  Summe  des  ersten 
Integrals  und  derjenigen  Integrale,  welche  zu  den  Zahlen 
m  =  l, 2, ...n  gehören,   da  überall  die  Grenzen  dieselben  sind 
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und  f(a)  als  Factor  auftritt,  folgendennassen  als  ein  einziges 
Integral  darstellen 

(2)     -y/'Wfg  +  cos(a  -  d)  +  cos2(a  — *)  +  . . .  +  C08n(a— *) jda. 

Auch  hat  es  keine  Schwierigkeit,  die  als  Factor  von  f{q) 
erscheinende  endliche  Summe  durch  einen  geschlossenen  Aus- 
druck zu  ersetzen. 

In  I)  §  98  ist  der  mit  (1)  bezeichnete  Summenausdruck 
einer  endlichen  geometrischen  Reihe  unter  der  Voraussetzung  be- 
trachtet worden,  dass  die  bezüglichen  Elemente  beliebige  com- 
plexe  Werthe  erhalten.  Für  den  gegenwärtigen  Zweck  genügt 
es,  die  Reihe  zu  vereinfachen,  indem  die  dortigen  Grössen  r^ 
und  X  gleich  der  Einheit  gesetzt  werden,  auch  schreiben  wir 
der  Uebereinstimmung  wegen  n  statt  t\  dann  kommt,  der  Glei- 
chung (5)  in  I,  §  43  entsprechend, 

(3)  i-|— =i+?+^  +  ...+r. 

Zieht  man  jetzt  auf  beiden  Seiten  den  Werth  -  ab,    und   sub- 

stituirt  fttr  §  eine  complexe  Grösse  cos  /?  +  i  sin  ß^  deren  Be- 
trag gleich  Eins,  die  aber  selbst  nicht  gleich  Eins  ist,  bei  der 
also  das  Argument  ß  nicht  gleich  Null  oder  einem  ganzen 
Vielfachen  von  27r  sein  darf,  so  gilt  die  Gleichung 

W  \Zt:'fV,T/f -'^='2  K»o./»^»i.^)+....(««/.-.i.i.W; 

nach  geschehener  Trennung  des  Reellen  und  Imagin&ren  erhält 
die  rechte  Seite  die  Gestalt 

(5)  -^  +  cos  /5?  -f  cos  2  /?  -f  . . .  -f  cos  n  j^ 

+  i  (sin  /5?  +  sin  2  /?  -f  ...  -♦-  sin  n  /S?), 
und  liefert  desshalb  als  reellen  Theil  ttir  ß^a  —  d^  die  in  Rede 
stehende  Summe.    Man  darf  den  Nenner  der  linken  Seite  von  (4) 
durch  Einführung  des  halben  Winkels  ß  so  umformen 

(6)  1  —  co8/J=2sin»-f-,  8in/9= 2sin  -^  cos  -|-> 
1  — C08/J  — isin/?= — 2»sin-~(co8-^+i8inY)' 
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und  erhält  mithin,  indem  der  Zähler  und  Nenner  von  (4)  mit 
dem  Factor  cos  ^ — •8^°  o   niultiplicirt  wird,  den  Ansdrack 

cos  2  - « sin  2-  -  (^cos  -  -  -^-i    +  ,B,n  ^^'-j       j 

(7)  -—-^  .-, 

—  24sin-^ 
2 

dessen  reeller  und  imaginärer  Theil  beziehungsweise  den  reellen 
und  imaginären  Theil  von  (5)  darstellt.  So  gelaugt  man  zu  den 
Gleichungen 

.  (2n+l)/? 

(8)  — —       =— +co8/^  +  cos2/t?+ ...  +  cosn^'if, 

2sin|  2 

cos  — -co8^^-- 

(8*) ^— ^ =  sin/^+  sin2/^  + . . .  +  sinn/9; 

2  sin  -^ 
2 

vermöge  der  erstem  geht  bei  der  Substitution  /?=«  —  ;>  das 
Integral  (2)  in  das  Integral 

-       .    (2n+l)(a-^ 
sm _ 


^> 


(9)  ^/rt«) — — „--r--''" 

«^  2  sin      ^ 

-*  2 

Über.    Dieses  lässt  sich  ferner  transformiren,  indem  statt  a  eine 

Variable  y=:-— —  eingeführt  wird.    Dann  ist  a  =  ^+2y,  für 

dct  tritt  das  Differential  2dy  ein,  die  Grenzen  der  Integration 

werden  respective  -    -        und  >  und»  statt  (9)   erscheint 

das  Integral 

(10)  l/>(i,  +  2y)?iH(i^^^i:dr, 

2 

dasselbe  ist  der  gesuchte  Ausdruck  der  Summe  von  den  (2n4-l) 
ersten  Gliedern  der  vorgelegten  trigonometrischen  Reihe. 

LipichiU,  Anmlyiii  II.  30 
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§  80.    BlflowMioii  eines  augezelohneten  eine  willkttrliolie 
Function  enthaltenden  bestimmten  Integrale. 

Die  Ermittelung  des  Greuzwerthes,  dem  sich  das  im  vori- 
gen §  mit  (10)  bezeichnete  Integral  nähert,  hängt  hauptsächlich 
von  der  Betrachtung  eines  Integrals  derselben  Gestalt  ab,  bei 
dem  die  eine  Grenze  gleich  Null,  die  andere  Grenze  gleich 
einer  positiven  Grösse  h  ist,  welche  zunächst  gleich  oder  kleiner 

TZ 

als  —  sein  möge.  Setzt  man  an  Stelle  des  Functionszeichens 
f{i>-\-2y)  das  einfachere  g>(y),  für  die  Zahl  2n  +  l  den  Buch- 
staben k  und  lässt  den  Factor  —  fort,  so  entsteht  das  Integral 

(1)  S=f<P(yy^-äy, 

0 

das  wir  jetzt  zu  erörtern  haben.  Der  Werth  des  Integrals,  welches 
aus  (1)  hervorgeht,  indem  die  Function  <f{y)  gleich  der  Einheit 

und  Ä  =  --    genommen  wird, 

TT 

(2)  ß^dy, 

0 

folgt  leicht  ans  der  Gleichung  (8)  des  vorigen  §.  Nimmt  man 
hier  ß=2,y,  so  kommt  die  Gleichung 

(3)  •  iM24±l)y  =  }  +  co82y  +  cos4y  +  .. .  +  co82ny, 

2  am  y  2 

welche  nach  ihrer  Ableitung  mit  Ausschluss  des  Werthes  y=0 
gilt,  bei  der  sich  aber  die  linke  und  rechte  Seite  für  einen 
gegen  die  Null  conyergirenden  Werth  von  y  demselben  Grenz- 

2  ii  A-  1  Ti 

werthe —  nähern.  Eine  von  0  bis  -^  ausgedehnte  Inte- 
gration der  linken  Seite  von  (3)  ergiebt  das  gesuchte  Integral, 
welches  in  dem  Integral  (20)  des  §  73  enthalten  und  somit  als 
berechtigt  erwiesen  ist.    Bei  der  Integration  der  Bestandtheile 

der  rechten  Seite  von  (3)  erzeugt  nur  die  Constante  -  den  von 
Null  verschiedenen  Werth  —  >    dagegen    jedes    andere   Glied 
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COS  2m/  das  nnbestimmte  Integral  — - — -j  folglich  durch  Ein- 

ftlhrung  der  Grenzen  0  und  ~  den   Werth  Null,  so  dass  aus 

der  Gleichung  (3),  nachdem  wieder  2n+l=k  gesetzt  ist,  die 
Bestimmung 


(4) 


/sin  ky  ,  n 


hervorgeht. 

Auf  die  Kenntuiss  dieses  Integrals  stutzt  sich  die  Unter- 
suchung des  Integrals  (1),  das  unter  dem  Zeichen  die  Func- 
tion ff  (y)  als  Factor  enthält,  und  dessen  Werth  fUr  eine 
wachsende  Zahl  k  zu  ermitteln  ist.  Die  Function  qp  (y)  soll  nun 
zuerst  die  Bedingung  erfüllen,  für  das  ganze  von  0  bis  h  ge- 
hende Intervall  endlich,  stetig,  ausserdem  positiv  zu  sein,  und 
mit  wachsendem  y  niemals  zu  wachsen,  das  heisst  entweder  ab- 
zunehmen oder  auch  in  einzelnen  Theilen  constant  zu  bleiben. 

Da  der  Factor  — —   in   dem   betreffenden    Intervall   ebenfalls 

sin  y 

Stets  positiv  bleibt,  so  wird  das  Vorzeichen  der  in  (1)  unter 
dem  Integralzeichen  befindlichen  Function  nur  durch  den  Factor 
sin  ky  bestimmt.    Theilt   man   das  Intervall  der  Integration  in 

eine  Folge  von  Intervallen,  die  sich  von  0  bis  -r-?  von  —  bis 
1  u.  s.  f.  und,  wenn  das  gröste   unter  h  liegende  Vielfache 

von  -     das  Z  fache  ist,  von  — —  bis  h  erstrecken,  so  durchläuft 

das  Argument  ky  die  entsprechenden  von  0  bis  rc,  von  n  bis 
27r,  u.  8.  f,  ausgedehnten  Intervalle;  die  Function  sin  ky  fällt 
deshalb  im  ersten  positiv,  im  zweiten  negativ  aus,  und  wechselt 
regelmässig  ihr  Vorzeichen.  Wenn  daher  die  von  0  bis  h  aus- 
zuftihrende  Integration  nach  einander  über  die  genannten  Theil- 
intervalle  erstreckt  wird,  so  erscheint  S  als  ein  Aggregat  von 
Integralen,  bei  denen  die  Function  regelmässig  abwechselnd 
nur  positiv  oder  nur  negativ  ist,  und  das  wir,  wie  folgt,  be- 
zeichnen 
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(5)  s  =  R,-R,  +  ..,  +-(- 1)'  R\', 
hier  ist 

(6)  B,  =  f^  (y)  ^y  <ly,  -R,  =  f^  O')'""''"  dy, 


0  n^ 

k 


0+1)^ 

(-iyE=/'</.(r)  ''!''ydy,...{-l)'R',=  f.r.iy)  -^'"^Idy. 


V^  /TT 


Da   bei    jedem    dieser  Integrale    das  Vorzeichen    des   Factors 

gl  ri  1?  *J 

ungeäudert  bleibt,  so  erhält  man  durch  den  Satz  (Vlll) 
sm/ 

des  §  25  Grenzen  für  den  Werth  des  einzelnen  Integrals,  indem 

R I  n  A'  1' 

man  über  den  Factor     .     -    innerhalb   des   betreffenden   Inter- 

valls  integrirt  und  das  Integral  resi)ective  mit  dem  grösten  und 
kleinsten  Werthe  der  Function  q(y)  multiplicirt.  Wegen  der 
vorausgesetzten  Eigenschaft  der  Function  (f{y)^  niemals  zuzu- 
nehmen, ist  der  Werth,  welcher  zu  der  unteren  Grenze  des  ein- 
zelnen Integrals  gehört,  stets  der  gröste,  der  zu  der  oberen 
Grenze  gehörende  Werth  stets  der  kleinste  innerhalb  der  Inte- 
gration vorkommende,  den  Fall  ausgenommen,  wo  beide  einander 
gleich  sind  und  der  Functionswerth  constant  bleibt.  Demnach 
bestehen  unter  Anwendung  der  Bezeichnungen 


(7) 


n  2n 

/k  pk 

sin/cy  ,  /   sin  Ar  , 

amy  ^      ^      smy 

0  n 

T 

/k  ph 

rfy,...(— 1)  (>'^=  /       .-      dy, 

vn  In 

Y  k 


die  Ungleichheiten 
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(8)  ,iP(0)e,     >«.>.r(  «  )c. 

0 

r(7)..S«.,>.(<-'>^).. 

Ofl'enbar    ist   das   Aggregat  der   in    (7)  eingefilhrtcn   Integrale 
L^leich  dem  Integral 


f,.V>»V..i        ^^V^ll.        IIIKV^J 


0 


sinÄ^r  , 


welches  für  ä  =  -^  in  (2)    übergeht  und   nach   (4)   den  Werth 

4M 

'    hat.    Wenn  daher  t  denjenigen  Werth   der  Zahl  l  bedeutet, 

dt 

welcher  zu  ä=  1   gehört,  so  gilt  die  Gleichung 

(^)  Y  =  Po-  P,  +  •  •  •  +  (-1)'  e  P 

hierbei  ist  zu  bemerken,  dass,  weil  ä  höchstens  gleich   '     sein 

darf,  die  Zahl  l  niemals  einen  grösseren  Werth  als  t  annehmen 
kann. 

Die  ])ositiven  Grössen  q^,  ^,,  ^g, ..  besitzen  die  Eigenschaft, 
dass  jede  derselben  kleiner  als  die  vorhergehende  ist.  Dies 
folgt  mit  Hülfe  des  vorhin  benutzten  Satzes  daraus,  dass  in 
jedem  der  Integrale  (7)  der  Factor  sin  Ity  sein  Vorzeichen  be- 
hält und  der  positive  Factor  .  mit  wachsendem  y  stets  ab- 
sin }' 

nimmt.  Der  Werth  ( — 1)*^,,  liegt  somit  zwischen  dem  Product  der 
Werthe  -      und       .  -  •  .—  in  das  über  den  Factor  sinfcy 

.      vn     -  .    (y\-\)7i 

sm     ,  sm    — , 

k  k 

genommene  Integral 
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/.    -      -  r      co8Äy-|  *        2(— 1)' 

k 

man  erhält  daher  die  folgenden  Ungleichheiten 

Sin  ---  

A; 

12  12 


^1 


.TT       Ä        '^^  .     2;i        Ä 

Bin-  sin   ■ 

k  k 

m 

1         2         '  1  2  ^ 

sm  -  ,-  •       sJö-^ — ; 

k  '  k 

die  an  einander  anschliessen  und  aus  denen  das  Behaup- 
tete folgt.  Der  numerische  Werth  q'^  des  letzten  in  (7)  auftre- 
tenden Integrals  bildet  keine  Ausnahme,  weil  das  entsprechende 

Intcgrationsintervall,  das  von  —  bis  h  geht,  sich  höchstens  bis 

ZU  einem  Werthe  A  =  ^--— -^  erstrecken  kann,  und  darum 

k 

(11)  Q',<Q, 

sein  muss,  mithin  gewiss  ^/_,>^',  ist.  Das  Gleiche  gilt  für 
die  letzte  in  (9)  vorkommende  Grösse  ^'^  welche  zu  der  Vor- 
aussetzung Ä=  rt  gehört. 

Hält  man  die  Ungleichheiten 

mit  dem  Umstände  zusammen,  dass  die  Function  q^{y)  bei  wachsen- 
dem Argument  nie  zunimmt,  so  zeigen  die  Ungleichheiten  (8), 
dass  unter  allen  Umständen  die  untere  Grenze  von  R^  grösser  ist 
als  die  obere  von  i?,,  u.  s.  f.,  dass  also  auch  jede  der  positiven 
Grössen  R^,  R{y.,.R*j  von  der  vorhergehenden  übertrofFen  wird. 
Hier  kommt  ein  Princip  zur  Anwendung,  welches  schon  in 
§  10  benutzt  ist  und  erlaubt,  falls  eine  Grösse  D  gleich  einer 
Summe  von  Gliedern  ist ,  deren  Vorzeichen  regelmässig  ab- 
wechseln  und   deren   numerische  Werthe   der  Reihe  nach   ab- 
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nehmen,  den  Werth  von  D  in  Grenzen  einzuschliessen.    Es  sei 

(13)  Z)  =  ^,-^,  +  ...  +  (-l)M,, 

(14)  A,>A,>A,      ...>^,>0, 

dann  liefert  die  Summe  einer  geraden  Anzahl  vom  ersten  ab 
auf  einander  folgender  Glieder  einen  kleinern,  die  Summe  einer 
ungeraden  Anzahl  vom  ersten  ab  auf  einander  folgender  Glieder 
einen  grösseren  Werth  als  D,  oder  es  gelten  die  Ungleichheiten 

iD >  Aq-- Ä^+  A^—  A^-h  ...  4-  ^2«_2     Am-l 

Vermöge  derselben  folgen  aus  (5)  fllr  jede  unter  l  liegende  un- 
gerade Zahl  2m  + 1  die  Ungleichheiten 

und  ebenso  aus  (9)  die  entsprechenden 


71 


(17)  { 


2"  >  ^0  ""  ^1  +  •  •  •  +  ^2m-2—  ^2«-l 


2m— 1 


2 

Die  beiden  Ungleichheiten  (16)  lassen  sich  mit  Hülfe  von  (8) 
erweitern,  und  zwar  die  erstere,  indem  statt  R^,  R^, . .  kleinere 
Werthe,  statt  R^^  R^^. ,  grössere  Werthe  gesetzt  werden,  die 
zweite  durch  das  umgekehrte  Verfahren.    So  ergiebt  sich 

ys<  9>(o)^o-9(^^j^i+- . '— y(-  ^Y  )g2m-i+y(   ^^"^   )g2«> 

oder  durch  Vereinigung  der  mit  gleichen  Factoren  versehenen 
Glieder 

Da  ferner  sowohl  die  Differenzen  ^o""^i)  Qi^Q^y*  wie  auch 
die  Differenzen  q^ — q^^  q^ — ^4?--  positiv  sind,  so  wird  die 
rechte  Seite  der  ersten  Ungleichheit  verkleinert  oder  keinen- 
falls     vergrössert,    wenn     man     statt     der     Functionswerthe 
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V\i)-"'V'\'"  "f.  1  den  keinenfalls  ZU  grossen  Wertli  7»  f  b 
und  die  rechte  Seite  der  zweiten  Ungleichheit  keinenfalls  verklei- 
nert,   wenn  man  statt  der  Functionswerthe  g»!^)?  •••<)pf  -v") 

den  schon  characterisirten  letzten  Werth  y  [  ^  ^  j  substituirt,  und 
es  kommt 

(21)       s<  *r  (0)  e -y  (l^)(e  _p,+ . .  .+Q^_,-ej; 

die  zweite  Ungleichheit  (21)  geht  durch  Addition  nnd  Snb- 
traction  des  Ansdrocks  y  f  — ^r^ )  Po '"  ♦'•<^  folgende  tlber 

(21*)  5<(.r(0)-y(-^--''-)),„4-  ^(2^-)(,_,,+,_.._,^_,  +  ,J. 
Die  Summen,  mit  denen  auf  der  rechten  Seite  von  (20)  und 
(21*j  der  Functionswerth  vi^Z^)  niultiplicirt  wird,  sind  be- 
ziehungsweise dieselben,  durch  welche  nach  (17)  der  Werth 
2  eingeschlossen  ist.  Ihr  Unterschied  ist  die  Grösse  q^^,  die 
sich  zufolge  (10)  zwischen  den  folgenden  Grenzen  befindet, 

(22) -^>Q    >—     ^ *^  • 

sin  -  ,  sm         "-    — 

Ä  k 

In 

die  Zahl  2w4-l  liegt  unter  ?,  die  Grösse         unter   A,    mithin 

auch    -  — , — --  unter  A.     Um  nun  zu  erkennen,  wie  sich  der 
k  ' 

Werth  S  bei  einer  über  jedes  Mass  wachsenden  Zsihl  k  verhält, 

kann  die  zugehörige  Zahl  2w-l-l  so  gewählt  werden,  dass  die 

Grösse  q.^^  beliebig  klein  wird.    Dies  geschieht,  indem  man  die 

Zahl  2w-hl  mit  A-  zusammen,  jedoch  in  solcher  Weise  wachsen 

lässt,  dass  der  Bruch —  abnimmt.     Wird    zum   Beispiel 

2  m  4-1  gleich  derjenigen  ungeraden  Zahl  genommen,  die  dicht 

unter  der  Quadratwurzel  aus  k  liegt,  so  ist  --^-. —  ■-  der  auf- 
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gestellten  Bedingung  gemäss  für  ein  genügend  grosses  h  kleiner 

als  die  gegebene  Grösse  A,  und  sinkt  für  ein  stets  zunehmendes  h 

unter  jede    noch    so  kleine  Grösse  herab.     Für  einen  beliebig 

2  w  -f  1 
kleinen  Wcrth  7 —  convergirt  jeder  der  beiden  Brüche 

2mn  (2w+  1)71 


.     2mn  .    (2rn  +  l)7i 

sin  -  -  sm  ^^^ ; — - 

k  k 

nach  g  1:3  gegen  die  Einheit;  daher  ist  wegen  (22)  die  Grösse 

Q^^^  zwischen   zwei   Grenzen   eingeschlossen,   deren   obere   von 

1  2 

j  deren  untere  von  ~ -t      beliebig  wenig  abweicht,  und 

hat  deshalb  unter  der  angegebenen  Voraussetzung  in  der  That 
einen  beliebig  kleinen  Werth. 

Leitet  man  also  aus  (17)  die  Ungleichheiten 

"TT 

(23)         e„  -  ß,  +  . . .  +  ej«_o—  ßj^i  >  Y  -  Pj«. 

(24)  eo—  Pi  +  •  •  •  -  P»_,  +  Q2m     <  2"  •*■  ^2», 

ab,  80  ist  klar,    dass  die  erstcrc  in  (20)  vorkommende  Samme 
grösser  als  ein  beliebig  wenig  unter  --  liegender,  die  zweite  in 
(21*)  vorkommende  Summe  kleiner  als  ein  beliebig  wenig  über 
-  liegender  Werth  ausfällt     Unter   den  über  h  und  m  getrof- 

2  tH  7t 

fenen  Voraussetzungen  nähert  sich  das  Argument  von  der 

positiven  Seite  her   der  Null,  folglich,  da  qp(y)  als  eine  stetige 

Function  ihres  Arguments  definirt  ist,  die  Differenz  ^f    ,  - 1  —  <r(0) 

(^ni  71  \ 
^ — 1  dem  Werthe  qp(0).  Auf  der 

rechten  Seite   von  (21*)  ist  die  DiflFerenz  qr(0)  — (jpI  j  mit 

der  Grösse  g^  multiplicirt,  die  auch  für  einen  über  jedes  Mass 
wachsenden  Werth  von  k  eine  gewisse  feste  Grösse  nicht  über- 
schreitet. Denn  aus  der  ersten  Ungleichheit  (17)  folgt  bei  dem 
Werthe  m  =  l  die  Bestimmung 
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e„ 

< 

71 

2^ 

Qx, 

ferner  ans  (10) 

Qt 

< 

1 

2 
'  k' 

mithin 

Bin^i- 
k 

71 

(25) 

Qo 

< 

71 

k 

.     n 
sm-z- 
k 

2 

71 

WO  der  zweite  Summand  der  rechten  Seite  fllr  ein  wachsendes  k 

2 
nach    dem   vorhin   angewendeten  Schlüsse   von  der  Grösse  — 

beliebig  wenig  abweicht,  folglich  eine  obere  Grenze  von  q^  be- 

71  2 

liebig  wenig  von  der  Grösse  --  H verschieden  ist.  Demnach 

2  TT 

nähert   sich   auf  der  rechten  Seite  von  (21*)   das   aus  q^  und 
der  Dififerenz   y(O)-— qn(-^^  )  gebildete Product  der  Null,  die 

Summe  ^^j — ^i +•••  ""^2111-1 +^2m  ^^"^  Werth  —7  auf  der  rechten 
Seite  von  (20)  die  Summe  ^o""Pi  "^- ••  + ^2w-2~" ^2-1-1  ebenfalls 

71 

dem  Werth    .  »    in    beiden   Ausdrücken    der    Functionswerth 

*]n(--jr — j  dem  Functionswerthe  qn(0).    Es  convergiren  also  die 

beiden  Grössen,   zwischen   denen   der  Werth   S  eingeschlossen 
ist,  für  eine  wachsende  Zahl  k  und  eine  angemessen  gewählte 

Zahl  2w  +  l  gegen  denselben  Grcnzwerth  —  y(0),  und  wir  er- 
halten  die  Bestimmung 

(26)  lim     /^(y)^dy  =  -J  9.(0). 

0 

Bei  der  Ableitung  dieses  Resultats  war  angenommen,  dass 
die  Function  (f{y)  für  das  Integrationsintervall  endlich,  stetig, 
positiv  und  niemals  wachsend  sei;  indessen  kann  man  die  be- 
treffenden Voraussetzungen  bedeutend  erweitern.  Es  sei  qf)(y) 
innerhalb  des  Integrationsintervall  endlich,  stetig,  stets  negativ 
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und  algebraisch   niemals   abnehmend,  dann    hat   die  Function 

—  (p{y)   diejenigen  Eigenschaften,   welche  vorher  der  Function 
(p{y)  beigelegt  wurden,   und  daher  gilt  die  Gleichung 


lim  .  /  ( — ( 


(27)  lim  .  j  {-<p{y))  ^dy  =  ^  (-<;p(0)); 

0 

diese  geht  aber,  indem  beide  Seiten  mit  der  negativen  Einheit 
multiplicirt  werden,  in  die  Gestalt  von  (26)  über.  In  (26)  ist 
ferner  der  Fall  mit  einbegrififen,  dass  (jp(y)  gleich  einer  positiven 
Constante  oder  vermöge  der  letzten  Erwägung  auch  gleich  einer 
negativen  Constante  sei.  Man  hat  also  für  eine  positive  oder 
negative  Constante  c  die  Gleichung 

(28)  \\m.fc^^^UY  =  -lc. 

/       smy  2 

0 

Wenn  nun  eine  Function  (p{y)  für  das  ganze  Intervall  endlich 
und  stetig  ist  und  niemals  wächst,  so  kann  stets  durch  Hinzu- 
addiren  einer  positiven  Constante  c  bewirkt  werden,  dass  (p{y)'^c 
ausser  den  genannten  Eigenschaften  von  y>(y)  noch  die  neue 
erhält,  stets  positiv  zu  sein;  wenn  dagegen  eine  Function  qp(y) 
für  das  ganze  Intervall  endlich  und  stetig  ist  und  niemals  ab- 
nimmt, so  lässt  sich  immer  eine  negative  Constante  c  so  wählen, 
dass  (p{y)-\-c  ausser  den  Eigenschaften  von  (p{y)  noch  die  neue 
bekommt,  stets  negativ  zu  sein.  Beide  Male  ist  daher  die  An- 
wendung der  Gleichung  (26)  auf  die  Verbindung  <3p(y)  +  c  be- 
rechtigt und  liefert  das  Ergebniss 


(29) 


lim  .  /(«r(y)  +  c))  -^dy  =  -l 7,(0)  +  y  c. 


0 

Die  linke  Seite  lässt  sich  durch  die  Summe  der  linken  Seite 
von  (28)  und  eines  mit  der  linken  Seite  von  (26)  übereinstim- 
menden Ausdrucks  ersetzen.  Daher  folgt  durch  Subtraction 
wieder  die  Gleichung 


im.  /<jr(y)-^~J^dr  =  y<r(0), 


(30)  lim 

welche  jetzt  für  jede  Function  q>{y)  erwiesen  ist,  die  von  y=0 
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big  y=Ä  endlich  und  stetig  ist  und  nicht  vom  Wachsen  zum 
Abnehmen  oder  umgekehrt  tibergeht. 

Für  den  beabsichtigten  Gebrauch  ist  es  wesentlich,  auch 
den  Werth  eines  Integrals  zu  bestimmen,  dessen  Function  die 
Gestalt  von  (30)  hat,  bei  dem  aber  die  Integration  mit  einem 
von  Null  verschiedenen  Werthe  beginnt.    Es  sei  q>{y)  Yon  y=g 

bis  y  =  Ä,   wo  0  <  flr  <  Ä  :^  —  ist,  als  eine  endliche,  stetige  und 

nicht  vom  Wachsen  zum  Abnehmen  übergehende  Function  ge- 
geben, so  dar!"  man  vorschreiben,  dass  ff  (y)  für  das  von  0  bis  g 
reichende  Intervall  unverändert  gleich  dem  gegebenen  Anfangs- 
werthe  g){g)  sei,  und  hat  dann  eine  Function  y(y),  die  von 
y=0  bis  y=^h  die  Bedingungen  unserer  Gleichung  (30)  erfüllt. 
Wendet  man  die  letztere  zuerst  für  das  von  0  bis  g,  darauf 
für  das  von  0  bis  h  reichende  Intervall  an,  so  kommt 

(31)     ^\m.Jq>{Y)'l^Jdy=^rrm,  Vm  f^(y)^^J dy  =  ^ f (0), 


lim  .  /  (/> 


0 

mithin  durch  Subtraction 

(32)  lim  .  /  </>  (y)  '2^'  dy  =  0. 

Man  findet  also,  dass  ein  von  g  bis  h  ausgedehntes  Integral, 
wofern  die  untere  Grenze  g  die  Null  tibertrifft  und  die  grössere 

TT 

obere  Grenze  li  nicht  tiber  —  liegt,  bei  wachsender  Zahl  7r 
gegen  die  Null  als  Grenzwerth  convergirt,  während  für  //  =  0 
nach  (30)  der  Grenzwerth  -^-7^(0)  erscheint. 

sin  A!  V 

Die  Function  ——'-  verwandelt  sich  bei  einer  Substitution 

sm  y 

y  =  ;r-'y\  weil  Jc  eine  ungerade  Zahl  bedeutet,  in  den  Ausdruck 

sin  Tcv 

-V— 7-;  iolglich  ist  ein  Integral  von  der  Gestalt  (32),  bei  dem  die 

Grenzen  g  und  A  zwischen  ^  und  rr  liegen,  vermöge  des  Satzes 
(V)  in  §  25  gleich  dem  Integral 
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•^— y 


n—h 

dessen  Gestalt  mit  (32)  Übereinstimmt,  und  dessen  Grenzen  sieh 


TT 

zwischen  0  und  ^  befinden.     Für  eine  wachsende  Zahl  Je  con- 

vergirt  dieses  Integral  unter  den  obigen  Voraussetzungen  gegen 

den  Grenzwerth  Null  oder  -  qp(/r),  jenachdem  h=7t  oder  kleiner 

iL 

als  7t  ist,  wodurch  der  Grenzwerth  eines  Integrals  (32),  bei  dem 
„  <flf<Ä<C/r  ist,    bestimmt  wird.    Ein  Integral  (32)  von  der 

bezeichneten  Beschaffenheit,  bei  dem  0^(7<-'<A^7i:  ist,  lässt 
sich  in  zwei  Integrale  zerlegen,  von  denen  das  erste  von  g 
bis  -  ,  das  zweite  von  -  bis  A  auszudehnen  ist;  nach  dem 
Obigen  nähert  sich  für  eine  wachsende  Zahl  k  das  erste  dem 
Werthe  Null  oder  ^-y(0),  jenachdem  g>^  oder  gleich  Null, 

das  zweite  dem  Werthe  Null  oder  -  g)(/r)  jenachdem  h<7t  oder 

gleich   n   ausfällt,    so   dass    flir    das   vorgelegte   Integral    die 
folgende  Bestimmung  des  Grenzwerthes  entsteht 
(34)  flr>0,    A</r;     0 

^  >  0,     A  =  TT ;     ^- <jp  (7r) 

^  =  0,     A  =  7r;     ^9>(0)+  ^qp(70- 

Mithin  können  alle  bisherigen  Ergebnisse  in  den  folgenden 
Satz  vereinigt  werden: 

Wenn  eine  Function  (p{y)  für  das  von  y==^g  bis  y=h  aus- 
gedehnte Intervall,  wo  0'<g<zh<^7c  ist,  willkürlich,  und  zwar 
endlich,  stetig  und  so  gegeben  ist,  dass  sie  nicht  vom  Wachsen 
zum  Abnehmen  oder  umgekehrt  übergeJU,  so  nähert  sich  das  Inte- 

/sin  A/ V 
q)(y)  - .       dy  für  eine  über  jedes  Mass  wachsende  Zahl  k 

9 


/• 
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einem  Grenewerthe,  der  bei  g>Oyh<:n  gleich  Null,  bei  g^Q^h<Z7c 

71  TL 

gleich        y(0),  bei  g>0^h=7c  gleich  y  q^{n\  bei  g=0,h=7i 

gleich  -|  y  (0)  -f  ^  (/>  (tt)  i^t. 

Das  in  Rede  stehende  Integral  zeigt  somit  die  Erscheinung, 
dass  für  einen  wachsenden  Werth  von  k  diejenigen  Theile  der 

Integration,  für  welche  in  dem  Factor      .   ^   der  willkürlichen 

Function  (p{y)  der  Nenner  nicht  verschwindet,  verschwindende 
Beiträge  liefern,  dagegen  die  Theile,  die  den  Werthen  y=0 
und  y=7c  nahe  liegen,  eine  solche  Bedeutung  gewinnen,  dass 
sie   allein  den  Grenzwerth   des   Integrals  hervorbringen.    Der- 

TT 

selbe  ist  das  Product  der  Constante  —  in    den   Functionswerth, 

welcher  beziehungsweise  zu  der  Stelle  ^=0  oder  der  Stelle 
y=n   gehört,   oder   auch   falls   beide  Stellen  vorkommen,  das 

Product  von  —  in  das  Aggregat  der  beiden  Functionswerthe. 


§  81.    Werthbestimmang  der  trigonometrischen  Reihe. 
Beispiel.    Bedingte  nnd  unbedingte  Oonvergenz  von 
Reihen,  insbesondere  von  trigonometrischen  Reihen. 

Indem  wir  jetzt  zu  dem  Integral  (10)  des  §  79  zurück- 
kehren, welches  gleich  der  Summe  der  2n  +  l  ersten  Glieder 
der  vorgelegten  trigonometrischen  Reihe  ist,  dürfen  wir  dasselbe 
als  die  Summe  von  zwei  Integralen  betrachten,  deren  Integration 

respective  von  der  unteren  Grenze  — ^ —  bis  zu  Null,  und  von 
Null  bis  zu  der  oberen  Grenze  — _ —  ausgedehnt  wird, 

/-IN       1     /  y/r»     c,  \  8in(2«+l)r  ,  1      /  ../r»       r.  N8in(2w+l)y  , 

(1)      -  /  f(^-h2y) — ^-^ — dy+    -    1  f(^  ^  2y)— K-  -  ~dy. 

71  J      ^  Sin}'  '        71    j   '  ^  '^        smy 

— ;r— ^  0 

2 

Wofern  ^,  wie  in  §  77  festgesetzt  wurde,   zwischen  —7r  und 
71   liegt ,   fällt    die   Grösse —  negativ,  die  GrOsse 
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positiv  aus,  so  dass  sich  zwischen  den  beiden  Werthen  die  Null 
befindet;   bei  dem  extremen  Werthe  ^= — n  verschwindet  die 

Grösse  -— — >    wodurch  das  erste,  bei  ^=7r  die  Grösse  — ^ — » 

wodurch  das  zweite  Integral  fortfällt.  Doch  reicht  es  nach 
einer  obigen  Bemerkung  hin,  den  einen  Werth  ^  =  — yr  beizu- 
behalten. Bei  der  Einführung  einer  neuen  Variable  y'=  — y 
verwandelt  sich  das  erste  der  beiden  Integrale  (1)  in  ein  Inte- 
gral von  derselben  Gestalt 


2 


2/)  — H — 7-^-^  »y  • 

'  ^  Bin/  ' 


Hier  wird  nach  dem  vorhin  benutzten  Satze  (V)  des  §  25  der 
Werth  des  Integrals  durch  Vertauschung  der  beiden  Grenzen 
mit  der  negativen  Einheit  multiplicirt.  Ersetzt  man  nun  der 
Uebereinstimmung  wegen  y*  durch  den  früheren  Buchstaben  y, 
so  geht  (1)  in  die  Summe  der  folgenden  Integrale  über 

nj  smy  nj     ^  smy  ' 

0  0 

Vermöge  des  für  die  Variable  ^  angenommenen  Umfanges 
—  n<,d^<Tc  hat  man 

(3)  0<— 2— <7r,     ^<:—^<n, 

so  dass  die  oberen  Grenzen  beider  Integrale  positiv  und  nicht 
grösser  als  n  sind.  Mithin  kann  man  den  Grenzwerth,  gegen 
welchen  jedes  Integral  für  eine  wachsende  Zahl  2«  +  l  con- 
vergirt,  unter  weit  reichenden  Bedingungen  durch  den  Satz 
des  vorigen  §  auffinden.  Die  nächst  liegende  im  Anfange  des 
§  ausgesprochene  Voraussetzung  war  die,  dass  /'(^)  in  dem 
bezeichneten  Intervall  eine  eindeutige,  endliche  und  stetige 
Function  von  ^  sei,  und  zwar  gehört  hier  zu  dem  Begriffe  der 
Stetigkeit,  da  die  Reihe  fllr  die  Argumente  —  /i  und  n  densel- 
ben Werth  annimmt,  dass  die  Werthe  der  gegebenen  Function 
/*(— TT-f-e)   und  /"C^  +  fi),   sobald   die   positive  Grösse  €  gegen 
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die  Null  abnimmt,  sich  demselben  Werthe  nähern.  Da  indessen 
die  Integrationen,  welche  zu  der  Herstellung  der  Coefficienten 
der  Reihe  in  (11)  des  §  78  erforderlich  sind,  nach  §  73  auch 
dann  ausgellührt  werden  können,  wenn  die  Function  f{i>)  an 
einzelnen  Stellen  des  Intervalls  Unterbrechungen  der  Stetig- 
keit erfährt,  so  darf  die  Frage  nach  der  Convergenz  und 
Werthbestimmung  der  trigonometrischen  Reihe  auch  auf  Func- 
tionen ausgedehnt  werden,  die  an  einzelnen  Stellen  unstetig 
sind.  Der  Satz  des  vorigen  §  erlaubt  eine  Beantwortung, 
wofern  die  Function  fijy)  überall  eindeutig  und  endlich  ist, 
nur  für  eine  beschränkte  Zahl  von  Werthen  unstetig  wird,  und 
ebenfalls  nur  für  eine  beschränkte  Zahl  von  Werthen  vom 
Wachsen  zum  Abnehmen  oder  umgekehrt  übergeht. 

Es  seien  e^  e^, . . .  e^_^  diejenigen  Werthe  von  y,  für  welche 
in  dem  ersten  Integral  (2)  die  Function  ({d^-^-^y)  unstetig  wird 
oder  vom  Wachsen  zum  Abnehmen  oder  umgekehrt  übergeht, 

ferner  sei  e^  =  — r—  •    Dann  ist  das  betreffende  Integral  gleich 

einer  Summe  von  Integralen,  deren  Grenzen  respective  0  und 
Cj,  e,  und  Cjj, . . .  Cy_j  und  e^,  sind,  und  auf  die  der  Satz  des  vori- 
gen §  Anwendung  findet.  Schliessen  wir  zunächst  den  Fall  aus, 
dass  ^=—71,  mithin  e^=7r  sei,  so  convergirt  bei  wachsender 
Zahl  2n-f-l  das  erste  Integral 


/ 


smy 


0 


71 

gegen  das  Product  von  —  in  den  Werth  der  Function,  der  einem 

positiven  abnehmenden  y  entspricht  und  mit  /*(i*>4-6)  bezeichnet 
werden  möge,  und  es  entsteht  durch  HinzufUgung  des  Factors 

-  der  Grenzwerth  ö/^(*+^)?  ^^  übrigen  Integrale,  bei  denen 

71  AI 

die   beiden  Grenzen   weder   gleich  Null    noch   gleich   n   sind, 
nähern    sich    dagegen    dem    Grenzwerthe    Null.     Mithin    stellt 

-f{d"\-e)  den  Grenzwerth  des  ganzen  ersten  Integrals  in  (2) 

dar.    Für  das  zweite  Integral   in  (2)  gilt  genau  dieselbe  Be- 
trachtung; indessen  kann  hier  verm()ge  der  zweiten  Ungleich- 
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lieit  (3)  die  obere  Grenze  mit  der  unteren  Grenze  Null  zusam- 
menfallen, so  dass  diese  Voraussetzung,  bei  der  das  ganze  zweite 
Integral  verschwindet,  auszunehmen  ist.  In  allen  übrigen  Fällen 
ergiebt  sich  als  Grenzwerth  des  genannten  Integrals,  indem  £ 
wieder  eine  positive  gegen  die  Null  abnehmende  Grösse  be- 
deutet, da  y  von  der  positiven  Seite  her  gegen  die  Null  convergirt 

und  die  Function  f{^  —  2y)  vorliegt,  der  Werth  ^f^^—s).  Die 

in  (2)  dargestellte  Summe  der  beiden  Integrale  convergirt  daher 

gegen  den  Grenzwerth  ^fiß^  4-6)  +  ^f{d'  —  c).   In  dem  bis  jetzt 

ausgeschlossenen  Falle,  wo  v^= — n  ist,  demnach  das  erste  In- 
tegral in  (2)  von  0  bis  7r  geht,  das  zweite  Integral  aber  gleich 
Null  wird,  hat  man  entweder  e,  gleich  tt,  dann  liefert  das  be- 
treffende Integral  für  eine  wachsende  Zahl  2«  -h  1  in  der  zuletzt 

gebrauchten  Bezeichnung  den  Grenzwerth  -/  ( — ^+f^)+-^f{^ — ß); 

oder  Cj  ist  nicht  gleich  tt,  dann  convergirt  das  erste  Theilinte- 

gral  gegen  ^f{ — /t  +  €),  jedes  zwischenliegende  gegen  die  Null, 

das  letzte  gegen  ^fi^^^)}  also  das  ganze  Integral  wieder  gegen 
den  Grenzwerth  --/'( — tt  +  e)  +  -ö  fi^i  —  e).     Man  darf  also 

£  Ja 

schliessen,  dass  unter  den  angeführten  die  Function  f{^)  betref- 
fenden Voraussetzungen  die  eugehörige  trigonometrische  Reihe  stets 
convergirt  und,  falls  d-  in  dem  angenommenen  Intervall  nicht 
gleich  —ti  ist,  den  Werth 

(4)  {(/•(^  + «)+/•(*-«)), 
falls  d^  =  ^  7t  ist,  den  Werth 

(5)  \in-rt+e)+f{7t-a)) 

ausdrückt.  Wenn  die  gegebene  Function  für  das  ausgewählte 
Argument  ^  stetig  ist,  so  nähern  sich  f(d^ — b)  und  f{d'  +  €)  bei 
abnehmendem  e  demselben  Werthef{x^),  welcher  also  durch  die  Reihe 
richtig  dargestellt  wird;  ebenso  erhält  man,  wenn  sich  die  Werthe 
f{ —  /r  4-  e)  und  f{n  —  e)  nach  der  Stetigkeit  an  einander  schliessen, 

Lipschiti,  AiiAlyii«  U.  31 
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cds  Werth  der  Reihe  den  gegebenen  Werth  der  Function,  welcher 
mit  f{ — 7i)  oder  f{n)  bezeichnet  werden  kann. 

Die  Bedeutung,  welche  dem  wiederholt  gebrauchten  Satze 
des  vorigen  §  inne  wohnt,  veranlasst  dazu,  noch  eine  Bemerkung 
über  das  Integral 

(6)  /liD(2n  +  l)y^ 

J       «ny 

0 

hinzuzufügen.  Für  die  obere  Grenze  ä=  -  wurde  der  Werth 
mit  Hülfe  der  obigen  Gleichung 

(7)  *!]^(?!Ltik==i4.2K50s2y4-2co84y+...+2co82ny 

gleich  —  gefunden;  andererseits  lehrt  der  erwähnte  Satz,   dass 

das  Integral  für  jeden  positiven  zwischen  0  und  ir  liegenden 
Werth  von  ä  bei  einer  wachsenden   Zahl  2w4- 1  immer  gegen 

den  Grenzwerth       convergiren  muss.    Nun  lässt  sich  aber,  so- 

bald  der  Ausdruck  der  rechten  Seite  von  (7)  in  das  Integral 
eingesetzt  wird,  die  Integration  der  einzelnen  Bestandtheile  von 
0  bis  zu  der  beliebigen  Grösse  h  vollziehert,  woraus  die  Gleichung 


(8)     ßM^Mr^y^h 

J  sin  y 


28in2A      28in4/i  28in2n;« 

2  4  2>i 


0 

hervorgeht.     Die   rechte  Seite   muss,   so   lange  0<:ä<:/i   ist, 

für  eine   wachsende   Zahl   n  den  Werth       ausdrücken.     Diese 

auffallende    Erscheinung    hängt    mit    einer   andern   zusammen, 
die  in  I,  §  120  beobachtet  wurde.    Setzt  mau  auf  der  rechten 

Seite  von  (8)  statt  h  den  Ausdruck  ^ J  >  so  bestehen  die  Un- 

gleichheiten 

(9)  -/r<i/;<7r, 

femer  wird 


sin  ("2  m  +  1")  2  A  =  sin  (2  m  4- 1)  (/f  —  i/ö  =  s»»  (2  m  +  1)  i//, 
sin  2  w .  2  Ä  =  sin  2  m  (/r  —  VO  =  ~  ^in  2  m  i/^ 

und  es  entsteht  das  Aggregat 
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,     .  n       V^    ,     .      .        Bin2i^  ,      -.«-isinni// 

(10)  --g-H-Sini/;--    2--   +...  +  (-1)       --   . 

Daas  diese  Summe  gegen  —  convergirt,  bedeutet  aber  dasselbe 

wie  die  Gleichung  (13)  des  angeführten  §,  welche  für  den  glei- 
chen Umfang  von  \\)  gilt  und  folgendermassen  lautet 

,^^.  xD         .      ,        sin  2  V/       sin  3  V/ 

(11)  f=8ini/; 2      "*■"  '3      +•••• 

An  der  citirten  Stelle  ist  hervorgehoben,  dass  die  vorliegende 
aus  der  logarithmischen  Reihe  abgeleitete  Reihe  flir  die  extre- 
men Werthe  i//=—  yr  und  ?/^=rr  nicht  den  auf  der  linken  Seite 
von  (11)  befindlichen  Ausdruck,  sondern  den  Werth  Null  dar- 
stellt und  daher  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erfährt. 
Allein  die  betreffende  Reihe  gehört  wieder  selbst  zu  den  trigo- 
nometrischen Reihen  und  kann  auch  als  ein  Beispiel  der  so  eben 
entwickelten  Theorie  aufgefasst  werden. 

Um  dies  deutlich  zu  machen,  möge  die  letztere  zunächst 
auf  ein  etwas  allgemeineres  Beispiel  angewendet  w^erden.  Es 
habe  die  gegebene  Function  /'(^)die  in  §  73  beiläufig  berührte 
Beschaffenheit,  dass  sie  in  dem  einen  Theile  des  Intervalls,  von 
—  n  bis  0,  gleich  dem  Ausdrucke  ersten  Grades  Z^  +  r,  in  dem 
anderen  Theile  des  Intervalls,  von  0  bis  tt,  gleich  J'^  +  r'  sei, 
wo  i,  r,  i',  r'  beliebige  Constanten  bedeuten.  Die  Coefficienten 
der  zugehörigen  trigonometrischen  Reihe  a^  und  6^  werden  nach 
den  Formeln  (11)  des  §  78  gebildet;  hierzu  dienen  für  das  von 
— TT  bis  0  gehende  Intervall  die  vermittelst  §  70  leicht  auszu- 
führenden unbestimmten  Integrationen 

(12)  /\la-¥r)da  =  ^*  +  ra, 

/io\      /*/7  \  t         i(        siniwa 

(13)  /  (ia  +  r)  coswada=  n      a— 

(14)  /  (?a +r)  sinfnarta=  q  —  a        — h  I 

und  für  das  von  0  bis  n  gehende  Intervall  die  entsprechenden 
Gleichungen,  in  denen  gleichzeitig  l  durch  l\  m  durch  m'  er- 
setzt wird.  Durch  Einführung  der  Grenzen  und  Addition  der 
erhaltenen  Resultate  erhält  man  somit  die  folgenden  Ausdrücke : 


cos  tna\         sintn« 


cos  m  a 

r      7 

m 
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(15)    {  a=  (^i:i:)^--;»'L",«>o 

-L  ti  .  7.«  cos  mn       r  —  r'   1  —  cos  m  n  ,. 

h==—(l  +  V) ,  iii>0. 

■•  m  n  m 

Da  cos  w  TT  für  jedes  gerade  m  gleich  der  positiven,  für  jedes 
ungerade  m  gleich  der  negativen  Einheit  wird,  also  auch  durch 
das  Zeichen  ( — 1)"*  ausgedrückt  werden  könnte,  so  folgt,  dass 
1  —  cos  w  TT  für  jedes  gerade  m  verschwindet,  liUr  jedes  ungerade 
gleich  2  wird.  Die  Function  f{d)  hat  bei  der  Annäherung 
des  Arguments  gegen  die  Null,  gegen  — /r  oder  +^,  falls  6 
wieder  eine  positive  abnehmende  Grösse  bedeutet,  respective 
die  Werthe 

/"(— 7rH-6)=      Z(— 7f  +  e)  +  r,  /"(/i: -*)  =  Z'(7r-*)  +  r'; 
folglich  ergiebt  die  trigonometrische  Reihe  für  ^  =  0  den  Werth 

lim.--   (/•(-*) +  /-(e))=r_+.^, 

für  iy  =  —  71  oder  n  den  Werth 

lim.  \  (/•(_«  +  ,)+/-(;._.))=_ll-.?l)-„ +'•-+'■'. 

Ehe  wir  die  Function  f{d)  durch  Annahme  von  Beziehun- 
gen zwischen  den  4  Constanten  ?,  r,  1%  r*  specialisiren,  haben 
wir  noch  einen  Umstand  hervorzuheben.  Wenn  die  gegebene 
Function  die  Bedingung  erfüllt,  ttlr  entgegengesetzte  Argumente 
denselben  Werth  anzunehmen,  so  verschwinden  die  sämmtlichen 
Coefficienten  ä^„  der  Sinusglieder 

6^  =  —  / f(a)  sin  m ad a, 


=iy?(«)8i 


weil  das  von  — tt  bis  0  und  das  von  0  bis  /r  genommene  In- 
tegral aus  gleichen  und  entgegengesetzten  Elementen  bestehen, 
und  es  bleibt  eine  reine  Cosinusreihe  zurück;  wenn  dagegen 
die  gegebene  Function  die  Eigenschaft  hat,  ttlr  entgegengesetzte 
Argumente  entgegengesetzte  Werthe  zu  erhalten,  so  verschwinden 
aus  entsprechenden  Gründen  die  sämmtlichen  Coefficienten  a^ 
der  Cosinusglieder 
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».=i/<" 


)  COS  ma da, 


—  Tt 


smm^ 


das  Glied  a^  eingeschlossen,  und  es  bleibt  eine  reine  Sinusreihe 
übrig.  Damit  in  dem  obigen  Beispiel  der  erste  Fall  f(P)=f{r~^) 
eintrete,  muss 

sein,  das  heisst 

(16)  V=--l,  r*=r', 

für  den  zweiten  Fall  f{&)~—f{—d')  ergiebt  sich  die  Bedingung 

Vd'  +  r'  =  l&  —  r, 
folglich 

(17)  l'  =  l,  r'=''r. 

Unter  der  letztern  Voraussetzung  wird  also  von  —  tt  bis  0  die 
Function  iv^+r,  von  0  bis  tv  die  Function  l&—r  durch  die 
reine  Sinusreihe 

(18)     T  (-2^(-^)--.i^-<^-(-^)':>)si 

iH=i  \  m  n  m  J 

mit  der  Beschränkung  dargestellt,  dass  sie  sowohl  für  ^=Owie 
auch  für  d^=±7t  den  Werth  Null  liefert.  Die  an  der  Stelle 
,*^=0  stattfindende  Unstetigkeit  hört  auf,  sobald  der  Constante 
r  der  Werth  Null  beigelegt  wird.  Dann  hat  die  gegebene  Func- 
tion für  das  ganze  von  —  7t  bis  /r  reichende  Intervall  den  Aus- 
druck l^y  während  sich  (18)  zu  der  Reihe 

( 18*)  "IT  — tll^ —  sin  m  ^ 

vereinfacht.  Entfernt  man  jetzt  sowohl  in  der  Function  wie  in 
der  Reihe  den  gemeinsamen  Factor  2  l  und  ersetzt  x>  durch  i/', 
so  erscheint  die  obige  Gleichung  (11),  deren  Ableitung  aus  dem 
gewählten  Beispiel  beabsichtigt  war. 

Die  Eigenschaft  der  trigonometrischen  Reihen,  willkürlich 
gegebene  unstetige  Functionen  darstellen  zu  können,  ist  deshalb 
so  überraschend,  weil  jedes  einzelne  Glied  der  Reihe  eine  stetige 
Function  des  Arguments  ist.  Wie  wir  sahen,  verhält  sich  die 
Reihe,  sobald  die  gegebene  Function  für  einen  Werth  d'=^x^o 
unstetig  ist,  in  der  Weise,  dass  sie  für  ein  um  eine  belie- 
big   kleine    positive    Grösse    d    über   ^„   liegendes    Argument 
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0-^-¥ö  die  Function  /'(^o  +  ^^X  ^^  ^^^  Argument  S^^—d  die 
Function  f{^^  —  ö),   dagegen   für   das  Argument  d^„  selbst  das 

1 
arithmetische  Mittel  lim  .  -  {f{^^  +  d)  +  /"(^,  —  d))    ausdrückt. 

Jeder  der  drei  Werthe  wird  erhalten,  indem  man  eine  hin- 
reichend grosse  Anzahl  in  der  oben  bezeichneten  Weise  auf  ein- 
ander folgender  Glieder  der  Reihe  addirt,  und  zwar  mögen  bei 
^o,  ^o-^^y  *«  — ^  respective  2n+l,  2n'  +  l,  2n"-i-l  Glieder 
erforderlich  sein,  damit  die  Darstellung  bis  auf  eine  und  dieselbe 
kleine  Grösse  genau  werde.  Würde  man  die  zu  ^h„  gehörende 
Zahl  2n+  1  festhalten  und  statt  des  Arguments  ^^  ein  um  die 
Grösse  q  verschiedenes  Argument  ^o  +  ^  ^^^^  *o""^  substitui- 
ren,  so  bewirkte  die  Stetigkeit  der  sämmtlichen  2n  + 1  ersten 
Glieder  der  trigonometrischen  Reihe,  dass  für  einen  genügend 
kleinen  Werth  von  g  das  ganze  Aggregat  einen  Werth  bekäme, 
der  von  dem  zu  ^=^o  gehörenden  Werth  beliebig  wenig  ab- 
wiche. Aus  diesem  Grunde  würde  die  Summe  der  2«  + 1  ersten 
Glieder  einen  Werth   darstellen,    welcher  von   dem  zu  ^=^o 

gehörenden  Werthe  lim.  _  (/'(^o+^)+A^ü~~^))  l^^l^^b^S  w®^*g 

verschieden  wäre.  Weil  aber  nachgewiesen  ist,  dass  bei  dem 
vorhin  characterisirten  Argument  ^^  +  d  die  2n'  +  1  ersten  Glie- 
der der  vorliegenden  Reihe  den  Werth  f{d^^+d)  darstellen, 
welcher  von  dem  vorhin  bezeichneten  Werthe  um  eine  endliche 
Grösse  diflferirt,  so  muss  die  hierzu  erforderliche  Zahl  2n'-f  1 
weit  grösser  als  die  Zahl  2n-f  1  sein.  Für  die  zu  dem  Argu- 
ment t^„— d  gehörende  Zahl  2n"-fl  ergiebt  sich  auf  gleiche 
Weise,  dass  2n-fl  von  derselben  übertroflFen  werden  muss. 
Hiernach  leuchtet  es  ein,  dass  die  Darstellung  von  Werthen, 
die  bei  abnehmenden  Unterschieden  der  Argumente  um  endliche 
Grössen  von  einander  abweichen,  nur  dadurch  zu  Stande  kommen 
kann,  dass  eine  immer  grössere  Anzahl  der  auf  einander  folgen- 
den Glieder  der  trigonometrischen  Reihe  addirt  wird.  Dieses 
Resultat  lässt  sieh  auch  durch  directe  Betrachtung  des  obigen 
Ausdrucks  (1)  bestätigen,  welcher  die  Summe  der  2«+l  ersten 
Glieder  der  trigonometrischen  Reihe  als  eine  Summe  von  zwei 
bestimmten  Integralen  wiedergibt,  und  von  dem  die  gefundene 
Werthbestimmung  ausging.    Ausserdem  sieht  man  ein,  dass  die 
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vorläufige  Annahme,  welche  in  §  78  über  die  Art  der  Conver- 
genz einer  trigonometrischen  Reihe  gemacht,  dagegen  bei  der 
mit  §  79  beginnenden  Untersuchung  mit  ausdrücklichen  Worten 
aufgehoben  wurde,  in  der  That  nicht  zutrifft,  sobald  die  zu 
entwickelnde  Function  an  einzelnen  Stellen  unstetig  ist. 

Bei  dem  vorgetragenen  Convergenzbeweise  der  trigono- 
metrischen Reihe  ist  es  wesentlich,  dass  zu  dem  Anfangsgliede 
eine  Ani^.ahl  der  nach  den  Vielfachen  des  Arguments  geordneten 
auf  einander  folgenden  Gosinusglieder  und  die  gleiche  Anzahl 
der  ebenso  auf  einander  folgenden  Sinusglieder  zusammen  addirt 
wird,  um  den  Ausdruck  zu  erhalten,  dessen  Grenzwerth  bei 
fortdauerndem  Wachsen  jener  Anzahl  als  die  Summe  der  Reihe 
definirt  ist. 

Dieser  Umstand  hängt  mit  einem  wichtigen  Unterschiede 
zusammen,  der  bei  convergenten  Reihen  vorkommt,  und  von 
Dirichlet  in  §  1  der  Arbeit:  Beweis  des  Satees ,  dass  jede 
unbegrenzte  arithmetische  Progression,  deren  erstes  Glied  und 
Differenz  ganze  Zahlen  ohne  gemeinschc^tlichen  Factor  sind,  un- 
endlich viele  Primzahlen  enthalt,  Abhandl.  der  Berliner  Aca- 
demie  vom  J,  1837,  hervorgehoben  ist.  Nach  den  Bezeichnun- 
gen von  I,  §  105  seien  c^,  c,,  Cg, ...  bestimmte  reelle  Grössen 
und  s^  für  jede  Zahl  q  deren  Summe, 

(19)  «,  =  Co  +  Cj  +  . . .  +  c,. 

Die  Convergenz  derselben  bei  unendlicher  Ausdehnung  sei  da- 
durch festgestellt,  dass  die  Differenz  s^^^  —  s^  die  Eigenschaft 
hat,  lilr  einen  hinreichend  grossen  Werth  von  q  und  für  jeden 
Wcrth  von  /  numerisch  kleiner  als  eine  beliebig  kleine  Grösse 
tu  zu  werden.    Dann  können  die  in  der  Differenz 

(20)  s,+,  -s^  =  c^+i  +  c^+2  +  •  •  •  +  ^,+/ 

zusammengefassten  Glieder  ein  doppeltes  Verhalten  zeigen.  Ent- 
weder ist  es  mr>glich,  aus  denselben  eine  Folge  von  Gliedern 
heraus  zu  heben,  deren  Summe 

(21)  C^,  4-  C^..  +...-{-  C^it) 

die  gegebene  kleine  Grösse  to  numerisch  um  eine  von  oj  unab- 
hängige endliche  Grösse  übertrifft,  oder  dies  ist  nicht  möglich. 
In    dem    ersten    Falle    erhält   man    nach    Weglassen   der   mit 
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^4')  ^9" 9  •  •  •  ^^c^)  bezeichneten  Glieder  darcfa  Zusammenfassen 
der  übrig  bleibenden  eine  Summe,  deren  Wertb  von  dem 
Grenzwertb  der  Summe  s^^,  um  eine  von  w  unabhängige  end- 
liche Grösse  abweicht,  in  dem  zweiten  Falle  kann  dies  nicht 
geschehen.  In  dem  ersten  Falle  sagt  man,  dass  die  unendliche 
Reihe  nur  in  der  gegebenen  Anordnung  oder  bedingt,  in  dem 
zweiten  Fälle,  dass  sie  unabhängig  von  der  gegebenen  Anordnung 
oder  unbedingt  convergire, 

Zm.  der  Gattung  der  unbedingt  convergenten  Reihen  gehören 
alle  diejenigen,  aus  denen,  falls  alle  Glieder  absolut  genommen 
werden,  convergente  Reihen  entstehen.  Denn  unter  dieser  Annahme 

muss,  wofern  der  absolute  Werth  von  c  mit  Ycl  bezeichnet 
wird,  das  zu  (20)  gehörende  Aggregat 

(22)  »^(^* V  ^{c,j'+ . . .  +  /(^ 

für  ein  hinreichend  grosses  q  und  ein  beliebiges  t  kleiner  als 
eine  beliebig  kleine  Grösse  o  sein.  Nimmt  man  nun  das 
zu  einer  beliebigen  Gruppe  von  Gliedern  (21)  gehörende  Ag- 
gregat 

(23)  »/?:+,/^,+  . ..+!/?- 

so  ist  dasselbe  nothwendig  in  (22)  enthalten  und  deshalb  nume- 
risch kleiner  als  die  Grösse  w.  Weil  aber  der  numerische 
Werth  von  (21)  immer  kleiner  und  nur  im  Falle  von  lauter 
gleichen  Vorzeichen  gleich  (23)  ist,  so  muss  der  erstere  eben- 
falls kleiner  als  w  sein,  wie  zu  beweisen  war.  Die  Eigenschaft 
einer  Reihe,  dass  die  absoluten  Werthe  ihrer  Glieder  ebenfalls 
eine  convergente  Reihe  liefern,  ist  in  I,  §  109  vorausgesetzt, 
um  das  Verfahren  der  Multiplication  von  zwei  unendlichen 
Reihen  zu  begründen.  Ferner  wird  daselbst  die  aus  dem  Satze 
(III)  in  I,  §  107  fliessende  Folgerung  benutzt,  dass  eine  Potenzreihe 
(24)  Co  +  c,  a;  +  c,  a;*  +  . . . , 

bei  der  die  absoluten  Werthe  der  mit  einer  positiven  Grösse  9i 
gebildeten  sämmtlichen  Grössen  c^,  c^  9t,  c^  JR*, . . .  unter  einer 
festen  Grösse  ®  bleiben,  für  alle  Werthe  von  x,  deren  absoluter 
Werth  kleiner  als  K  ist,  convergirt,  und  bei  Ersetzung  aller 
Glieder  durch  deren  absolute  Beträge  eine  convergente  Reihe 
ergiebt,  mithin  unbedingt  convergirt. 
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Um  das  Vorhandensein  der  ersten  Gattung  von  Reihen 
nachzuweisen,  mö«;en  mit  derselben  positiven  Differenz  d  und 
zwei  verschiedenen  positiven  Anfangsgliedern  a  und  y  zwei 
arithmetische  Reihen  gebildet,  aus  diesen  durch  Division  in 
die  Einheit  harmonische  Reihen  abgeleitet,  und  die  Glieder  der 
ersten  positiv,  die  der  zweiten  negativ  genommen  werden;  dann 
entsteht  die  Summe 

m=n  -I  11=9  1 

(25)  Z-T-T^-TVi-    Z 


=  1  a  +  (m--l)(^  »=i  y+(w--l)* 
Jede  der  beiden  hier  vereinigten  harmonischen  Reihen  ist  nach 
§  31  so  beschaffen,  dass  sie  filr  eine  wachsende  Gliederzahl 
eine  über  jedes  Mass  wachsende  Grösse  ausdrückt,  dass  aber 
die  Differenz  der  Reihe  und  eines  dort  angegebenen  mit  der 
Gliederzahl  wachsenden  Ausdrucks  gegen  einen  festen  Grenz- 
werth  convergirt.  Nach  der  dortigen  Gleichung  (17»)  gilt  für 
eine  ohne  Ende  wachsende  Zahl  n  mit  beliebiger  Genauigkeit 
die  Gleichung 

und  ebenso  für  eine  stets  wachsende  Zahl  ^, 

<^>     "i  ,  W=T)7  -  7"*('  -  "-"7)=  7  *  ©• 

Unter  den  gleichen  Voraussetzungen  wird  also  die  Summe  (25) 
beliebig  genau  durch  den  Ausdruck 

(28)  1. log  (!  +  („- l)^)-ilog(l  +  (|,-l)-J) 

dargestellt.  In  dem  ersten  Bestandtheil  darf  die  Differenz  der 
beiden  Logarithmen  durch  den  Logarithmus  des  Quotienten 
ersetzt  werden,  so  dass  nach  Division  mit  8  die  Grösse 

1     ^+("-1)' 

(29)  }log \ 

\l+(p-l)| 

entsteht,  während  der  zweite  Bestandtheil  von  den  Zahlen 
n  und  p  unabhängig  ist.  Der  Werth  von  (29)  richtet  sich 
nach  dem  Gesetze,   nach   welchem  man  die  Zahlen  n   und  p 
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wachsen  lässt.  Wird  n=^p  genommen,  wobei  die  Summe  (25) 
gleich    viele    auf   einander    folgende    positive    und    negative 

Glieder    enthält,    so    convergirt  (29)   gegen  -jlog(-)  und  die 

Summe  (25)  gegen  den  Werth 

w  i('°K^-)*H7)-Hi))- 

Bei  jeder  beliebigen  Zunahme  der  Zahlen  n  und  p  nähert  sich 
jede  der  beiden  Diflferenzen 

(31)  log  (l  +  (n- 1)  -^)  -  log  (n)  -  log  (  '  ) , 

log  (\+{p- 1)  -^)  -  log(i>)  -  log  (  J  ) , 
der  Null,  weshalb  der  Werth  (29)  von  der  Grösse 

(32)  -  _5^A___  V  «_Z 

beliebig   wenig  abweicht.    Es   hängt  aber  der  Ausdruck  (32) 

durchaus  von  dem  Verhältniss  der  Zahlen  —     ab,    und    kann, 

P 

indem  man  diesem  einen  angemessenen  festen  Werth  vorschreibt, 
gleich  jeder  beliebig  gegebenen  Grösse  gemacht  werden.  Statt 
(28)  erscheint  somit  der  Ausdruck 

Ein  Beispiel  bietet  die  trigonometrische  Reihe,  durch  welche 
unter  (12)  in  I,  §  120  für  ein  von  —  ti  bis  +  tt  gehendes  Argu- 
ment x%  jedoch  mit  Ausschluss  der  Grenzwerthe,  die  Function 
log  )/2^  2  cos  »*/  ausgedrückt  ist, 

(33)  log  1^2  4-  2  c^^  =  cos  ^  —  [  GO920^  -f  [  cos  3/>  T ... 

Für  ^  =  0  ergiebt  sich,  da  nach  der  Anordnung  der  rechten 
Seite  eben  so  viele  Glieder  mit  negativem  wie  mit  positivem 
Vorzeichen  zu  nehmen  sind,  das  für  eine  ohne  Ende  wachsende 
Zahl  n  geltende  Resultat 

m  =  ii  1  fii=N         1 

(34)  log2=  2:   o        r-  2:  -^r — 

Die  einzelnen  Reihen  entstehen  aus  (25)  durch  die   besonderen 
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Werthe  a=:l,  -'  =  2,  <J=2;  ihre  Verbindung  entspricht  der  Vor- 
aussetzung n=2).  Da  tlUr  diesen  Fall  der  Werth  von  (25)  in  (30) 
dargestellt  wird,  so  hat  man  die  Gleichung 

(35)  log2  =  ^(log2-fi/;(-2-)-i//(l)). 

Wofern  in  (25)  das  Verhältniss         nicht    gleich    der    Einheit, 

sondern  beliebig  bestimmt  ist,  wird  (25)  durch  den  in  (28a) 
angegebenen  Werth  ausgedrückt,  der  gegenwärtig  gleich  dem 
folgenden  ist, 

(36)  I  (log  (^  ]  +  log  2  +  .^  (1)  -  ,/;  (1)) . 

Mit  Berücksichtigung  von  (35)  folgt  hieraus  das  für  ein  be- 
liebiges Gesetz  des  Wachsens  der  Zahlen  n  und  p  geltende 
Resultat 

Bei  einer  Anordnung,  in  welcher  immer  doppelt  soviele  posi- 
tive als  negative  Glieder  genommen  werden 

(38)  i  +  |_|+l  +•._!  +  ..., 

3 
also  n^=2p  ist,  entsteht  demnach  der  Werth    ^^  log  2. 

Aus  dem  Vorhergehenden  leuchtet  ein,  dass  die  Convergenz 
der  trigonometrischen  Reihen  sehr  wohl  eine  von  der  Anordnung 
abhängige  oder  bedingte  sein  kann.  Zugleich  hat  es  ein  grosses 
Interesse,  eine  allgemeine  Bedingung  kennen  zu  lernen,  unter  der 
eine  trigonometrische  Reihe  unbedingt  convergiren  muss.  Eine 
solche  besteht  darin,  dass  von  der  darzustellenden  Function 
f{0-)  verlangt  wird,  für  das  von  — n  V\%  n  ausgedehnte  Inter- 
vall des  Arguments  überall  eindeutig  bestimmt,  endlich  und 
stetig  zu  sein,  ferner  einen  eben  solchen  ersten  Differential- 
(luotienten  f  (^),  und  einen  überall  eindeutig  bestimmten  end- 
lichen   zweiten    Differentialquotienten  f'*(ß^)   zu    haben*);    die 


*)  Vgl.  Biemann,  über  die  DarsteUbarkeit  einer  Function  durch  eine 
trigonometrische  Beihe,    Göttingen  1867. 
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Stetigkeit  nmfasst  hierbei  wieder  die  Eigenschaft,  dass  für 
^=  — /r  und  ^  =  7r  derselbe  Werth  eintritt.  Vermöge  der 
angegebenen  Voraussetzung  lassen  sich  die  in  (11)  des  §  78 
aufgestellten  Ausdrücke  der  Coefficienten  a^  und  b^  fttr  m>l 

durch  theilweise  Integration  umformen.    Da 


/sinmaX  /cosmaX 

_     \     »>     /      .„^ \     m     ) 


(40)    { 


(39)  cos  ma  =  — ^^3 -9  sin ma= , 

da  da 

ist,  so  kommt 

/  f{a)co9mada=      f{ct)—- /  f* (a)         --da, 

r ^tf  .  sinma  ,  -,,  .  cosm«   ,      C mi  \  costna  , 

/r(«)  ^  da=-r{a)  ^i— +  /  r  («)  — ,  <i«i 

/  f(a)sinmada  =  '-f  («)-   -  —  +    /  f  («)    ^T" ^«» 

/^w  V  cosma   ,  -.,  .  sinina  /*/.,./  \  sinwa   , 

A«)  -^— ^«=  r(«)  -i —  /r(a)  -,-d«- 

Die  von  den  Integralzeichen  freien  Ausdrücke  liefern  bei  der 
Einflihrung  der  Integrationsgrenzen  — n  und  7t  verschwindende 
Resultate,  was  ohne  die  vorhandenen  Stetigkeitsbedingungen 
nicht  überall  der  Fall  sein  würde,  und  es  entstehen  für  mVl 
die  Ausdrücke  der  Coefficienten 


a.  =-  I  f(a)co^ma(la  =  — 


n  n 

—  /  f'Ms\nmada= —    ,      //'"(o)coswa  da 


(41)/ 

n"  n"  n^ 

b^=-  /  f(a)H\nmada=      —  /  f*(a)oosmada  =  —    i-     //*"(a)  sinma  da 
"       n  I  '  ^  ^  mn  I  m*n  1  '    ^  ' 

— Tt  —n  —n 

Der  Werth   von  jedem  der  beiden  letzten  Integrale  wird 
numerisch  vergrössert,    indem  man  statt  /""(a)  eine  numerisch 

zu  grosse  Constante  -  >   statt  coswa  und  sinma    die  positive 

Einheit  substituirt  und  dann  integrirt,  wodurch  sich  bei  beiden 


die  Grösse    -^  ergiebt. 


Aus  diesem  Grunde  sind  a^  und  h^  für  jeden  Werth  von 

m  ausser  m^O  numerisch   kleiner  als    -=^«      Wenn    daher   bei 

m' 
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der  zugehörigen  Reihe  die  21  nächsten  Glieder  betrachtet  wer- 
den, welche  auf  die  (2«+  1)  ersten  folgen,  so  ist  die  Summe 
ihrer  absoluten  Werthe,  da  die  absoluten  Werthe  von  cosm^ 
und  sinm^  niemals  die  Einheit  übertreffen,  niemals  grösser  als 
die  Summe  der  absoluten  Werthe  ihrer  Coefficienten,  die  letztere 
jedoch  kleiner  als  die  Summe 

(42)  T-i^-^T-l^-f...-^       '®      ■ 


(n+\y    •    (w  +  2)» {n  +  iy 

Nach    einer   in   §   31   gemachten  Bemerkung   hat  jedoch  (42) 

2® 
für  jedes  /  einen  Werth,  der  unter  der  Grösse Hegt,  mithin 

für  eine  hinreichend  grosse  Zahl  n  beliebig  klein  wird.  Des- 
halb convergirt  die  trigonometrische  Reihe  unter  der  ange- 
gebenen Voraussetzung,  wie  behauptet  worden,  auch  fllr  die 
absolut  genommenen  Werthe  ihrer  Glieder  oder  unbedingt. 
Zugleich  wird  durch  den  Umstand,  dass  das  Aggregat  der  21 
auf  die  2n  +  1  ersten  folgenden  Glieder  der  Reihe,   wie  gross 

2® 
auch  {  sein  möge,  für  jedes  Argument  d-  kleiner  als  —  ist,  die 

ti 

vorläufige   Bedingung  aus  §  78    erfüllt,  welche  auch  mit  der 

Bedingung  zusammenfällt,  die  in  I,  §  108  der  dortigen  Summe 

(15)  auferlegt  ist. 

Entwickelt  man   unter   der   gleichen   für  f(d^)  gemachten 

Voraussetzung   den  DiflFerentialquotienten  f'(Jf)  und  /'"(^)   in 

eine   trigonometrische   Reihe,   so   nimmt   der   erste   Coefficient 


iy?'(«)d« 


und  ^r-  if*'{a)da   durch    Ausführung  der   Inte- 


—n  —n 


gration  den  Werth  Null  an,  und  die  Beobachtung  der  Glei- 
chungen (41)  lehrt,  dass  die  fllr  f*{d)  und  f"{S)  erhaltenen 
Reihen  gleich  denjenigen  sind,  welche  aus  der  fllr  f{d)  aufge- 
stellten trigonometrischen  Reihe  respective  durch  einmalige 
und  zweimalige  DiflTerentiation  der  einzelnen  Glieder  hervor- 
gehen. 
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Capitel  XL 

Dlfferentialgleichnngen  mit  einer  nnabliängigeii  Tariable. 

§  82.    Elnthellmiff  der  Differentialfflelohiuigeii. 

Die  Aufgabe,  eine  gegebene  Function  fix)  in  Bezug  auf 
die  Variable  x  zu  integriren,  ist  in  §  17  durch  die  Forderung 
definirt  worden,  eine  Function  y  von  x  zu  bestimmen,  welche 
der  Gleichung 

genügt.  In  dieser  Gleichung  haben  wir  ein  besonders  einfaches 
Beispiel  einer  Relation,  bei  welcher  die  Diiferentialquotienten 
zu  suchender  Functionen)  in  Bezug  auf  eine  oder  mehrere  unab- 
hängige Variable  genommen,  mit  den  Variabein  und  Functionen 
verbunden  vorkommen,  und  die  man  eine  Differentialgleichung 
nennt.  Sowohl  wenn  eine  Differentialgleichung  als  auch,  wenn 
ein  System  von  Differentialgleichungen  gegeben  ist,  wird  die  Be- 
stimmung der  verlangten  Functionen  als  Integration  bezeichnet, 
und  die  Untersuchung  aller  hierbei  entstehenden  Fragen  als  ein 
Gegenstand  der  Integralrechnung  angesehen. 

Der  durchgreifendste  Unterschied,  welcher  bei  den  Diffe- 
rentialgleichungen auftritt,  rtthrt  von  der  Anzahl  der  unab- 
hängigen Variabein  her.  Existirt  nur  eine  unabhängige  Va- 
riable, so  können  die  zu  suchenden  Functionen  nur  in  Bezug 
auf  diese  diflferentiirt  werden,  es  kommen  deshalb  nach  dem 
in  §  45  erklärten  Sprachgebrauche  nur  gewöhnliche  Differential- 
Quotienten  vor,  und  die  betreflFenden  Differentialgleichungen 
heissen  gewöhnliche  Differentialgleichungen.  Wenn  dagegen 
mehrere  unabhängige  Variable  vorhanden  sind,  so  können  nach 
dem  angeführten  §  von  den  zu  suchenden  Functionen  in  Bezug 
auf  einzelne  Variable  und  auf  Combinationen  derselben  partielle 
Differentialquotienten  genommen  werden ;  insofern  werden  die  be- 
züglichen Differentialgleichungen  partielle  Differentialgleichungen 
genannt.  Gegenwärtig  beschäftigen  wir  uns  lediglich  mit  der 
ersteren  Gattung. 

Bei  den  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  kommt  erstens 
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die  Anzahl  der  anfzasuchenden  FnnctioHen  und  zweitens  die 
Ordnung  der  von  denselben  nach  der  unabhängigen  Variable 
genommenen  DiflFerentialquotienten  in  Betracht.  Denken  wir  uns 
zunächst,  dass  nur  eine  Function  y  von  der  unabhängigen 
Variable  x  vorliege,  und  dass  die  auf  einander  folgenden 
DiflFerentialquotienten  bis  zu  der  p  ten  Ordnung  einschliesslich 
gebildet  seien,  dann  liefert  das  Verschwinden  einer  aus  rr,  y 
und  diesen  DiflTerentiaiquotienten  zusammengesetzten  Function  g 
die  Gleichung 

/o\  (^^y    d^~  y        äy       \    n 

(2)  ^(-7'  —A'"'^~'y^^]'=^^ 

\dx^      dx  ^^         / 

welche  nach  dem  Range  des  höchsten  Diiferentialquotienten  eine 
Differentialgleichung  der  p  ten  Ordnung  genannt  wird.  Aus  der 
Gleichung  (2)  ist  eine  Bestimmung  des  höchsten   DiflTerential- 

d  tj 

quotienten  — ^   durch  x^  y,   und  alle   niedrigeren   DiflFerential- 
dx 

(luotienten  abzuleiten,  welche  Aufgabe  der  Lehre  von  den  Glei- 
chungen angehört.  Sind  mehrere  Bestimmungen  zulässig,  so 
muss  jede  für  sich  untersucht  werden;  eine  einzelne  werde,  wie 
folgt,  angedeutet 

^=ii(^^Z  y      ^y 

dx  ^dx 

Dadurch,  dass  man  die  successiven  DiflTerentiaiquotienten  der 
Grösse  y  von  der  ersten  bis  zur  (p-~l)ten  Ordnung  als  neue 
von  X  abhängige  Variable  einführt,  kann  statt  (3)  ein  System 
von  p  DiflFerentialgleichungen  substituirt  werden,  in  welchem  nur 
DiflFerentialquotienten  der  ersten  Ordnung  vorkommen.    Es  sei 

/,x  dy  äy^  dy  ^^ 

^^)  dx=y^^  -rx=y^--  dx  =y^-- 

dann  verwandelt  sich  (3)  in  die  Gleichung 

^^"^  ~d?  ^  ^(yp-p  Vp^v  -Vv  y»  ^) ; 

jetzt  bilden  (4)  und  (5)  zusammen  ein  System  von  p  Differentiai- 
gleichungenj  in  welchen  die  nach  x  genommenen  ersten  DiflFeren- 
tialquotienten der  p  abhängigen  Variabein  y,  y^,  y^, . . .  y^_i  als 


(3)  ^.=^^(''^^---J:'y.4 

dJ^        \dj/  »'^        / 
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Functionen  von  diesen  selbst  und  der  unabhängigen  Variable  x 
gegeben  sind,  und  das  ein  System  der  pten  Ordnung  heisst. 

Mit  einem  System  von  /i  Differentialgleichungen,  in  welchem 
beliebige  Diiferentialquotienten  von  /<  Functionen  y,  je^, . . .  der 
Variable  x  vorkommen,  kann  eine  ähnliche  Reduction  ausge- 
führt werden,  wie  aus  der  Behandlung  eines  Systems  von  zwei 
Differential-Gleichungen 

j        ^^^  ^*  ^ 

^        fd'y  d'z  \ 

hervorgehen  wird.  Der  erste  Schritt  besteht  darin,  die  höch- 
sten Diiferentialquotienten  der  beiden  zu  suchenden  Functionen 

— ^  und  — -  durch  Auflösen  der  beiden  Gleichungen  (6)  als 
dar>  dx* 

Functionen  aller  übrigen  Elemente  auszudrücken,  was  wieder 
auf  mehrere  Arten  möglich  sein  kann;  eine  einzelne  Darstel- 
lung sei 


0 


(7) 


y,— Fl'- 

dx 
dx 


Für  den  Fall,  dass  in  den  Functionen  g^  und  g^  die  höchsten 

Differentialquotienten  — y  und nur  im  ersten  Grade  er- 

ax  Ol  x 

scheinen,  gelangt  man  zu  den  Gleichungen  (7)  durch  Auflösen 

von  zwei  Gleichungen  des  ersten  Grades,  wobei  nach  I,  §  71 

vorauszusetzen  ist,  dass  die  zugehörige  Determinante  einen  von 

Null  verschiedenen  Werth   habe.    Indem  nun  sowohl   die  suc- 

cessiven    Differentialquotienten   von  y  bis    zu    der   (p — Dten, 

wie  auch   die  successiven  Diff'erentialquotienten   von  z  bis   zu 

der   (g  — l)ten  Ordnung  als  neue  Variable  aufgefasst  werden, 

tritt  an  die  Stelle  von  (7)  das  folgende  System  der  (p  +  q)  ten 

Ordnung 
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\dz_  ^V«_  fVl-«'/  N 

1^^— ^i,----^;^  —  Vi'  dx  -^2iyp-i>---y>Vi'--^'^> 

Hier  wird  verlangt,  dass  die  ersten  Differentialquotienten  der 
(/>  +^)  abhängigen  Variabein  y,  y„  . . .  y^_i,  ^e^,  £fj, . . .  ^r^^^  gleich 
vorgeschriebenen  Functionen  dieser  Elemente  und  der  unab- 
hängigen Variable  x  werden  sollen.  Da  sich  nun  ein  belie- 
biges System  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen,  bei  dem 
die  Zahl  der  Gleichungen  mit  der  Zahl  der  aufzusuchenden 
Functionen  übereinstimmt,  von  einzelnen  Ausnahmen  abgesehen, 
immer  in  ein  System  von  der  bezeichneten  Art  und  von  einer 
bestimmten  Ordnung  verwandeln  lässt,  so  erhalten  wir  ein  Princip, 
um  sowohl  gegebene  Differentialgleichungen  mit  einer  abhängi- 
gen Variable  wie  auch  Systeme  von  Differentialgleichungen  mit 
einer  Anzahl  von  abhängigen  Variabein  durch  Systeme  von 
Differentialgleichungen,  in  denen  nur  erste  Differentialquotienten 
vorkommen,  zu  ersetzen,  und  nach  der  Ordnungszahl  dieser  ent- 
sprechenden Systeme  einzutheilen.  Auch  wird  es  erlaubt  sein, 
im  Folgenden  die  allgemeine  Betrachtung  auf  Systeme  von  der 
bezeichneten  Art  zu  beschränken. 


§  83.    VollBt&ndlffe  und  partioiilare  Lösungen  eines  Systems 

gewöhnlicher  Differenttalglelohongen. 

Es  sei  für  /r  Functionen  y,  jgr, . . .  der  Variable  x  das  System 
von  /i  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  gegeben 

ll  =  nx,  y,  e, . .  ) 
(1)  \   de         ,  . 

■ 

welches  nach  der  Definition  des  vorigen  §  als  ein  System  der 
ft  tan  Ordnung  zu  bezeichnen  ist.  Die  Ausdrücke  rechts,  denen 
die  ersten  Differentialquotienten  der  zu  suchenden  abhängigen 
Variabein  y,  e, .  .  .  gleich  werden  sollen,  sind  als  Functionen 
dieser  /i  Elemente  und  der  Grösse  x  bestimmt ;  mithin  beziehen 
sie  sich  auf  ein  gewisses  Gebiet  von  Werthverbindungen  der 

LipscbiU,  Analytit  IL  32 
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genannten  ^  + 1  Elemente.  Nach  dem  in  §  42  gebrauchten 
'Ausdrucke  bilden  die  Werthverbindungen  von  /i  + 1  beliebig  ver- 
änderlichen Grössen  eine  Mannigfaltigkeit  der(/c  +  l)ten  Ord- 
nung, so  dass  man  auch  sagen  kann,  die  obigen  Functionen 
ff  g^...  seien  für  eine  gewisse  Mannigfaltigkeit  der  (ß -i-l) ten 
Ordnung  der  ^i  +  l  Elemente  x^y,  e, . , ,  gegeben.  Eine  Lösung 
des  Systems  von  Differentialgleichungen  (1)  ist  gefunden,  so- 
bald die  /<  Yariabeln  y,  ^, . .  in  einer  solchen  Weise  von  der 
Variable  x  abhängen,  dass  die  betreffenden  ersten  Differential- 
quotienten fllr  fortschreitende  Werthe  von  x  die  vorgeschriebe- 
nen Werthe  annehmen.  Nachdem  man  mit  einem  einzelnen 
Werthe  x=x^  angefangen  hat,  lässt  man  die  Variable  x  alge- 
braisch steigend  oder  abnehmend  eine  Reihe  von  Werthen 
durchlaufen.  Zu  x=Xo  gehören  die  besonderen  Werthe  y=yo> 
sf=£^^ . . .;  fllr  jeden  vorkommenden  ferneren  Werth  von  x  sind 
die  correspondirenden  y^e^. ..  durch  die  Lösung  vorgezeichnet 
und  ändern  sich  bei  stetig  geändertem  x  in  der  Art,  dass  das 
in  Rede  stehende  Werthsystem  (a:,  y,  Zj .  . .)  innerhalb  der  eige- 
nen Mannigfaltigkeit  der  (^  +  l)ten  Ordnung  eine  gewisse  stetige 
Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  beschreibt.  Für  die  Diffe- 
rentialgleichung 

(2)  g=A.) 

ist  in  §  24  nachgewiesen,  dass  eine  Function  y  durch  dieselbe 
allein  nicht  ganz  bestimmt  wird,  dass  alle  möglichen  Auflösun- 
gen nur  um  eine  additive  Gonstante  von  einander  differiren, 
und  dass  eine  Auflösung  eindeutig  bestimmt  wird,  wofern  man 
die  Bedingung  hinzufllgt,  dass  für  einen  besonderen  Werth  von 
Xy  der  jÄzt  x^  heissen  möge,  die  Function  y  gleich  einem  be- 
liebig zu  wählenden  Werthe  y^  sei;  ferner  ergab  sich  der  ent- 
sprechende Ausdruck 

(3)  y=y,+ff(x)dx. 

Hieraus  kann  man  schliessen,  dass  das  System  von  Differential- 
gleichungen (1),  in  welchem  die  Differentialgleichung  (2)  als 
specieller  Fall  enthalten  ist,  an  sich  verschiedene  Auflösungen 
gestattet    Nun  lässt  sich  unter  gewissen  allgemeinen,  die  Func- 
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tionen  f{x,y,jg, . . .),  ^(a;,y,jer,  ...)>••  betreffenden  Voraussetzungen 
zeigen,  dass  die  Auflösung  des  Systems  (1)  auf  eine  und  nur  eine 
Weise  möglich  ist,  sobald  man  verlangt,  dass  eu  einem  Werthe 
x=x^  ein  bestimmtes  Werthsystem  y^-y^j  ^=^o>  •  •  •  fl^^Äöre,  ocfcr, 
dass  die  dem  System  (1)  genügende  Mannigfaltigkeit  der  ersten 
Ordnung  in  der  erwähnten  Mannigfaltigheit  der  (/i  -f  1)  ten  Ord- 
nung von  einem  bestimmten  Werthsystem  (a?^,  y^,  e^, . . .)  ausgehe*). 
Es  ist  möglich,  in  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  der  Variable 
X  einen  gewissen  Werth  x^  beizulegen  und  hierauf  die  übrigen 
u  Variabein  y,  -er, .  . .  beliebig  zu  verändern ;  insofern  bezeichnet 
die  Gleichung  x-^x^  innerhalb  der  ursprünglichen  Mannigfaltig- 
keit der  (/i  +  l)ten  Ordnung  eine  Mannigfaltigkeit  der  /iten  Ord- 
nung. Wenn  man  also  für  einen  fest  gewählten  Werth  a?=a;„  die 
/i  Werthe  y^,  b^,,  ,  ,  beliebig  annimmt,  so  empfängt  dadurch. das 
Werthsystem  (x^,  y^j  ^„, . . .)  die  gröste  mit  der  Natur  der  Sache 
vereinbare  Allgemeinheit.  Mit  Rücksicht  hierauf  wird  eine  Z>5- 
sting  des  Systems  (1),  bei  welcher  su  dem  Werthe  x=^x^  ein  in 
der  beireffenden  Mannigfaltigkeit  der  fiten  Ordnung  beliebig  ge- 
wähltes System  von  Werthen  y=y^,  jer=jer„,  . .  .  gehört,  eine  voU^ 
ständige  Lösung  des  Systems  von  Differentialgleichungen  genannt, 
woraus  sich  die  Ueberschrift  der  angeführten  Abhandlung  er- 
klärt. Hingegen  heisst  eine  Lösung,  bei  welcher  zu  dem  Werthe 
x^=x^  ein  an  sich  beschränktes  System  von  Werthen  y  =  yo) 
;8r=£r^, . . .  gehört,  eine  particulare  Lösung  des  Systems.  Für  die 
obige  Differentialgleichung  (2)  stellt  der  Ausdruck  (3)  eine  voll- 
ständige Lösung  dar,  welche  für  x=x^,  dem  beliebig  zu  wählen- 
den Werthe  y«  gleich  wird,   während    das   bestimmte  Integral 

/f{x)dx  vermöge  seiner  Eigenschaft,  füra;  =  a;„  zu  verschwin- 
de 

den,  nur  eine  particulare  Lösung  bildet.  Man  wird  hieraus  er- 
kennen,   dass    das   in  §  24    definirte   unbestimmte   Integral   der 


*)  Erörterung  der  Möglichkeit ,  ein  gegebenes  System  gewöhnlicher  Diffe- 
rentialgleichungen vollständig  zu  integriren.  Bonn  1868.  Ausserdem  mit- 
getheilt  in  Brioschi  e  Cremona,  Annali,  Serie  2*,  t.  2**,  pag.  288,  und  in 
DarbouXf  Bulletin,  t.  10,  p.  149.  Vgl.  Caiichy,  legons  de  calcul  diflferentiel 
et  de  calcul  integral,  redigees  par  M.  Moigno.  t.  2,  p.  385,  und  CorioUs 
in  Liouville,  Journal,  t.  2,  p.  229. 
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Function  f{x)  nichts  anderes   als  eine  vollständige  Lösung  der 

zugehörigen  Differentialgleichung  -^  =  f(x)  ist.    Die  vorhin  be- 

rtthrte  Untersuchung  der  Möglichkeit,  ein  gegebenes  System 
Differentialgleichungen  (1)  vollständig  zu  integriren ,  bildet 
eine  Erweiterung  des  Verfahrens,  mittelst  dessen  in  §  20  und 
22  die  Möglichkeit  bewiesen  ist,  eine  Function  einer  Variable 
zu  integriren.  Da  die  anzuwendende  Schlussweise  durch  die 
Anzahl  der  zu  bestimmenden  Functionen  oder,  was  dasselbe  be- 
deutet, durch  die  Ordnung  des  gegebenen  Systems  von  Diffe- 
rentialgleichungen nicht  wesentlich  bedingt  ist,  so  wird  die  Be- 
trachtung im  Folgenden  nur  für  ein  System  der  zweiten  Ordnung 
durchgeführt  werden. 

i  84.    üntorsnohnnff  dor  Xögliobkeit,  ein  gegebenes  System 
gewöhnliolier  Differentialffleloliiiiigoii  ToUst&ndlg  su 
integriren.    Oeometrlsohe  Deutung.  • 

Wir  beginnen  mit  der  Angabe  der  Voraussetzungen,  welche 
in  dem  zu  integrirenden  System  von  Differentialgleichungen 

(1)  ^^ 

den  Functionen  f{x,  y,xr)  und  g  {x,  y,  js)  auferlegt  werden.  Beide 
Functionen  sollen  für  ein  stetig  zusammenhängendes  Gebiet  oder 
eine  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  K  der  Variabein 
x^  y,  0  eindeutig  bestimmt,  numerisch  kleiner  als  ein  fester 
Werth,  und  stetig  sein.  Nach  der  in  §  43  aufgestellten  Deftui- 
tion  hat  die  Stetigkeit  der  betreffenden  Functionen  die  Bedeu- 
tung, dass,  sobald  innerhalb  der  Mannigfaltigkeit  K  zwei  Werth- 
systeme  {x,  y,  z)  und  {x  +  Jx^  y  -!-  Jy,  z  4-  Jz^  gewählt  werden, 
der  absolute  Werth  der  Differenz 

(2)  /•  (a?  -h  z/a;,  y  -f-  Jy,  z  -f-  Jz)  —f  {x,  y,  z) 
und  der  Differenz 

(3)  g(x  -f-  dx,  y  +  Jy,z  +  Jz)—g{x,y,z) 

für  hinreichend  kleine  absolute  Werthe  der  Differenzen  Jxj  Jy,  Jz 
beliebig  klein  wird.  Wir  fügen  jetzt  in  Betreff  der  Stetigkeit 
eine  ähnliche  Voraussetzung  hinzu,  wie   sie  in  §  20  bei  der 
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Stetigkeit  einer  Function  einer  Variable  gemacht  wurde;  der 
Kürze  halber  werde  der  absolute  Werth  einer  Grösse  w  durch 
das  Zeichen  [w]  ausgedrückt.  Es  sollen  der  absolute  Werth 
von  (2)  und  von  (3)  die  Eigenschaft  haben,  falls  für  eine  hin- 
reichend kleine  Grösse  d  die  Ungleichheiten 

(4)  [Jx]<d,[Jy]<d,\Jjif]<d 

erfüllt  sind,  immer  unter  dieselbe  beliebig  kleine  Grösse  l 
herabzusinken,  oder  die  Ungleichheiten 

(5)  [f  (x  +  Jx,y  +  Jy,  z  'k-Je)—f{x,  y,  b)]  <  A, 

(6)  [gix-^Jx.y  +  Jy.e-^  Je)  —  g {x, y, s)] < X 

zu  befriedigen.  Eine  andere  Voraussetzung,  welche  ebenfalls 
bei  den  erfahrungsmässig  vorkommenden  Functionen  in  der 
Regel  erflillt  ist,  bezieht  sich  auf  die  Differenzen  (2)  und  (3)  bei 
je  zwei  der  Mannigfaltigkeit  K  angehörenden  Werthsystemen, 
in  denen  der  Werth  der  Variable  x  derselbe  oder  Jx  gleich 
Null  ist;  sie  besteht  darin,  dass  es  endliche  positive  Gonstanten 
^w  ^12»  ^21»  ^22  S^^^^)  för  welche  die  Ungleichheiten 

(7)  [f{x,y  +  Jy,e^'Jz)-f  {x,  y,  e)]  <  c,^  [Jy]  +  c,^  \J  z], 

(8)  [gioc,  y  +  Jy,z  +  Jz)-'g(x,  y,  z)]  <  c^^  [Jy]  -f  c^  [Jz] 

stets  gültig  sind.  Diese  Voraussetzung  ist  offenbar  von  selbst 
erfüllt,  sobald  die  Functionen  f  und  g  von  den  Variabein  y  und  z 
gar   nicht  abhängen,  weshalb  auch  bei  der  Untersuchung  der 

Differentialgleichung    —  =  f{x)    keine    entsprechende  Voraus- 

Setzung  vorgekommen  ist. 

Ehe  von  der  Wahl  eines  Werthsystems  x^^  y^y  z^  gesprochen 
wird,  das  den  Anfang  der  Lösung  des  Systems  von  Differential- 
gleichungen bezeichnet,  ist  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass 
man  die  drei  Variabein  Xjy,z  als  die  rechtwinkligen  Goordina- 
ten  eines  Punktes  im  Räume  deuten,  und  demgemäss  die  be- 
treffende Mannigfaltigkeit  durch  einen  bestimmten  Theil  des 
Raumes  repräsentiren  kann.  In  gleicher  Weise  lässt  sich  bei 
einer  Differentialgleichung 

das  Worthsystem  (x,y)  auf  den  Punkt  einer  Ebene  beziehen, 
was  wir  nicht  weiter  verfolgen.     Bei   dem  System   (1)  wird 
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die  geometrische  Interpretation  wieder  nar  dazn  dienen,  die 
analystisch  definirten  Begrifife  mit  Hülfe  der  Anschauung  fass- 
Hoher  zu  machen,  und  nicht  als  Fundament  der  Beweisführung 
benutzt  werden. 

Nach  den  allgemeinen  Erörterungen  des  §  42  hat  eine  in 
der  Mannigfaltigkeit  K  befindliche  Mannigfaltigkeit  der  ersten 
Ordnung,  welche  dem  System  (1)  entspricht  und  für  x=^x^  die 
Gleichungen  y^y^^  ^=^o  befriedigt,  ihr  geometrisches  Bild  in 
einer  Linie,  welche,  von  dem  Punkte  (a:^,  y«?  ^o)  ausgehend, 
in  dem  Räume  K  auf  gewisse  Art  fortschreitet.  Ausserdem 
lehrt  die  Proportion  (4*)  des  §  62,  dass,  wenn  die  in  einem 
Punkte  (iP,  y,  z)  der  betreffenden  Linie  construirte  Tangente 
gegen  die  Axen  der  x,  y,  e  respective  die  Winkel  p,  q,  r 
bildet,  das  Verhältniss  von  deren  Cosinus  und  damit  die  Lage 
der  Tangente   folgendermassen  durch  die  Differentialquotienten 

—^  und  -4-  bestimmt  ist 
dx  dx 

(10)  1 :  3^:  3—  =  cosp:  cos  g:  cosr. 

a  X  dx 

Weil   aber    in   dem    System   (1)   die  Werthe  der   Differential- 
quotienten  _     und   ~     als  Functionen   der  Variabein   x,  w,  z, 
dx  dx 

welche  eben  die  Coordinaten  des  gewählten  Punktes  bilden,  ge- 
geben sind,  und  weil  daher  die  Lage  der  Tangente  für  jeden 
Ort  (Xyy,0)  bestimmt  ist,  so  wird  durch  das  System  (1) .  die 
geometrische  Forderung  ausgedrückt,  eine  Linie  zu  suchen, 
bei  welcher  für  jeden  Punkt  die  Lage  der  daselbst  an  die 
Linie  gezogenen  Tangente  in  einer  vorgeschriebenen  Weise 
von  dem  Orte  des  bezüglichen  Punktes  abhängt.  Die  Be- 
hauptung, dass  die  Integration  des  Systems  (1)  unter  Hinzu- 
fllgung  der  Bedingungen  x  =  x^,y  =  y^,£  =  g^  eindeutig  be- 
stimmt sei,  bekommt  hiernach  den  Inhalt,  dass  durch  den 
Punkt  (x^jy^,z^)  eine  und  nur  eine  Linie  von  der  verlangten 
Beschaffenheit  laufe.  Vermöge  des  vorigen  §  muss  bei  einer 
vollständigen  Lösung  für  einen  festgewählten  Werth  x^  das 
System  der  Werthe  y^  und  js^  beliebig  veränderlich  sein.  Da 
der  Inbegriff  der  Punkte  (xo,  y«»  ^o)>  ^^  welche  Xo  einen  einmal 
gewählten    Wertb   hat,   und  y^  und   a^   beliebige  Werthe  an- 
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nehmen,  die  Ebene  x=^Xq  constituirt,  da  jedoch  in  dem  gegen- 
wärtigen Falle  nnr  Punkte  des  Raumes  K  vorkommen,  so 
stellt  die  bezeichnete  vollständige  Lösung  des  Systems  (1)  den 
Inbegriff  der  Linien  dar,  welche  dem  System  (1)  genügen  and 
von  beliebigen  Punkten  eines  Theiles  der  genannten  Ebene,  der 
in  dem  Räume  K  enthalten  ist,  ausgehen. 

Man  nimmt  nun  das  Anfangssystem  (^^0,^01^0)  so  an,  dass 
jede  der  drei  Variabein  in  dem  Gebiete  K  von  (a?o,  yo>^o) 
aus  um  eine  endliche  Grösse  fortschreiten  kann;  dann  sind  für 
die  endlichen  positiven  Grössen  a,  b,  c  die  Ungleichheiten 

(11)  [x  -  X,]  ^ a,  [y  - yj  <b,[e-  £,]  < c 

erfüllt.  Innerhalb  dieses  in  K  enthaltenen  Gebietes  müssen 
die  Functionen  f{x^y^e)  und  gix^y^e)  nach  der  getroffenen 
Voraussetzung  respective  numerisch  kleiner  als  gewisse  feste 
positive  Werthe  ff,  und  g^  sein,  das  heisst,  den  Ungleichheiten 

(12)  [f{x,y,d)\<f,,\g{x,y,si)]<g, 

gentigen.  Dem  entsprechend  lässt  sich  eine  positive  Grösse  A 
so  bestimmen,  dass 

(13)  A<:a,Af,<:b,Ag,<:c 
ist.    Alsdann  wird  durch  die  Ungleichheiten 

(14)  [^-^o]<^,[y-yo]<6,[^-^o]<c 

ein  Gebiet  K^  begrenzt,  das  innerhalb  des  durch  (12)  be- 
zeichneten Gebietes,  mithin  auch  innerhalb  des  Gebietes  K 
liegt,  und  für  welches  wir  die  Untersuchung  der  Integration 
des  Systems  (1)  vornehmen.  In  der  geometrischen  Deutung 
stellt  das  Gebiet  K^  nach  demjenigen,  was  in  §  51  zu  den 
Ungleichheiten  (1*)  bemerkt  ist,  das  Innere  eines  rechteckigen 
Parallelepipedons  dar,  dessen  Mittelpunkt  der  Punkt  (x^,yoyJf„) 
ist,  das  von  den  mit  den  Coordinatenebenen  parallelen  Paaren 
von  Ebenen 

X  =  x^  —  Aj  X  =^  x^  -{•  A, 

y  =  y«  —  6, y  =  yo  +  b,  B  =  e^  —  c,M  =  M^  +  c 

begrenzt  wird,  und  dessen  mit  den  drei  Goordinatenaxen  x^  y,  e 
parallele  Kanten  beziehungsweise  die  Längen  2A,2bj2c  haben. 
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I  85.    Avllösviiff  eines  Syetenui  Ton  DUferenieni^leloliimgen. 

Neben  die  Gleichung  -^-z=f(x)  des  §  17  ist  in  §  18  die 
dortige  Gleichung  (4)  gestellt  worden, 

durch  welche  die  Aufsuchung  einer  Function  F(x)  gefordert 
wird,  bei  der  die  zu  einer  Reihe  von  Werthen  der  Variable  x 
gehörenden  Dififerenzenquotienten  den  entsprechenden  Werthen 
der  gegebenen  Function  f{x)  gleich  werden  sollen.  Gleichungen 
von  der  Art  der  vorstehenden,  durch  welche  die  Dififerenzen- 
quotienten zu  suchender  Functionen  mit  der  unabhängigen 
Variable  und  den  Functionen  selbst  verknüpft  sind,  werden 
Differenjsengleichungen  genannt. 

Wie   nun  die  DifiTerenzengleichung   (1)  aus   der  Anfangs 
erwähnten  DifiTerentialgleichung  entstanden  ist,   indem  statt  des 

clv  fFdv) 

Dififerentialquotienten  ^  der  DifiTerenzenquotient  ~ — ---  substi- 

tuirt  wird,   bilden  wir  aus  dem  System  DiflTerentialgleichungen 

(1)  des  vorigen  §  das  eu  der  Bestimmung  eweier  Functionen 
tj  und  t  von  x  dienende  System  von  Differenjsengleichungen 

(2)  {   ^J' 

Die  Functionen  r;  und  t  werden  für  das  in  dem  vorigen  §  ab- 
gegrenzte Gebiet  K^  aufgesucht  und  sollen  für  den  Werth 
x^=^x^  den  Gleichungen 

(3)  V  =  yof  ?  =  ^o 

genügen.  Vermöge  der  daselbst  aufgestellten  ersten  Ungleich- 
heit (14)  darf  die  Variable  x  von  x^  nach  a?«  +  -4  und  nach 
x^,  —  Ä  bewegt  werden.  Wir  betrachten  nur  die  erstere  Art 
der  Aenderung,  da  bei  der  zweiten  eine  genau  entsprechende 
Behandlung  zulässig  ist.  Nach  der  Wahl  eines  zwischen  x^  und 
x^-hA  liegenden  Werthes  X  schreiben  wir  der  Variable  x  zuerst 
die  folgende  Reihe  von  w  +  1  der  Grösse  nach  geordneten  Wer- 
then vor 

(4)  Xq,  x^,  x^,,..  a;„_i,  x^=  X^x^-h  A, 


(5) 


(6) 
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für  deren  aufeinander  folgende  Differenzen  das  System  (2)  gelten 
soll,  und  fragen  nach  den  entsprechenden  Werthen  von  17  und  C 
Bezeichnet  man  die  zu  den  Werthen  (4)  von  x  gehörenden 
Werthe  der  Functionen  rj  and  t  durch  Anhängung  der  gleich- 
namigen Zeiger,  so  ergiebt  sich  aus  dem  System  (2)  mit  Be- 
rücksichtigung von  (3)  unmittelbar  die  Folge  von  Gleichungen 

1  0  •*2  1  «+1  o 

WO  a  die  Reihe  der  Zahlen  1,  2,  ...n— 1  durchläuft.  Vermöge 
des  ersten  Paares  von  Gleichungen  werden  jy^  und  t^  eindeutig 
bestimmt,  dann  vermöge  des  zweiten  tj^  und  l,,  und  so  fortschrei- 
tend vermöge  des  (a  +  l)ten  Paares  >;„^^  und  t^^^  bis  zu  dem 
letzten  Werthsystem  tj^  und  t^,  welches  zu  x^^=x  gehört  Da 
bei  diesem  Verfahren  jedes  gefundene  Werthsystem  in  die  Func- 
tionen f{x^  y,  z)  und  g  (x,  y^  e)  substituirt  werden  muss,  so  hat 
man  sich  zu  versichern,  dass  das  anzuwendende  Werthsystem 
dem  Gebiete  angehöre,  für  welches  die  Functionen  ({x^  y,  e)  und 
9  (Xj  y,  z)  gegeben  sind.  Aus  den  vorhin  getroffenen  Voraus- 
setzungen lässt  sich  indessen  mit  Sicherheit  schliessen,  dass  die 
nach  einander  zu  erhaltenden  Werthsysteme  (^,,'^i,Ci),(^8,»79,  t,),.. 
innerhalb  des  Gebietes  K^  bleiben.  Multiplicirt  man  in  (5)  das 
erste  Paar  Gleichungen  mit  dem  Nenner  a;,  —  a?^,  und  ebenso 
jedes  folgende  mit  dem  entsprechenden  Nenner,  so  entstehen 
die  Gleichungen 

Geht  man  hierauf  bei  dem  ersten  Paar  zu  der  Vergleichung  der 
absoluten  Werthe  über  und  berücksichtigt  die  für  jedes  vorkom- 
mende Werthsystem  geltenden  Ungleichheiten  (12)  des  §  84,  so 
folgen  die  Ungleichheiten 

Weil  ferner  [x^—x^]<iÄ  ist^  müssen  wegen  (13)  desselben  §  die 
Ausdrücke  rechts  respective  kleiner  als  b  und  c  sein ;  daher  gel- 
ten für  das  Werthsystem  (x^y  r/»,  CJ  die  Ungleichheiten 
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(7)  [X,^X,]<A,  [fj-y^]<b,  K,-^o]<c, 

welche  die  Gestalt  von  (14)  des  §  84  haben  und  ausdrücken,  dass 
i'^iiVij^i)  ^^  ^0  enthalten  ist.  Dann  ergiebt  sich  aus  (6)  durch 
die  Addition  von  je  zwei  Gleichangen 

mithin  für  die  absoluten  Werthe,  da  x^-^x^  und  x^ — x^  posi- 
tive Werthe  haben,  vermittelst  der  soeben  benutzten  Schlüsse, 

(9)  bi^—yo]<[x^-^o]fo<^,  [?s-^o]<[^s— a?o]fl'o<c,  [^i— ^o]<^. 

Deshalb  gehört  auch  das  Werthsystem  (a;,,  17,,  t,)  dem  Gebiete 
Kf^  an,  und  es  leuchtet  ein,  dass  aus  entsprechenden  Gründen 
sich  die  sämmtlichen  folgenden  Werthsysteme,  wie  behauptet 
worden,  ebenso  verhalten.  Somit  liefern  die  Gleichungen  (6) 
eine  den  aufgestellten  Bedingungen  genügende  eindeutig  be- 
stimmte Auflösung  des  Systems  von  Differenzengleichungen  (2). 
Um  den  Zusammenhang  des  Systems  (2)  und  des  vorge- 
legten Systems  von  Differentialgleichungen  geometrisch  zu  er- 
läutern, braucht  man  nur  mit  Anwendung  der  so  eben  be- 
stimmten Werthsysteme  festzusetzen,  dass  der  Punkt  (x^,  y^,  ej) 
mit  dem  Punkte  [x^^  tj^,  tj,  dieser  mit  dem  Punkte  (.r,,  >;„  t^\ 
und  successive  jeder  mit  dem  folgenden  durch  eine  gerade 
Linie  verbunden  sei.  Vermöge  der  Gleichungen  (5)  sind  diese 
begrenzten  geraden  Linien  so  bestimmt,  dass,  wenn  man  sich 
dieselben  im  Sinne  der  wachsenden  Zeiger  durchlaufen  denkt, 
die  Richtung  jeder  Linie  in  ihrem  Anfangspunkte  gleich  der 
Richtung  der  Tangente  der  Curve  ist,  welche  durch  den  be- 
treffenden Punkt  hindurchgehen  und  dem  System  von  Differen- 
tialgleichungen genügen  würde. 

I  86.    Integration  «Ines  Systomi  gewöhnlioher 
DifferonttalffMohnnffen. 

Nachdem  das  im  vorigen  §  gebildete  System  von  Diffe- 
rcnzengleichungen  für  die  mit  (4)  bezeichnete  Reihe  von  Werthen 
der  Variable  x  aufgelöst  ist,  kann  man  dasselbe  für  eine  neue 
Reihe  von  Werthen  behandeln,  bei  der  zwischen  je  zwei  Indi- 
viduen der  ersten  Reihe  wieder  eine  beliebige  Folge  von  Werthen 
der  Grösse  nach  eingeschaltet  ist.  Wir  gebrauchen  die  Be- 
zeichnungen 
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(1) 


\ 


^a-l,p^_^        ^«,0        ^aJ   ^a,V  '  '  ''    ^«.p^  »  '  *  *  ^«.^«->' 


l  ^»»-l.P«-!""  ^».O^  -^»tJ 


und  versehen  die  zagehörigen  Werthe  von  rj  und  t  mit  den 
gleichnamigen  Paaren  von  zwei  Zeigern.  Das  System  (6)  des 
vorigen  §  liefert  dann  die  Gleichungen 

WO  nach  einander  a  gleich  den  Zahlen  0,  1,  2,  ...n— 1,  Qa 
gleich  den  Zahlen  0,  1,  2, . .  •!>„— 1  zu  setzen  ist,  und  ferner  die 
Bedingungen 

gelten,  damit  die  Auflösung  mit  demselben  Werthsystem  (a\„  y^y  z^ 
wie  die  im  vorigen  §  ausgeführte  beginne. 

Dass  die  nach  einander  darzustellenden  Werthsysteme  der 
gegenwärtigen  Auflösung  ebenfalls  in  dem  Gebiete  K^  enthalten 
sind,  folgt  daraus,  dass  das  eingeschlagene  Verfahrte  seinem 
Wesen  nach  ungeändert  geblieben  und  nur  auf  eine  grössere  Zahl 
von  eingeschobenen  Werthen  der  Variable  x  ausgedehnt  ist.  Zu 
demselben  Werthe  x^==x^^^  gehört  bei  der  ersten  Auflösung 
das  Werthsystem  iy^^„  t„^j,  bei  der  zweiten  das  Werthsystem 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  flQr  eine  angemessene  Wahl  der 
Werthe  a:„  x^, . ., x^_^  die  Grössen  y^^j  und  z^^^^  die  Eigenschaft 
haben,  falls  die  Zahlen  p^  unaufhörlich  wachsen  und  die  Difi^e- 
renzen  der  neuen  eingeschalteten  Werthe  x^^    ^j —  x^^     irgendwie 

beständig  abnehmen,  gegen  feste  Grenzwerthe  zu  convergiren, 
indem  die  absoluten  Werthe  der  Difi^erenzen  zwischen  den  ent- 
sprechenden Grössen 

für  jedes  a  unter  einer  beliebig  kleinen  Grösse  bleiben.  Gleich- 
zeitig fuhren  dann  die  Werthe  y^^j  und  ß^^^  zu  einer  vollstftn- 
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digen  Integration  des  gegebenen  Systems  von  Differentialglei- 
chungen. 

In  den  Gleichungen  (2)  lege  man  der  zu  einem  bestimmten 
«  gehörenden  Zahl  q^  nach  einander  die  Werthe  0,  1,  2, . . .  a^ 
bei,  dann  entstehen  durch  Addition  der  Differenzen  der  ersten 
und  zweiten  Zeile  die  Gleichungen 


(7)  { 


(6)  <  "^^ 

aus  denen  mit  Hülfe  von  (12)  des  §  84  die  Ungleichheiten 

folgen.  Wenn  man  dieselben  mit  den  Ungleichheiten  (4)  des 
§  84  vergleicht,  und 

nimmt,  wenn  man  femer  die  Grössen  x^  so  dicht  neben  einander 
wählt,  di^s  in  Bezug  auf  eine  hinreichend  kleine  Grösse  d  die 
Ungleichheiten 

gelten,  so  ist  klar,  dass  vermöge  der  Ungleichheiten  (5)  und  (6) 
des  §  84  fbr  eine  und  dieselbe  beliebig  kleine  Grösse.  X  die 
Relationen 

bestehen.  Deshalb  weicht  unter  der  angegebenen  Voraussetzung 
jeder  der  Werthe /"(aj^,,^,  ly^,^^,  ^«.  J  von  A^«.o>  »^a.o»  ?«,o)  Jeder 

der  Werthe  r/(a;„^^,^,  v^,^,  ?„,  J  von  (/(a;^  „  t],^^,  r„o)  um  eine 

Grösse  ab,  die  numerisch  kleiner  als  l  ist;  auf  diese  Weise 
können  die  in  (6)  rechts  auftretenden  Summen  leicht  in 
Grenzen  eingeschlossen  werden.  Indem  hier  statt  a^^  der  Werth 
p^—1  substituirt  und  die  in  (4)  angegebene  Bezeichnung  benutzt 
wird,  gelangt   man  durch  Einführung  der  positiven  oder  nega- 
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tiven  echten  Brüche  ß^  und  y^  zu  dem  Resultat 

Diese  Gleichungen  haben  eine  mit  den  Gleichungen  (6) 
des  vorigen  §  ähnliche  Gestalt.  Werden  die  Gleichungen  des 
dortigen  (a  +  l)ten  Paares  mit  den  vorstehenden  durch  Sub- 
traction  verbunden,  so  entsteht  das  neue  System 

Man  bedient  sich  jetzt  des  Princips,  dass  der  absolute  Werth 
einer  Summe  von  Grössen  niemals  grösser  sein  kann  als  die 
Summe  der  absoluten  Werthe  der  einzelnen  Grössen,  und  be- 
nutzt für  die  absoluten  Werthe  der  Differenzen  der  vorkommen- 
den Functionswerthe  die  aus  (7)  und  (8)  des  §  84  folgenden 
Bestimmungen 


li 


Da  ferner  die  sämratlichen  Differenzen  Xa+i'~  ^a  pofiitiv  sind, 
so  liegt  der  absolute  Werth  von  jedem  der  Producte  (a:^^j — ^Jßa^ 
und  (x^^^ — xjy^l  unter  der  Grösse  {x^+i—xJL  Mithin  folgen 
aus  (9)  die  Ungleichheiten 

j  [y«+i-^«+i]<b«-  vJ + (^«+1-^«)  (^11  [y«-  ü  +  ^i2k-Ü  +  ^) 

Nach  der  in  (3)  ausgedrückten  Voraussetzung  ist 

(12)  [yo-y  =  o,  k-?;,]  =  o, 

so  dass,  falls  in  (11)  ftlr  «  nach  einander  die  Zahlen  0, 1,  2,.  .n — 1 
substituirt  und  die  betreffenden  Relationen  verglichen  werden, 
für  jeden  der  absoluten  Werthe  [y,— J?i],  l^i—  C,], . .  [y^— J?J,  [^n— S»] 
eine  obere  Grenze  hervorgeht.  Indem  man  für  zwei  Reihen  von 
•     Grössen  Dy^  und  Djs^  die  Gleichungen  bildet 

(13)         <2>^«+,=  -D^a+K+l-^«)(^21-Dy«+C22^^«+  ^) 

sind  jene  oberen  Grenzen  gefunden,  und  es  ergiebt  sich  für 
die  aufeinander  folgenden  Werthe  des  Zeigers  a 
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(14)      [y«+i~0<-Dya+u  k+i~Ui]<^^«+r 

Unser  Ziel  ist  der  Nachweis,  dass  die  Beträge  ba+i— '^a+il' 
[^a+i"^  ?a+i]  ftlr  öinen  hinreichend  kleinen Werth  von  l  beliebig 
klein  werden;  dasselbe  wird  erreicht  sein,  sobald  die  betreffende 
Eigenschaft  für  die  Grössen  Dy„+i  und  DJ^a+^  ^^^^  ^^  andere 
Grössen  nachgewiesen  ist,  die  beziehungsweise  grösser  als  jene 
sind.  Wie  leicht  zu  erkennen,  lassen  sich  zwei  Reihen  von 
Grössen  v^  und  w„,  die  den  Forderungen 

(15)  -Dy«+i<<^«+n    ^^«+i<«^«+i 

genügen  und  eine  noch  einfachere  Bestimmung  als  Dy^^  und  Djs;^ 

gestatten,  durch  ein  System  von  Gleichungen  definiren,  welche 
nur  darin  von  den  Gleichungen  (13)  differiren,  dass  statt  jeder 
der  vier  positiven  Grössen  c,,,  c„,  c^j,  c^  eine  Constante  k  auf- 
tritt, die  grösser  -als  jede  einzelne  ist.  Die  betreffenden  Glei- 
chungen lauten 

(16;  ]  «'a+l  =  W^«  +  (^«+1  -  ^«)  (H^a  +  ^a)  +  ^) 

Aus  denselben  folgt  unmittelbar 

(17)  ^a+l-^a=^a+l-^u^ 

und,  da  t?«  =  10^  =  0  ist,  für  jeden  Werth  von  « 

(18)  »„=«»„. 

Demnach  hat  man  statt  des  Systems  (16)  die  eine  Gleichung 

(19)  ^'«..l  =  ^u  +  (^a^l  -  ^«)  (^J^^a  +  ^) 

welche,  nachdem  auf  beiden  Seiten  die  Grösse  ^,  hinzugefügt 
ist,  zu  der  folgenden  wird 

(20)  v^^,  + . A_  =,  (1  +  2*  {x„^-xj)  (t;„  +   2^  )• 

Setzt  man  den  Zeiger  nach  einander  gleich  den  Zahlen  0, 1, 2,...a,      • 
beachtet,  dass  v^-'=0  ist,  und  multiplicirt  alle  Gleichungen  mit- 
einander, so  entsteht  die  Auflösung 

Für  den  gegenwärtigen  Zweck  dürfen  die  einzelnen  Factoren 
des  Products   noch   vergrössert  werden.    Aus   der   in  1,  §  114 
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abgeleiteten  stets  convergenten  Darstellung  der  Exponential- 
function 

lässt  sich  schliessen,  dass  bei  jedem  positiven  Werthe  von  x 
die  Ungleichheit 

(22)  c'>l  +  rr 

besteht,  weil  die  rechte  Seite  durch  Weglassung  einer  Summe 
von  poskiven  Gliedern  nothwendig  verkleinert  wird.  Werden 
nun  in  (22)  statt  x  nach  einander  die  positiven  Werthe 

2k{x,'-x^\   2k{x^—x^,...2k{x^^^  —  x^ 

substituirt,  so  bringt  die  Multiplication  der  Exponentialaus- 
drticke  eine  Exponentialfunction  hervor,  deren  Argument  gleich 
der  Summe  der  Argumente  2k{x^^^  —  x^  ist,  und  man  erhält 

(23)  (\'^2k{x^-x^))  (l+2*(:r,-a;^))  . . .  {\-^2k(x^^,-x;i)  <  e 

Da  ausserdem  x^^^  —  Xq<^x^ — ^o=^ — ^o  ^^^  ^°^  ^^®  Expo- 
nentialfunction bei  der  Vergrösserung  ihres  Arguments  zunimmt, 
so  wird 

(J4)  e  ^e  ., 


2*('«+i-V 


woraus  sich  für  die  positive  Grösse  v^^j  die  Ungleichheit 

(25)  ,„^.<,(«_^-i) 

ergiebt.  Hier  erscheint  X  mit  einem  endlichen  Factor  multipli- 
cirt,  welcher  nicht  von  der  Annahme  der  Werthe  x^,  a;^, . . .  x^_^ 
abhängt  Folglich  bleiben  ftlr  einen  genügend  kleinen  Werth 
von  A  alle  Grössen  v^^^,  und  daher  nach  (14)  und  (15)  auch 
alle  Beträge  [y„+i-i7«+J  und  k^.i— r„+J  beliebig  klein,  wie 
behauptet  worden  war.  Wir  sehen  also,  dass  die  zu  den  Wer- 
then  x=x^^^  gehörenden  Werthe  y^^^  und  -e^^^,,  indem  die 
Zahlen  p^  ohne  Ende  wachsen  und  die  Differenzen  der  neuen 
eingeschalteten  Werthe  auf  irgend  eine  Weise  abnehmen,  sich 
festen  Grenzwerthen  nähern.  Nach  der  Kleinheit  der  beliebig 
gegebenen  Grösse  l  richtet  sich  die  Wahl  der  Grösse  d,  durch 
welche  vermöge  (7*)  die  Ausdehnung  der  Differenzen  x^^^—x^ 
bestimmt  wird.    Weil  nun  die  obigen  Gleichungen  (8)  den  In- 

halt  haben,   dass  der  DiflFerenzenquotient  — ?^^-**   von   dem 
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Werthe  f  (a;„,  y„,  £r J,  der  Differenzenquotient  — von  dem 

Werthe  g  (a?^,  y^,  z^  um  weniger  als  die  beliebig  kleine  Grösse 
X  abweicht,  und  weil  bei  hinreichend  kleinen  Differenzen  x^^^ — x^ 

der  Differenzenquotient    "^^^ __        in  den  Differentialqnotienten 

-r^j  der  Differenzenquotient —^^^^^^ *  in  den  Differentialquotien- 

ax  «^^,     x^ 

dz 
ten  -p    als  Grenzwerth  tibergeht,  so  drückt  das  System  (8)  die 

Thatsache  aus,  dass  die  Werthe  y^  und  z^,  welche  für  x=^Xq  die 
vorgeschriebenen  Gleichungen  y=^y^y  z-=^z^  erfüllen^  dem  gegd>e- 
nen  System  Differentialgleichungen  (1)  in  §  84  genügen,  oder 
dasselbe  vollständig  integriren. 

Sobald  die  geometrische  Construction,  welche  in  dem  vori- 
gen §  illr  die  dortige  Reihe  (4)  von  Werthen  von  x  beschrieben 
ist,  auf  die  Reihe  (1)  des  gegenwärtigen  §  angewendet  wird, 
entsteht  eine  neue  Reihenfolge  von  geraden  Linien,  die  fär 
wachsende  Zahlen  j)^  immer  dichter  wird.    Demgemäss  lässt  sich 

das  Ergebniss  der  angestellten  Untersuchung  so  aussprechen, 
dass,  falls  bei  der  ersten  Construction  das  Intervall  X—x^  in 
hinreichend  kleine  Theile  getheilt  war,  der  Zug  der  geraden 
Linien,  welcher  durch  die  zweite  Construction  bei  beliebig  weit 
fortgesetzter  Theilung  hervorgebracht  wird,  von  dem  Zuge  der 
geraden  Linien  der  ersten  Construction  nur  um  beliebig  wenig 
verschieden  sein  kann.  Mithin  wird  das  Bild  der  Mannigfaltig- 
keit der  ersten  Ordnung,  die  dem  gegebenen  System  Differential- 
gleichungen genügt,  schon  durch  die  erste  Construction  mit  einer 
beliebig  grossen  Genauigkeit  dargestellt 


I  87.    Elndentise  Beatimmtlioit  der  Xülegratlon  •inei 
Systemi  gewöhnlloher  DilDBreiitlalffMohiinflren. 

Es  bleibt  jetzt  übrig  zu  zeigen,  dass  ein  System  Functionen 
y  und  z  durch  die  Forderung,  dem  obigen  System  Differential- 
gleichungen 
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(1) 


zu  genügen  und  die  Bedingungen  y=yoj  ^=^0  zu  erfllllen,  ein- 
deutig bestimmt  ist.  Wir  nehmen  an,  dass  ein  System  von  der 
verlangten  Beschaffenheit 

(2)  y=^,  ^=ä 

gegeben  sei,  legen  der  Variable  x  die  in  §  85  unter  (4)  ange- 
führten Werthe  bei  und  bezeichnen  die  entsprechenden  Werthe 
der  Functionen  ^  und  j  durch  Anhängung  der  gleichnamigen 
Zeiger;  in  Folge  dessen  hat  man  nach  den  vorgeschriebenen 
Bedingungen 

(3)  9o  =  yoj  äo=^o- 

Für  hinreichend  kleine  Differenzen  x^^^  —  x^  ist  nun  wieder  der 

Differenzenquotient ^ —  von  -~^i    der   Differenzenquotient 

-—- — "-  von  ~  beliebig    wenig    verschieden,    während    die 

Werthe  der  Differentialquotienten  selbst  vermöge  (1)  respective 
gleich  f{x^^,  %^,  jj  und  g(x^^,  \)^^,  i„)  sind.  Jetzt  wird  ausdrück- 
lich vorausgesetzt,  dass  bei  beiden  Functionen  Q  und  3  der 
Unterschied  zwischen  dem  einzelnen  Differenzenquotienten  und 
dem  entsprechenden  Differentialquotienten  für  hinreichend  kleine 
Differenzen  x^^^ — x^  in  dem  ganzen  Bereich  der  Werthe  von 
X  numerisch  kleiner  sei  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  A; 
dies  entspricht  genan  der  Voraussetzung,  die  in  §  24  für  die 
Function  (p{x)  gemacht  wurde.  Demnach  führt  das  System 
(1)  unter  Benutzung  von  zwei  positiven  oder  negativen  echten 
Brüchen  ß^^  und  y^^  zu  dem  System  von  Gleichungen 


(4) 


Dasselbe  ist  genau  ebenso  mit  den  Grössen  x^^^  5^^,  j^^  gebildet 
wie  das  System  (8)  des  vorigen  §  mit  den  Grössen  a;^,  y„,  z^. 
Es  lassen  sich  daher  unter  Beachtung  der  Gleichungen  (3)  durch 
Verbindung   von  (4)    mit   den    Gleichungen   (6)   des  §  85   die 

Lipachits,  Analyaia  II.  38 
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entsprechenden  Schlüsse  ziehen,  aus  denen  hervorgeht,  dass  die 
Beträge  der  Differenzen 

(5)  [Qa  +  l  — '^/a  +  lL    [ä«  +  l  — ^«+ll 

für  einen  hinreichend  kleinen  Werth  von  l  beliebig  klein  wer- 
den.   Da  nnn  ausserdem  die  Ungleichheiten 

(6)  /  [9«+i-y«+i]^[9«+i— ^^a+J  +  [y«+i-  'ya+i] 

gelten,  und  unter  der  gleichen  Voraussetzung  die  Beträge 

ebenfalls  beliebig  klein  ausfallen,  so  haben  die  Beträge 

nothwendig  dieselbe  Eigenschaft,  das  heisst,  die  Fnnctionen 
\)  und  j,  welche  das  System  von  Differentialgleichungen  (1)  be- 
friedigen und  für  x=x„  die  Anfangswerthe  5=yo>  ä=^«  Ab- 
nehmen, weichen  für  die  sämratlichen  Werthe  x=x^^^  von  den 
durch  das  obige  Verfahren  bestimmten  Werthen  y^^j  und  £^^^ 
um  beliebig  wenig  ab,  oder  fallen  mit  denselben  zusammen. 
Ein  System  von  Functionen  y  und  £r,  durch  welches  das  System 
von  Differentialgleichungen  (1)  integrirt  wird  und  das  für  x=x^ 
den  Gleichungen  y  =  yQ,  e=z^  genügt,  ist  daher  unier  den  er- 
wlihnten  Bedingungen  eindeutig  bestimmt.  Somit  haben  wir  den 
Beweis  geliefert,  dass  das  gegebene  System  von  Differential- 
gleichungen unter  den  mitgetheilten  Voraussetzungen  auf  eine 
und  nur  eine  Weise  vollständig  integrirt  werden  kann. 

§  88.    Integrale  und  XntegratloBflooiistMiteii. 

Eine  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung,  welche  dem  in 
§  83  aufgestellten  System  der  //ten  Ordnung  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  gentigt, 


(1) 


de         ,  . 


kann  anf  sehr  verschiedene  Arten  gegeben  sein.    Besondere  Be- 
achtung verdient  der  Fall,  dass  die  Mannigfaltigkeit  der  ersten 
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Ordnung  durch  ein  System  von  //  Gleichungen  ausgedrückt  wird, 
in  denen  der  Reihe  nach  je  eine  von  /«  Functionen  der  /u  + 1 
Variabein 

^i  (^,y,  ^1 . . .),  0)2(^1;,  y,  IS, . . .),...  ö>^(a?,y,^, . . .) 
gleich  einer  der  willkürlichen  Constanten  ^„Sj, ...2    gesetzt  ist, 

(    a>,(a:,y,£r,...)  =  S^ 

1 

Da  der  Werth  von  jeder  der  /i  Functionen  bei  einer  mit  dem 
System  (2)  vereinbaren  Aenderung  des  Werthsystems  a:,  y,  -sr, . . . 
ungeändert  bleiben  soll,  so  muss  bei  einer  Aenderung  der  ein- 
zelnen Variabein  um  die  zugehörigen  Differentiale  dx^dy^dz,,.. 
das  entsprechende  vollständige  Differential  jeder  einzelnen  Func- 
tion verschwinden,  wodurch  nach  §  45  die  //  Gleichungen 

a®,    a®,    do, 

^^dx-¥-^dy  +  ~dz  +  ...  =  0 

dx  dy  dz 

d0^  30^  30^ 

dx  dy  dz 

^*,-       ^*„       5*„ 

^f"  dx  +  -^  dy  +-.-i^  dj)  +  .,.=0 
dx  dy  dz 

entstehen.  Nachdem  jede  Gleichung  durch  das  Differential  dx 
dividirt  ist,  gehen  die  linken  Seiten  respective  in  die  vollständi- 

d0^    dO^       d* 

gen  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  v— >    t-  ^""t~^ 

Über,   und   das  Nullwerden   von    diesen   ergiebt  /i  Gleichungen 

d  a     dz 
des  ersten  Grades  flir  die  //  Differentialquotienten  -~>  3^  >  •  •  • 

dx    dx 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  betreffende  Determinante 
nicht  verschwinde,  liefert  die  Auflösung  für  die  einzelnen  Diffe- 
rentialquotienten eindeutig  bestimmte  Ausdrücke  in  den  Varia- 
bein x,y,z,.,.,  welche  beziehungsweise  mit  den   Ausdrücken 

übereinstimmen  müssen,  die  durch  das  System  (1)  für  -r^>  3~»'" 

Cr  X      CL  X 

vorgeschrieben  sind.    Das  System  von  Gleichungen  (2)  erlaubt, 


(3) 
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weil  die  Werthe  der  Constante  S,,  S^, . . .  S^  willkürlich  ange- 
nommen werden  dürfen,  eine  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ord- 
nung zu  bestimmen,  welche  die  in  §  83  formulirte  Bedingung 
erttillt  und  von  einem  beliebig  gewählten  Werthsystem  a;=a:o, 
y=yQ^  e=JSQj..,  ausgeht.  Indem  man  den  Constanten  SJ„  fij»--- ^u 
die  Werthe  beilegt,  welche  aus  der  Substitution  von  x^^y^jS^^,... 
in  die  betreffenden  Functionen  entspringen,  verwandelt  sich  (2) 
in  das  System 

^\  (^1  y,  ^,  •  •  •)  =  ^i  (a?o,  yoj  ^o>  • '  •) 

• 

Sobald  hieraus  die  /<  Variabein  y^  e, ., .  als  Functionen  der  Va- 
riable X  bestimmt  sind,  stellen  y,  £r, . . .  diejenige  Mannigfaltig- 
keit der  ersten  Ordnung  dar,  welche  dem  System  (1)  genügt, 
für  x=x^  die  Werthe  y=yo>  ^==^oi  •  •  •  erhält,  und  deshalb,  wie 
sich  im  Vorgehenden  gezeigt  hat,  eindeutig  bestimmt  ist. 

Es  möge  jetzt  eine  einzelne  von  den  Gleichungen  (2)  her- 
ausgehoben werden,  etwa 

<?,  (a?,  y,  ^, . .  0  =  Sr 
Damit  die  Function  0^  (x,  y,  ^, . . .)  von  der  verlangten  Beschaf- 
fenheit sei,  muss  aus  derselben  die  zugeordnete  Gleichung  in  (3) 
folgen.  Ferner  muss,  da  das  System  (3)  für  die  Werthe  der  Diffe- 
rentialquotienten ;7^'  j-»*"  Ausdrücke  zu  liefern  hat,  welche 
den   in  (1)  bezeichneten    respective    gleich  sind,  jede   einzelne 

d  ti    dz 

Gleichung  in  (3)  befriedigt  werden,  indem  man  statt  t^>  t^  >••• 

dx   dx 

die  entsprechenden  Functionen  f{x^  y,  ^7  •  •  •)>  9  (^>  y^^i"  •)  sub- 
stituirt.  Demnach  ergiebt  sich  ftir  (Z>,  (a;,  y,  -e, . . .)  die  folgende 
Gleichung 

T^  +  -Q^ff^^^y^^^  •  •  •)  +  "3^y  (^»y>^' ..,)  +  ...  =o, 

und  eine  eben  solche  Gleichung  für  jede  der  übrigen  Functionen 

*2  (^»  y,  ^, ...),-. .  %  («,  y,  ^»  •  •  .)• 

Eine  Gleichung,  in  welcher  die  partiellen  Differentialquo- 


de 

— ,  . . 
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tienten  einer  Function  von  mehreren  Variabein  0  (o:,  y,  ^, .  . .) 
vorkommen,  heisst  nach  §  82  eine  partielle  Differentialgleichung. 
Man  kann  daher  den  Ausdruck  anwenden,  iass  die  fi  Functionen 
(Z>j,  <Z>2, . . .  0^  die  Eigenschaft  haben  müssen^  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

80      30  30 

zu  genügen.  Umgekehrt  verhält  sich  jede  Function  (Z>,  welche 
dieser  Gleichung  gentigt,  in  der  Weise,  dass  der  entsprechende 
Ausdruck 

(a\  ^  ^^  ^y.^.^  Al  4.       _d0 

da        dp    dx        de    dx       ' "       dx 

d  V 
gleich  Null  wird,  sobald  die  Diflferentialquotienten  — -,    , 

dx    ax 

durch  das  System  (1)  bestimmt  werden;  mithin  bleibt  die  Func- 
tion 0  für  jede  das«  System  (1)  erflillende  Mannigfaltigkeit  der 
ersten  Ordnung  constant.  Aus  diesen  Gründen  bedeutet  die 
Forderung,  dass  eine  Function  0  (rc,  y,  £^, . . .)  der  partiellen  Diflfe- 
rentialgleichung  (5)  genüge,  dasselbe  wie  die  Forderung,  dass 
eine  Function  0  {x,  y,e^.. .)  ftir  jede  dem  System  (1)  ent- 
sprechende Mannigfaltigkeit  ungeändert  bleibe.  Eine  Gleichung 
des  Inhalts,  dass  eine  im  Vorstehenden  characterisirte  Function 
0  (x,  y,  e, ,. .)  einen  gewissen  willkürlich  gewählten  Werth  S 
festhalten  soll, 

(7)  0{X,  y,  £r, . . .)  =  S, 

definirt  also  eine  Mannigfaltigkeit  der  ^u  ten  Ordnung,  in  welcher 
beliebig  viele  das  System  (1)  befriedigende  Mannigfaltigkeiten 
der  ersten  Ordnung  enthalten  sind.  Da  nun  die  Gleichung  (7) 
in  dem  so  eben  bezeichneten  Sinne  durch  das  System  (1)  erfüllt 
wird,  so  nennt  man  dieselbe  ein  Integral  des  Systems  von  Diffe- 
rentialgleichungen (1);  zugleich  heisst  die  zugehörige  willkürliche 
Constante  2  eine  Integrationsconstante.  Nach  diesem  Sprachge- 
brauche ist  das  System  (2)  ein  System  von  /i  Integralen  des 
gegebenen  Systems  von  Differentialgleichungen.  Die  /i  Func- 
tionen 0Ax,  y,  £r, . . .),  ...  0  (Xj  y,  £?, . . .),  welche  hier  auftreten, 
dürfen  jedoch  unter  den  möglichen  Auflösungen  der  partiellen 
Differentialgleichung  (5)  nicht  ganz  beliebig  gewählt  sein, 
sondern  müssen  noch  die  Bedingung  erfüllen,   dass  durch  die 
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zugehörigen  GleichuDgen  (2)  wirklich  eine  Mannigfaltigkeit  der 
ersten  Ordnang  bestimmt  werde.  Wir  sahen,  dass  unter  der 
erwähnteii  Voraussetzung  aus  dem  System  (2)  eine  Mannigfal- 
tigkeit der  ersten  Ordtaung  entsteht,  die  von  einem  beliebig 
zu  wählenden  Werthsystem  x=^x^^y  =  y^^  e  =  e^^ ,,.  ausgeht 
und  deshalb  eine  vollständige  Integration  des  Systems  (1)  dar- 
stellt. Dem  entsprechend  wird  dann  das  System  (2),  zu  welchem 
die  /£  toillkürlichen  Constanten  2^  Sg»  *  *  *  ^u  9^f^^  ois  ein  voll- 
ständiges System  von  /i  Integralen  des  Systems  von  Differential- 
gleichungen (1)  heeeichnet. 

In  dem  Falle  /u  =  2  reducirt  sich  das  System  (2)  auf  die 
beiden  Gleichungen 

,  /  *.  (^'  y. ") = «. 

während  <Z>^  und  (D^  der  partiellen  Differentialgleichung 

genügen.  Nach  der  bei  der  gleichen  Annahme  gebrauchten 
geometrischen  Interpretation  geht  durch  einen  beliebigen  Punkt 
^oit/oj^o  des  Raumes  K  eine  und  nur  eine  Linie,  welche  das 
System  von  Differentialgleichungen 

'/-=f(x,yj0) 

befriedigt;  da  jedoch  der  Punkt  (aJo,^^»^©)  keinen  Vorzug  vor 
irgend  einem  andern  hat,  so  darf  man  auch  sagen,  dass 
durch  jeden  Punkt  (x^y^a)  eine  und  nur  eine  dem  System  (1*) 
genügende  oder  charakteristische  Linie  laufe.  In  Folge  dessen 
ist  eine  Function  0(x^y,£f),  die  der  Gleichung  (5*)  genügt, 
eine  Function  des  Ortes  {Xyy,g),  welche  in  jeder  charak- 
teristischen Linie  constant  bleibt.  Durch  eine  Gleichung  (2>=S, 
in  welcher  £  eine  willkürliche  Constaiftc  bedeutet,  und  die 
ein  Integral  des  Systems  (1*)  ausmacht,  wird  also  eine  Fläche 
dargestellt,  welche  lauter  charakteristische  Linien  enthält; 
insofern  aber  die  Constante  2  nach  einander  verschiedene 
Werthe  bekommt,  entstehen  verschiedene  Flächen  von  der  be- 
zeichneten   Beschaffenheit,    deren    Inbegriff    eine   Sclmar    von 
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Flächen  bildet  Wenn  die  beiden  Gleichungen  (2*)  ein  voll- 
ständiges System  von  eivei  Integralen  des  Systems  (1*)  repräsen- 
tiren,  so  stellt  jedes  der  beiden  Integrale  eine  Scbaar  von 
Flächen  dar,  und  die  vorhin  erwähnte  Bedingung,  dass  durch 
die  Gleichungen  eine  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  be- 
stimmt werde,  nimmt  die  Gestalt  an,  dass  jede  Fläche  der 
ersten  Schaar  von  jeder  Fläche  der  zweiten  Sehaar  in  einer 
Linie  geschnitten  werden  mussj  welche  eben  eine  characteristi- 
sche  Linie  ist.  Um  diejenige  characteristische  Linie  zu  er- 
halten, welche  durch  einen  beliebig  gegebenen  Punkt  {x^^y^^e^ 
hindurchgeht,  hat  man  wie  in  den  obigen  Gleichungen  (4)  die 
Constanten  &j   und  £,   durch  Einsetzung   der  Werthe  x^^y^e^ 

in  0,  und  (2>,  zu  bestimmen,  so  dass  die  betreffende  Aufgabe 
durch  die  Gleichungen 

(4*)  r  <^i  (^»  yi  ^)  =  <^i  (a?o>  yo»  ^o) 

gelöst  wird.  • 

Weil  eine  der  partiellen  Differentialgleichung  (5*)  ge- 
nügende Function  <I>(a:,y,£r)  in  einer  characteristischen  Linie  den- 
selben Werth  behält,  so  ist  der  Werth  für  die  ganze  Linie  be- 
stimmt, sobald  er  in  einem  ihrer  Punkte  gegeben  ist  Als  einen 
solchen  kann  man  denjenigen  Punkt  wählen,  welcher  in  der  Ebene 
x  =  x^  liegt,  und  dessen  andere  Coordinaten  nach  der  einge- 
führten Bezeichnung  y=iy^^z=^ß^  heissen.  Durch  die  Werthe, 
welche  jedem  dieser  Punkte  entsprechen,  ist  also  eine  Function 
^(^)  Vi  ^)  überhaupt  bestimmt;  das  gilt  in  dem  vorliegenden 
Falle  für  die  beiden  Functionen  O^  (a;,  y,  e)  und  ö),  {x,  y,  sf) 
Somit  gehört  in  der  Ebene  x  =  x^  zu  der  ersten  Schaar  von 
Flächen  (i\  {x^  y,  0)  =ä  eine  erste  Schaar  von  Linien  der 
Art,  dass  der  zugeordnete  Functionswerth  in  jeder  Linie  con- 
stant  ist  und  sich  nur  von  einer  zur  folgenden  ändert,  ebenso 
gehört  zu  der  zweiten  Schaar  von  Flächen  Ö>a(^>yj^)=S«  ^^^ 
zweite  Schaar  von  Linien  der  Art,  dass  der  zugeordnete  Func- 
tionswerth wieder  in  jeder  Linie  constant  ist  und  sich  nur  von 
einer  zur  folgenden  ändert,  und  zwar  schneiden  sich  jede  Linie 
der  ersten  und  jede  Linie  der  zweiten  Schaar  in  einem  be- 
stimmten Punkte  (y^j  ^o)- 

Nachdem  im  Vorhergehenden  auseinandergesetzt  ist,  wie 


520  Integrale  und  Intcgrationsconstanten.  §  88. 

man  von  einem  yoUständigen  System  von  Integralen  des  Systems 
(1)  zu  einer  vollständigen  Auflösung  gelangt,  bei  welcher  den 
abhängigen  Functionen  y,  e,,. ,  beliebige  zu  einem  Werthe x^=Xo 
gehörige  Anfangswerthe  y^,  ^ß^o»  •  •  •  vorgeschrieben  sind,  erhebt 
sich  die  Frage  nach  einem  Verfahren,  um  aus  einer  vollstän- 
digen Auflösung  der  letztem  Art  ein  vollständiges  System 
von  Integralen  zu  erhalten.  Diese  Frage  wollen  wir  wieder 
nur  illr  ein  System  der  zweiten  Ordnung  beantworten,  indem 
die  Ausdehnung  auf  eine  beliebige  Ordnung  keine  neue  Schwie- 
rigkeiten verursacht.  Das  gewünschte  Mittel  bietet  die  obige 
Bemerkung,  dass  eine  Function  (D{Xjy^s\  durch  welche  die 
partielle  Differentialgleichung  (5)  befriedigt  wird,  bestimmt  ist, 
wofern  die  Werthe  der  Function  ttlr  die  Mannigfaltigkeit  x=Xq 
gegeben  sind.  Man  nehme  in  dieser  Mannigfaltigkeit  zwei  Func- 
tionen derVariabeln  y  und  b^  8,  (y,  e)  und  Ä,  (y,  z\  willkürlich, 
jedoch  so  an,  dass,  wenn  der  ersten  ein  beliebiger  constanter 
Werth  i,,  der  zweiten  ein  beliebiger  constanter  Werth  l^  vor- 
geschrieben wird,  zu  den  Gleichungen 

ein  bestimmtes  Werthsystem  y,  z  gehört.  Ein  Beispiel  liefern 
nach  I,  §  71  zwei  Functionen  des  ersten  Grades  mit  constanten 
Coefficienten 

bei  denen  die  Determinante  ä,  c,  —  6,^  c,  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  hat,  und  welche  in  diesem  Falle  ron  einander 
unabhängige  Functionen  genannt  werden.  Geometrisch  gedeutet 
stellt  dann  in  (8)  die  erste  Gleichung  eine  Schaar  von  parallelen 
geraden  Linien,  die  zweite  eine  von  der  ersten  verschiedene 
Schaar  von  parallelen  geraden  Linien  dar,  wobei  jede  Linie 
der  ersten  von  jeder  Linie  der  zweiten  Schaar  in  einem  ein- 
zigen Punkte  geschnitten  wird.  Denkt  man  sich  alle  dem  System 
Differentialgleichungen  (1*)  genügenden  oder  charakteristischen 
Linien  construirt,  die  für  x=Xfi  die  Gleichungen  y=yo»  ^^=^o 
erfüllen,  so  kann  man  erstens  vermittelst  der  Function  91  j  (y,  s) 
jedem  Punkt  (jr,  y,  js)  der  durch  (y^,  s^)  gehenden  Linie  den 
Functionswerth  ä^  (^o,  ^o)  zuordnen,  und  erhält  dadurch  eine  be- 
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stimmte  Function  CD,  {x,  y,  xr),  die  in  jeder  characteristischen 
Linie  ungeändert  bleibt;  zweitens  kann  man  die  Function 
3^2  (y?  ^)  ebenso  verwenden,  um  eine  derselben  entsprechende 
Function  (Z>j  (r,  y,  e)  zu  erzeugen,  die  ebenfalls  in  jeder  charac- 
teristischen Linie  ungeändert  bleibt.  Für  diese  Functionen  gelten 
somit  die  Gleichungen 

^  ^  ( <^.  (^, »,  ^)  =--  a,  (y„,  ^«), 

welche  nach  dem  Obigen  ein  vollständiges  System  von  Integralen 
des  Systems  Differentialgleichungen  (1*)  ausmachen. 

Um  den  Werth  anzugeben,  welchen  eine  auf  diese  Weise 
bestimmte  Function  <Z>,  {x,  y,  e)  oder  (^,  (a:,  y,  e)  flir  ein  gewisses 
Werthsystem  x,  y,  e  besitzt,  hat  man  das  zu  dem  letztem  gehö- 
rende Werthsystem  y^,  e^  aufzusuchen,  und  für  daBselbe  respective 
den  Werth  8,  (yo,  je^o)  oder  8,  (yo,  ^o)  ^-^  bilden.  Durch  das  in  dem 
vorigen  §  entwickelte  Verfahren  kann  man  eine  das  System  (1*) 
befriedigende  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  bestimmen, 
die  9At  x=x^  die  Gleichungen  p^y^y  tf=Js;^  erfüllt,  und  nun  die 
zu  einem  gegebenen  Werthe  x  =  X  gehörenden  Werthe  y=F, 
£=Z  finden.  Auf  genau  entsprechende  Weise  kann  man  eine 
das  System  (1*)  befriedigende  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ord- 
nung bestimmen,  die  mit  dem  Werthsystem  x,  y,  e  anfängt, 
und  flir  diese  dasjenige  System  vonWerthen  y^=yo)  ^=^o  Auf- 
suchen, welches  zu  dem  gegebenen  Werthe  x=x^  gehört.  Diese 
Werthe  muss  man  zum  Zwecke  der  Gleichungen  (9)  in  die 
Functionen  ?l,  (yo,  -s^o)  ^^^  ^2  (yo>  ^0)  substituiren.  Sind  analy- 
tische Ausdrtlcke  von  y  und  J3  als  Functionen  von  x  bekannt, 
vermöge  deren  die  bezeichnete  vollständige  Integration  darge- 
stellt wird,  und  die  wir  folgendermassen  andeuten  wollen 

h  =  Q  (^,  ^oj  Voj  ^ol 

80  ist  die  Bestimmung  der  Werthe  y©,  ^0  durch  x,  y,  js  nichts 
anderes  als  die  Auflösung  dieses  Systems  vou.Gleichungen  nach 
den  Grössen  y^,  ^«;  das  Ergebniss  möge  so  ausgedrückt  werden 

(11)  iy.==^(.,,x,y,s) 


522  Lineare  Differentialgleichungen.  §  89. 

Durch  die  Einsetzung  dieser  Werthe  in  ?li(yo>^o)  und  Ä,  (y^,  ^o) 
entstehen  dann  beziehungsweise  die  gesuchten  Ausdrücke  der 
Functionen  (Z>,  (x,  y,  z)  und  <Z>,  {x,  y,  z).  Da  die  Gleichungen  (11) 
für  beliebige  aber  feste  Werthe  y^  und  ß^  eine  gewisse  das 
System  (1*)  befriedigende  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung 
ausdrücken,  so  ist  jede  Gleichung  nach  dem  eingeführten  Sprach- 
gebrauehe ein  Integral  des  Systems  (1*)  und  beide  zusammen 
bilden  ein  vollständiges  System  von  Integralen^  bei  welchen  die 
Anfangswerthe  y^  und  z^  die  Bolle  der  Integrationsconstanten 
Übernehmen, 

Die  Functionen  8li(y,  z)  und  Ä,  (y^z)  gehen  in  die  Variabein 
y  und  z  über,  sobald  in  (8J  ä,=  1,  c,  =  0,  63  =  0,  c,=  l  ge- 
nommen wird.  Alsdann  stellen  die  Gleichungen  y  =  yo  ^i^Az=z^ 
in  der  Ebene  x=x^  zwei  Schaaren  von  geraden  Linien  dar, 
die  der  zweiten  oder  dritten  Coordinatenaxe  parallel  sind,  und 
zu  jeder  Schaar  von  Linien  gehört  eine  der  beiden  Schaaren  von 
Flächen,  welche  durch  die  Gleichungen  (11)  bezeichnet  werden. 

§  80.    Ziineare  IMNft^ntUdgUMkungen. 

Es  liegt  nicht  in  dem  Plane  dieses  Buches,  nach  einander 
die  gebräuchlichen  Methoden  zu  entwickeln,  durch  welche  be- 
stimmte Arten  von  Differentialgleichungen  mit  Hülfe  von  beson- 
deren analytischen  Processen  integrirt  werden;  wir  heben  daher 
auch  nur  eine  durch  ihre  allgemeinen  Eigenschaften  ausgezeich- 
nete Gattung  hervor.  Diese  enthält  solche  Differentialgleichun- 
gen und  Systeme  von  Differentialgleichungen,  in  welchen  die 
abhängigen  Variabein  sammt  deren  Diflferentialquotienten  nur 
im  ersten  Grade  auftreten,  und  die  lineare  Differentialgleichungen 
genannt  werden.  Damit  das  System  (7)  des  §  82  hierher  ge- 
höre, müssen  die  dortigen  Functionen  H^  und  i/,  in  Bezug  auf 

p._i » •  •  •  y>      ^ 

ersten  Grades  sein,  während  die  Coefficienten  von  der  Variable  x 
abhängen  dürfe».  Wir  wollen  ausserdem  noch  die  Bedingung 
hinzufügen,  dass  in  keiner  Gleichung  ein  Glied  vorkomme, 
welches  die  Variable  x  allein  enthält.  Dann  entsteht  ans  (7) 
die  Gestalt 


alle  Elemente  -r-^i^^'V^  — ä-i  '--^  ganze  Functionen  des 


z 


(^'         e:' 
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wo  J?j^,...B,p,  Sji,...S,^,  Ä2i,...Äj^^,  Sj,i,...Ä2^  beliebige 
Functionen  von  o;  bedeuten.  Kennt  man  eine  particulare  Lösung 
dieses  Systems  y=t),  -8^=},  und  ferner  noch  eine  zweite  y=t)^^\ 
3^=-^^^^  so  genügt,  wenn  SB  und  ö^^^  irgend  welche  Constanten 
bedeuten,  erstens  das  System  y=SB^,  jef=Sj,  da  bei  der  Sub- 
stitution die  Constante  ö  gemeinsamer  Factor  wird,  zweitens 
gentigt  aus  derselben  Ursache  das  System  y=g3^'^^^^\  ;8r=SB^'^j^*^, 
endlich  aber  auch  das  durch  Addition  gebildete  System 

wie  durch  die  bezügliche  Addition  der  für  die  erste  und 
zweite  Lösung  geltenden  Gleichungen  bewiesen  wird.  Die 
Gültigkeit  der  Lösung  (2)  bildet  eine  Grundeigensehaft  eines 
Systems  von  linearen  Differentialgleichungen.  Man  sieht  übri- 
gens sofort,  dass,  falls  das  System  (l)  nach  der  Weise  von 
(8)  des  §  82  in  ein  System  verwandelt  wird,  welches  nur 
Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung  enthält,  alle  hierher 
gehörigen  Differentialgleichungen  von  der  obigen  Beschaffenheit 
sind,  so  dass  der  lineare  Character  des  ganzen  Systems  be- 
wahrt bleibt. 

Unter  den  Systemen  von  linearen  Differentialgleichungen 
sind  diejenigen  die  einfachsten,  deren  sämmtliche  Coefficienten 
Constanten  sind.  Nun  folgt  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  jedes 
derartige  System  auf  ein  System  von  linearen  Differentialgleichun- 
gen zurückgeführt  werden  kann,  in  welchem  nur  erste  Diffe- 
rentialquotienten vorkommen,  und  sämmtliche  Coefficienten  eben- 
falls Constanten  sind.  Wir  werden  jedoch  nicht  das  allgemeinste, 
sondern  ein  specielleres  durch  seine  Anwendungen  besonders 
wichtiges  System  von  Differentialgleichungen  untersuchen,  bei 
dem  fllr  n  Variable  x^^  x^, , , ,  x^^  welche  als  Functionen  einer 
unabhängigen  Variable  t  aufgefasst  werden,  die  nach  t  genom- 
menen zweiten  Differentialquotienten  gleich  linearen  Functionen 
der  Variabein  x^^  x^,.,x^  gegeben  sind, 
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(3) 


^X^ 


dt 
d  x^ 


,T  =  »ii^i  +  «12^:,  +  ...  +  a,.a;, 


dt 


In  Betreff  der  Constanten  a^^j  a,«,,  •  •  •  a«,,  wird  angenommen, 
dass  sie  bei  Vertauschung  der  beiden  Zeiger  ungeändert  bleiben. 
In  Folge  dessen  können  die  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  be- 
findlichen Ausdrücke  durch  die  partiellen  Difierentialquotienten 
einer  homogenen  Function  des  zweiten  Grades  oder  quadrati- 
schen Form  der  Variabein  ir„ . . .  x^  dargestellt  werden.  Setzt  man 

<lP(a?„  iCj, . . . a?J  =  Z  a^^x^ x, 

WO  jeder  der  Zeiger  b  und  c,  wie  auch  im  Folgenden,  die  Reihe 
der  Zahlen  von  1  bis  n  durchläuft,  so  geht  das  System  (3)  in 
das  System 

'  ^^1  _  1     dq> 


(4) 


de 

2 

Sx^ 

^x^ 

1 

d(p 

dt' 

• 

2 

dx^ 

d  X 

• 
• 

1 

dtp 

\  dr 


2     dx. 


über.    Indem  man  die  ersten  nach  t  genommenen  Differential- 
quotienten vermöge  der  erwähnten  Vorschrift  des  §82  als  neue 

d  7j 

Variable  einfuhrt  und  —^^  =  x\  setzt,   tritt  an  die  Stelle  von 

dt  ^ 

(4)  das  System  der  2«ten  Ordnung 

dx\  dx^         ^ 


(5) 


dt 
dx\ 

~dt 


dt 
dx,^ 


—  «21  ^1  "*■  ^22  ^2  "*"  •  •  •   "*■  *2*i  ^nJ     ^^ 


-  =  X 


dx\  dx^ 


dt 


dt 


Die  Functionen,  welchen   die   ersten  DifiFerentialquotienten  der 
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2  n  Variabein  x^  und  x\  gleich  werden  sollen ,  enthalten  die 
abhängige  Variable  t  nicht  und  sind  als  rationale  ganze  Func- 
tionen für  alle  Werthverbindungen  ihrer  Elemente  eindeutig 
definirt.  Demnach  erstreckt  sich  die  Mannigfaltigkeit  der 
(2w+  l)ten  Ordnung,  für  welche  die  Integration  des  Systems  (5) 
gesucht  wird,  auf  alle  Werthverbindungen  der  2w  Variabein 
OTj,  und  x\  und  der  Variable  t. 

Ein  gewisses  Integral  des  Systems  (5)  ergiebt  sich  dadurch, 

da'. 

dass  in  der  bten  Zeile  desselben  der  Differentialquotient      ,, 

at 

mit  x\j   der  Ausdruck  a^j  x^-¥  ..•  +  ö5„^„  mit  —j.-  multipli- 

cirt,  und  dann  beiderseits  von  b=l  bis  b=waddirt  wird.  Hierbei 
erhält  man  links  den  nach  i  genommenen  vollständigen  Diffe- 
rentialquotienten der  Summe 

(6)  y  {x'\  4-  a;',^  +  . . .  -f-  rp-^), 

rechts  den  ebenso  genommenen  vollständigen  Differentialquo- 
tienten des  halben  Werths  der  vorhin  eingeführten  Function 
y  (a;^,  a;^, . .  .a;J.  Weil  daher  die  Differenz  der  genannten  Aus- 
drücke in  Bezug  auf  t  einen  verschwindenden  Differentialquo- 
tienten liefert,  so  ist  sie  selbst  nach  einem  in  §  24  bewiesenen 
Satze  gleich  einer  von  t  unabhängigen  oder  constanten  Grösse  hj 
und  die  betreffende  Gleichung 

(7)  ^(^1  +  a;'J  +  ..+^0-^K^i  +K2^Ä  +  --  +  «»„^')=^ 

bildet  ein  Integral  des  Systems  (5),  durch  welches  die  Summe 
der  Quadrate  der  n  Variabein  x\  und  die  Function  q^ix^^x^,  .-ajj 
auf  eine  merkwürdige  Weise  verbunden  werden.  Desgleichen 
kann  man  aus  dem  System  (5)  oder  ungezwungener  aus  dem 
gleichbedeutenden  (4)  eine  Relation  ableiten,  in  welcher  die 
Summe  der  Quadrate  der  n  Variabein  x^  mit  der  Function 
(f  {x^j  a?2, . . .  x^)  verflochten  ist.  Multiplicirt  man  in  (4)  die  b  te 
Gleichung  mit  dem  Factor  x^^  und  addirt  auf  beiden  Seiten 
von  b  =  1  bis  b  =  n,  so  entsteht  rechts  nach'  der  in  §  46 
erwähnten    Grundeigenschaft   der   homogenen    Functionen   die 
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Function  (p{x^,x^^,.  ,x^y  während  die  linke  Seite  vermöge  der 
Gleichung 

^^^  ^-di^^~2     di-~~~\dt) 

die  folgende  Gestalt  annimmt 

(o,i^(«!..;....«:)-0)'.(5)V....(^)> 

Hier  darf  die  zweite  Summe  mit  Benutzung  des  Integrals  (7) 
durch  den  Ausdruck  g)(a:pa:2, ..  .^pJ  4- 2A  ersetzt  werden,  wo- 
durch die  angedeutete  Relation 

1    d^ 
(10)      ^-^{x\  +  x\  ■f-...  +  a:')  =  2<)p(rr„a:2,...arJ  +  2Ä 


hervorgeht. 

Zu  einer  vollständigen  Integration  des  gegebenen  Systems 
dient  die  Einführung  eines  neuen  Systems  von  abhängigen  Va- 
riabein, welche  durch  die  Auflösung  einer  gewissen  algebraischen 
Aufgabe  bestimmt  werden.  In  §  60  und  §  Gl  hat  sich  heraus- 
gestellt, dasB  fUr  die  beiden  quadratischen  Formen 

(11)  x\-¥x\'^-,.-¥x\,(p{x^,x^,,.x^=a^^x\-¥2a^^x,x.^+..  +««n*^ 

deren  zweite  reelle  Coefficienten  und  eine  von  Null  verschiedene 
Determinante  hat,  falls  die  Zahl  n  der  Variabein  zwei  oder 
drei  beträgt,  eine  Substitution  ersten  Grades  mit  reellen  Coeffi- 
cienten angegeben  werden  kann, 

n  2)  {   ^«^^^21    ^1  "^  ^22    bj  +  •  •  •  +  ^2«    ^n 

durch  welche  die  Quadratsumme  der  ursprünglichen  in  die  Qua- 
dratsumme der  neuen  Variabein  $j,  f^»  •  •  •  ^«>  ^^^  ^*®  Form 
g>  (x^,  x^y  .  , .  x^)  in  eine  Form  der  letztern  transformirt  wird, 
welche  nur  die  Quadrate  der  Variabein  enthält;  hiernach  be- 
stehen Gleichungen 

(IS)        f^i  +  ^2  +  ---  +  ^!=^       +^        +---  +  ^ 

in   denen  (o^^\  (o^^\ . . .  co^"^  reelle  Constontcn  sind.    Dies  Resul- 
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tat,  welches  dort  unter  der  Einschränkung  abgeleitet  wurde, 
dass  in  der  Gleichung,  welche  die  Grössen  Cfi^^\  io^^\ . . .  w^"^ 
liefert,  keine  gleichen  Wurzeln  auftreten,  lässt  sich  sowohl  für 
die  dortigen  Werthe  n=2  und  3  wie  auch  für  jeden  Werth  von 
n  ohne  eine  solche  Einschränkung  begründen,  zu  welchem  Be- 
huf auf  die  Abhandlungen  von  Jacobij  de  hinis  quilmslibet  fun- 
ctionibus  secundi  ordinis  per  stibstitutiones  lineares  transf'orman- 
dis,  quae  solis  quadratis  variMlium  constantj  Grelles  Journal  f. 
Mathematik,  Bd.  12,  und  von  Weierstrass^  über  ein  die  homogenen 
Functionen  zweiten  Grades  betreffendes  TJ^eorem,  nebst  Anwen- 
dung desselben  auf  die  Theorie  der  Meinen  Schwingungen^  Monats- 
bericht der  Berliner  Akademie,  März  1858,  hingewiesen  wird. 

Steht  die  Existenz  der  Substitution  (12)  fest,  so  genügt  für 
den  vorliegenden  Zweck  die  Benutzung  von  wenigen  Eigen- 
schaften derselben,  die  bei  n=2  und  n=3  in  den  genannten 
§§  erwähnt  sind.  Nach  dem  Satze  in  I,  §  81,  dass  die  Determi- 
nante einer  transformirten  quadratischen  Form  gleich  dem  Pro- 
duct  von  der  Determinante  der  ursprünglichen  Form  und  dem 
Quadrat  der  Substitutionsdeterminante  ist,  folgt  aus  der  ersten 
Gleichung  (13),  da  die  Determinanten  der  beiden  Formen  gleich 
Eins  sind,  dass,  wenn  die  Determinante  der  Substitution  (12) 
wieder /'genannt  wird,  /*  ebenfalls  gleich  Eins,  mithin /'=±1 
sein  muss;  femer  ergiebt  sich  ebenso  aus  der  zweiten  Gleichung, 
dass  die  Determinante  der  Form  rechts,  nämlich  das  Product 
w^^^  w^^\  . .  w^"\  gleich  der  in  i'^  oder  die  Einheit  multiplicirten 
Determinante  der  Form  g>  (x^,  ^2>  •  •  •  ^n)  ^^^  ^^^^  mithin  unter 
der  angegebenen  Voraussetzung  keine  der  n  reellen  Grössen 
w^^\  w^^\  . . .  (0^"^  verschwinden  kann.  Durch  die  Substitution  der 
Ausdrücke  (12)  in  die  erste  Gleichung  (13)  leuchtet  ein,  dass 
der  Coefficient  jedes  Quadrats  ^  gleich  Eins,  der  Coefficient 
jedes  Products  von  zwei  verschiedenen  Variabein  ^^  ^^  gleich 
Null  sein  muss;  dies  fUhrt  zu  den  Gleichungen 

(14)  /^'^    "^^^^     +---  +  n»     =1 

Weiter  geht  aus  denselben  hervor,  dass,  wofern  die  Glei- 
chungen (12)  der  Reihe  nach  für  eine  beliebige  Zahl  b  mit  den 
Factoren  y^j,  y^,  •  •  •  ^6«  multiplicirt   und  dann   addirt  werden, 
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auf  der  rechten  Seite  der  Factor  von  ^^  gleich  der  Einheit,  die 
Factoren  der  übrigen  Variabein  gleich  Null  werden;  so  gewinnt 
man  die  folgende  Darstellung  der  neuen  Variabein  durch  die 
ursprünglichen 


X 
nn     n 


VP'eil  die  2nCoefficienten  y^^  Constanten  sind,  so  bleiben 
sie  bei  einer  Differentiation  nach  der  Variable  t  unberührt,  und 
es  kommen  für  die  nach  t  genommenen  Differentialquotienten 
einer  jeden  neuen  Variable  ^^  die  Ausdrücke 


(16) 


(17) 


dt 


dx. 


dt 
ax^ 


«^  dt 


"^  dt 


2  2 

»^  M  ««/j  d  X^  ^  ^n 


Auf  der  letzten  Gleichung  beruht  die  auszuführende  Transfor- 
mation des  Systems  (4).  Indem  die  ate  Gleichung  desselben 
mit  y^^  multiplicirt  und  von  a=l  bis  (}i=n  summirt  wird,  ent- 
steht links   ein   Aggregat,    das   nach  (17)   gleich   dem  zweiten 

Differentialquotienten  ---^  ist,  rechts  das  Aggregat 


dt' 


(18) 


2  \dx^  ^'^ 


d(p 


"^    5^   ^25  "*■•••  "^    :)''^'ynb 


d  X. 


) 


Vermöge  der  Gleichungen  (12)  ist  jede  der  ursprünglichen 
Variabein  als  eine  Function  der  n  neuen  gegeben,  so  dass  die 
partiellen  Differentialquotienten  der  erstem  in  Bezug  auf  die 
letztem  folgendermassen  durch  die  Substitutionscoefficienten 
ausgedrückt  werden, 

^x^ 


(19) 


=  Yw 


dXr, 


=  y 


w 


^21»  ^jc      y 


22' 


dx^ 


=y 


In 


Yi. 


dt 


/  nn' 


d(f\X^,...Xj     _        ^^; 

^«1     ^      dif 

du    ^     dx^ 

dx,    ^              d^ 

du       '"       Sx^ 

dx^ 

du                 dx^ 

du 
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Demnach  ist  die  Summe  (18)  gleich  dem  Ausdruck 

Nun  wurde  in  §  45  nachgewiesen,  dass,  wenn  bei  einer  Func- 
tion von  n  Variabein  9>(3?i, a^j, . .  .icj  jede  derselben  von  einer 
einzigen  Variable  u  abhängt,  der  nach  u  genommene  vollstän- 
dige Differentialquotient  folgendermassen  gebildet  wird 

(21) 

Sobald  aber  die  n  Variabein  x^y x^,... x^  gleich  bestimmten 
Functionen  von  n  neuen  Variabein  ^j,  ^2>  •  •  •  ^n  gesetzt  werden, 
und  dadurch  die  Function  q){x^j..,xj  in  eine  Function  der 
letzteren  i//($„  ^j, . . .  ^J  übergeht,  kann  man  unter  den  neuen 
Variabein  eine  einzelne  ^^  auswählen,  diese  allein  beweglich 
machen  und  die  Übrigen  ruhen  lassen;  dann  erhält  man  für 
den  nach  ^^  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  der 
Function  i/' (fp  fg?  •  •  •  ^J   ^®"  folgenden  Ausdruck,  welcher  aus 

dx  dx 

(21)  entsteht,  indem  — -  durch     ^^--  ersetzt  wird, 

^  du  d§,,  ^ 

^"^^^  '       di,  dx,"di,  "^  dx,  d%  '^"''^~dx,'di,' 

1  Sw 

Somit  verwandelt  sich  (20)  in  den  einfachen  Ausdruck  ^  -^v   ' 

2  ^E^ 

In  dem  vorliegenden  Falle  wird  die  Function  t/;(fi,  ^j, .'. .  |J 
durch  die  rechte  Seite  der  zweiten  Gleichung  (13)  dargestellt, 
woraus  die  Bestimmung 

(23)  Hi:=''"'& 

hervorgeht.  Demnach  erhält  man  aus  dem  System  (4)  die 
n  Differentialgleichungen 

(24)  ^  =  ^^- 

welche  den  Zahlen  b  =  l,  2, . . .  n  entsprechen.  Sie  enthalten  nur 
noch  die  neuen  Variabein  ^j,  ^j, . . .  f^  und  bilden  deshalb  das 
aufzustellende  transformirte  System  von  Differentialgleichungen. 

Lipiohits,  AiiAljriii  IL  34 
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Nach  den  früheren  Definitionen  ist  eine  vollständige  In- 
tegration des  Systems  (5)  eine  solche.,  bei  der  für  einen  ge- 
wissen Werth  t=t^  jede  der  2n  abhängigen  Variabein  einen 
beliebig  vorgeschriebenen  Werth  annimmt, 

(25)  X,  =  X,  (0),  x\  =  x\  (0). 

Dieselbe  Bestimmung  der  abhängigen  Variabein  x^  als  Functionen 
von  t  entspricht  einer  vollständigen  Integration  des  Systems  (4). 

Weil  aber  in  (5)  die  n  Gleichungen  -j--  =  x\  enthalten  sind,  so 

tritt  bei  dem  System  (4)  an  die  Stelle  der  Forderungen  (25) 
das  System  von  Forderungen 

(26)  X,  =  X,  (0),  —'  =  x\  (0), 

das  heisst,  das  System  (4)  ist  vollständig  integrirt,  wofern  für 
t^^t^  erstens  die  n  abhängigen  Variabein  x^  und  zweitens  die 

n  ersten  Differentialquotienten  derselben  ^-  beliebig  vor- 
geschriebene Werthe  annehmen.  Aus  den  Änfangswerthen 
x^  =  x^{0)   folgen   nach   (15)   vollkommen   bestimmte  Anfangs- 

dxj^ 
dt 


werthe  ?5  =  l6(0),  aus  den  Änfangswerthen     -.j-  =x\{0)  ver- 


möge  (16)  vollkommen  bestimmte  Anfangswerthe     ;  -  =^\{0). 

Für  diese  Werthe   ist  das  System  (24)  so  zu    integriren,   dass 
zu  dem  Werthe  ^=^o  ^^^  Gleichungen 

(27)  I,  =  I,  (0),  ^l  =  r,  (0) 

gehören. 

Der  Vorzug  der  Gleichungen  (24)  besteht  offenbar  darin, 
dass  in  jeder  derselben  nur  eine  Variable  vorkommt;  es  ist  des- 
halb nur  eine  einzige  Differentialgleichung 


(28) 


an  t 


ZU  behandeln,  in  der  w  eine  von  Null  verschiedene  reelle  Grösse 
bedeutet.  Hier  begründet  das  Vorzeichen  von  to  einen  wesent- 
lichen Unterschied.  Ist  w  negativ,  so  genügen  der  Differential- 
gleichung (28)  die  beiden  trigonometrischen  Functionen  cos  (j/— oj  i) 
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und  sin  ()^ — lo  t),  und  da  die  Differentialgleichung  linear  ist,  so 
darf  man,  um  eine  allgemeinere  Lösung  zu  erhalten,  nach  einer 
obigen  Bemerkung,  jede  der  genannten  Lösungen  mit  einer  be- 
liebigen Constante  multipliciren  und  von  beiden  Producten  die 
Summe  nehmen.  Wegen  der  für  t=t^  zu  erfüllenden  Anfangs- 
bedingungen ist  es  auch  gestattet,  von  vorne  herein  die  Lösun- 
gen cos  ()/—  w  (^  —  t^))  und  sin  ()/ —  lo  {t  —  to))  zu  nehmen  und  mit 
zwei  Constanten  B  und  C  die  Lösung 

(29)  ^=BGOs(^^^(t—Q)+  C»\n{f^iü(t  —  t^)) 

aufzustellen,  aus  der  durch  Differentiation  die  Gleichung 

^30)  ^)  =-B>/— w8in(/- w(<— 0)+C»^— wcos(|/— 7ü(<-0) 

folgt.    Damit  nun  für  t=t^  die  Gleichungen 

(31)  1=1(0),  ff  =  |'(0) 

gelten,  hat  man  in  (29)  und  (30)  ^—^o  =  ^  ^^  setzten,  und  findet, 
da  bei  verschwindendem  Argument  der  Cosinus  gleich  der  Ein- 
heit, der  Sinus  gleich  Null  wird,  die  Bestimmungen 

(32)  $(0)=5,  r(o)  =  c/=:7;;; 

demnach  erhält  die  gesuchte  vollständige  Lösung  die  Gestalt 

(33)  ^= ^(0)  cos  if^^  (t  -  g)  -H  |-^S  sin  (\f--To  {t  -  Q). 

Wenn  dagegen  in  (28)  die  Grösse  (o  positiv  ist,  so  wird  die 
Differentialgleichung    durch   die    beiden    Exponentialfunctionen 

e  '^   und  e  befriedigt,    statt   deren   auch    die   Exponential- 

functionen  e  und  e  gewählt  werden  können.    Aus 

den  angegebenen  Gründen  genügt  alsdann  der  mit  zwei  beliebi- 
gen Constanten  L  und  M  gebildete  Ausdruck 

(34)  ^=Le  +Me  , 
dessen  Differentiation  die  Gleichung 

(35)  =Y^oLe  —ytoMe 

ergiebt.  Die  Erfüllung  der  Anfangsbedingungen  (31)  zieht  die 
Gleichungen 

(36)  m=-L  +  M,  ^\0)^fJ{L-M) 
nach  sich,  aus  denen  die  Werthe 


(38)  I  =  I (|(0)  +  -^  I'  (0)) /" ^"'^  +  i-.(| (0) -    ,L  f  (0)) e 
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(37)      L=  {  (^(0)  +  I-  r  (0)),  ilf  =  -1  (^  (0)  -  -^L  r  (0)) 
folgen.    Mithin  entsteht  die  gesuchte  vollständige  Lösung 

fc'MMI/»  -4 .lA-MM >^'(llll#) 

welche  sich  folgendermassen  zusammenfassen  lässt 

(38*)  ^=^(0)^-      -^^ +  r(0)^ 7-/1^  -         • 

2  2yü; 

Der  letztere  Ausdruck  enthält  auch  den  Ausdruck  der  zu  einem 
negativen  w  gehörenden  Lösung  (33),  sobald  die  in  I,  §  116  er- 
wähnte Bezeichnung 

(39)  cos  t?  +  t  sin «;  =  ß"' 

gebraucht  wird ,  aus  welcher  mittelst  der  Verwandlung  von  v 

in  — t)  für  cos  t;  und  sin  v  die  Darstellungen 


ir    ,       — ir  ir  — ir 

e    +  e  .  e    —•  e 


(40)  cos  V  = >     sm  t;  =         ^  . 

folgen.  Fügt  man  jetzt  den  Grössen  |  den  fortgelassenen  Zeiger 
b  bei,  so  wird  die  gesuchte  vollständige  Lösung  des  Systems 
(24),  die  den  Bedingungen  (27)  genügt,   durch  die  Gleichungen 

(41)  L^uo)'—   -Y +rs(0)'  * 


2,/ 


w 


(6) 


gegeben.  Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleichungen 
(12)  liefert  dann  die  verlangte  vollständige  Integration  des  ur- 
sprünglichen Systems  (4). 


Capitel  XIL 
Doppelte  und  mehrfache  Integrale. 

§  90.    Doppelte  Integrale. 

Im  vorigen  Capitel  sind  die  gewöhnlichen  Dififerential- 
gleichungen und  Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichun- 
gen als  Verallgemeinerungen  der  Aufgabe  betrachtet  worden, 
das  Integral  einer  Function  einer  Variable  in  Bezug  auf  die 
letztere   zu   bestimmen.    Die  Integration   einer  Function   einer 


§  90.  Doppelte  Integrale.  638 

Variable  lässt  sich  aber  noch  auf  eine  andere  Weise  erweitem. 
Darauf  gestützt,  dass  das  Integriren  durch  die  Bildung  einer 
gegen  einen  Grenzwerth  convergirenden  Summe  bewerkstelligt 
wird,  bildet  man  für  Functionen  von  zwei  und  mehr  Variabein 
entsprechende  Ausdrücke  von  doppelten  und  mehrfachen  Summen, 
die  ebenfalls  bei  gewissen  Voraussetzungen  gegen  Grenzvferthe 
convergiren;  die  letztem  dienen  zur  Definition  der  doppelten 
und  mehrfachen  Integrale.  Durch  die  Untersuchung  dieser  Be- 
griffe empfängt  das  Gebiet  der  Integralrechnung  abermals  einen 
neuen  Zuwachs. 

Um  das  Wesen  eines  doppelten  Integrals  zu  erklären, 
wird  angenommen,  dass  eine  Function  f(x^  y)  für  eine  gewisse 
zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  der  beiden  Variabein  x 
und  y  eindeutig,  endlich  und  stetig  gegeben  sei.  Innerhalb 
dieser  Mannigfaltigkeit  werde  eine  Mannigfaltigkeit  der  zweiten 
Ordnung  K  herausgehoben,  und  zwar  zunächst  eine  solche,  bei 
der  X  zwischen  den  festen  Grenzen  a  und  -4,  y  zwischen  den 
festen  Grenzen  6  und  B  liegt,  oder  die  beiden  Ungleichheiten 
(1)  a<x^A,    h^y^B 

gelten.  Man  schalte  nun  zwischen  a  =  a:^,  und  A=Xj  die 
Werthe  x^^x^^...x^_^y  zwischen  6=yo  ^^^  -^^^Vm  ^^^  Werthe 
Vv  yi^-'-Vm-i  ^^^^  ^^^^^  algebraischen  Grösse  ein,  wobei  ver- 
möge des  positiven  Vorzeichens  der  beiden  Differenzen  A—a 
und  B— 6  die  sämmtlichen  Differenzen 

i  ^yo= Vi  -  Poy  ^3^1 = »2  -  yp  •  •  •  -^ym-i=  Vm—  y«-i 

positiv  ausfallen,  und  bilde  mit  den  Functionswerthen  von  f(Xy  y\ 
die  zu  den  Verbindungen  der  genannten  Werthe  der  beiden 
Variabein  gehören,  nach  Analogie  der  Summe  (2)  in  §  20  die 
doppelte  Summe 

Hier  sind  die  Zeiger  der  mit  einander  multiplicirten  Differenzen 
respective   gleich   den  Zeigern  der  Argumente  x  und  y  in  dem 
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zugehörigen  Fnnctionswerth ;  in  jeder  Horizontalreihe  bleibt  der 
Zeiger  von  y,  in  jeder  Vertikalreihe  der  Zeiger  von  x  angeän- 
dert. In  Betreff  der  Stetigkeit  der  Function  f{Xy  y)  wird  ähn- 
lich wie  in  §  20  und  §  84  vorausgesetzt,  dass  bei  hinreichend 
kleinen  numerischen  Werthen  der  Incremente  Jx  und  Jy  in 
dem  ganzen  Gebiet  der  absolute  Werth  der  Differenz 

f(x  +  Jx,y'\-  Jy)  —  f{x,  y) 
kleiner  als  dieselbe  beliebig  kleine  GrOsse  X  sei.  Dann  l&sst 
sich  zeigen,  dass  die  Summe  (3)  bei  fortwährendem  Wachsen 
der  Zahlen  der  eingeschalteten  Werthe  der  Variabein  und  be- 
ständiger Abnahme  der  betreffenden  Differenzen,  wie  die  Summe 
(2)  in  §  20,  gegen  einen  festen  Greuzwerth  convergirt. 

Bei  der  Führung  des  Beweises  werden  wieder  zwischen 
den  zuerst  angenommenen  Werthen  von  x  und  y  neue  Werthe 
eingeschaltet.  Man  hat  indessen  nicht  nöthig,  diese  sämmtlich 
durch  besondere  Bezeichnungen  zu  unterscheiden,  sobald  deutlich 
geworden  ist,  dass  sich  stets  derselbe  Process  wiederholt  Es  seien 
zwischen  Xq  =  Xq^  und  x^=x^j^  die  Werthe  x^^^,  ^o.«»-- -^o.p-i» 
zwischen  yo  =  »o.o  ""*  »1  =  ^0.^  die  Werthe  y^^^,  ^0,2»  •  • -^0.^-1 
eingeschaltet,  und  man  habe 

'-^^0.0=^0.1-^0.0'  -^yo.i=yo,2-»o.n  •  •  •  -^yo.,-i=yo.,-yo.,-i? 

mit  allen  übrigen  Intervallen  werde  auf  gleiche  Art  verfahren. 
In  Folge  dessen  wird  aus  (3)  eine  neue  Summe,  deren  sämmtliche 
Glieder  entstehen,  indem  für  den  ersten  Summanden /'(a;,,,^^)  Jx^  Jy^ 

die  partielle  doppelte  Summe 

(5)       A^o.o»  ^0.0}      ^-^0.0  -^^0.0      +  /"(^o  1 » 2/0.0 )      -^^0.1  "^%.U       +  •  •  • 

+  /  l^O,p-l>  ^0,0 )       -'^O.p-l  -^^0.0 

+ A^o.o»  yo.i)   -^^0.0-^^0.1    +  A^o.P .'/«,,)    -^^0.1  -^2/0.1    +  •  •  • 

+ /"K.p-P  2/0.1)     ^^o.p-^i-^VoA 

und  für  jeden  anderen  Summanden  von  (3)  eine  entsprechend 
gebildete  partielle  doppelte  Summe  tritt.  Wofern  die  Differenzen 
x^  —  x^  und  y^  —  y„  hinreichend  klein  sind,  können  nach  der 
getroffenen  Annahme  alle  in  (5)  vorkommenden  Functionswerthe 
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von  dem  Functionswerthe  f{x^y  y^)  nur  um  weniger  als  die  oben 
erwähnte  kleine  Grösse  X  abweichen^  und  da  alle  Differenzen 
und  deshalb  auch  deren  Producte  positiv  sind,  so  wird  der 
Werth  von  (5)  verkleinert  oder  vergrössert,  je  nachdem  man 
jeden  Functionswerth  durch  fix^^t/o) — ^  oder /'(a;o,yo)  + ^  ^^' 
setzt.  In  beiden  Fällen  erhält  der  substituirte  Ausdruck  als 
Factor  die  Summe  aller  in  (5)  auftretenden  Producte  von  Dif- 
ferenzen; dieselbe  ist  wegen  der  Gleichungen 


(6) 


gleich  dem  Product  {x^—'X^  (y^ — y^  =  Jx^Jy^,  Mithin  liegt 
der  Werth  der  partiellen  doppelten  Summe  (5)  für  alle  Werthe 
der  Zahlen  p  und  q  zwischen  den  beiden  Grössen 

(7)  ( A^-^o»  ^0^  -  ^0  ^^0  -^Vo^  (A^o»  y^  +  ^')  -^^0  3^0- 

Genau  dieselbe  Betrachtung  gilt  fllr  jeden  anderen  Summanden 
von  (3),  und  man  erhält  demnach  bei  dem  zweiten  Verfahren 
statt  f{x^^  yJ)  Jx^  Jy^  eine  partielle  doppelte  Summe,  die  zwi- 
schen den  mit  demselben  l  gebildeten  Grössen 

(8)  {fix^y  y^,)  -  A)  Jx„  Jy^  ( A^«,  yp  +  l)  M.  -^Vß 

gelegen  ist.  Also  befindet  sich  der  Werth  der  aus  dem 
zweiten  Verfahren  hervorgehenden  totalen  Summe,  welche  gleich 
dem  Aggregat  der  erwähnten  partiellen  Summen  ist,  zwischen  zwei 
Werthen,  die  man  aus  (3)  erhält,  indem  jeder  Functionswerth 
A^aJ^y)  das  erste  Mal  durch  den  Ausdruck  f{x^^y^—l^  das 
zweite  Mal  durch  f{x^^  y^  +  A  ersetzt  wird.  Bei  der  Darstel- 
lung dieser  beiden  Werthe  darf  man  in  (3)  zuerst  den  Aus- 
druck f{x^,  y^)  behalten ,  dann  beziehungsweise  —  l  und  -f  l 
substituiren  und  die  betreffenden  Aggregate  nehmen.  Dadurch 
crgiebt  sich  in  beiden  Fällen  die  Summe  (3)  selbst,  ferner  die 
Summe  aller  in  (3)  vorkommenden  Producte  von  Differenzen, 
welche  vermöge  der  in  (6)  ausgedruckten  Thatsache  gleich  dem 
Product  der  Differenzen  {A — a)  (B—b)  ist,  im  ersten  Falle  mit  ^-A, 
im  zweiten  Falle  mit  l  multiplicirt.  Aus  diesen  Gründen  hat 
die  Summe  (3)  unter  den  angegebenen  Bedingungen  die  Eigen- 
schaft, dass  der  Werth,  in  welchen  sie  sich  bei  stets  fortge- 
setzter Theilung  der  Intervalle  der  Variabein  x  und  y  verwandelt, 
von   dem  ursprünglichen  Werth    um   eine  Grösse  differirt,   die 
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zwischen  den  Werthen 

(9)  —i,(^A^a)(B—b),  +i(^-a)(5— ft) 

enthalten  ist.  Die  Grösse  l  wird  für  hinreichend  kleine  Werthe 
der  Differenzen  (2)  beliebig  klein,  mithin  wegen  der  festen 
Grösse  der  Differenzen  A  —  a  und  B—b  auch  der  numerische 
Werth  in  (9),  und  deshalb  convergirt  die  Summe  (3)  für  be- 
ständig abnehmende  Differenzen  gegen  einen  festen  Grenzwerth, 
wie  behauptet  worden. 

Alles  dasjenige,  was  in  §  42  über  die  doppelte  Anordnung 
von  Werthsystemen,  die  eine  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
keit ausmachen,  gesagt  ist,  findet  auf  die  Bildung  -einer  dop- 
pelten Summe  und  insofern  auf  die  Summe  (3)  Anwendung. 
Man  kann  entweder  zuerst  die  Summe  der  Glieder,  in  welchen 
die  zweite  Variable  einen  ungeänderten  Werth  y^  hat,  und 
hierauf  die  Summe  dieser  Summen,  oder  zuerst  die  Summe  der 
Glieder,  in  welchen  die  erste  Variable  einen  ungeänderten 
Werth  x„  hat,  und  dann  die  Summe  dieser  Summen  nehmen. 
Die  bei  dem  ersten  Verfahren  auftretende,  mit  dem  Factor  Jif^ 
multiplicirte  Summe 

(10)  fix^.  y^)  ^x^  -h  f{x^,  y^)  ^a:,  -f  . . .  +  f{x^^y  y^)  Jx^_^, 

ist  eine  solche,  die  nach  §  20  bei  beständig  abnehmenden  Dif- 
ferenzen zu  der  Definition  des  bestimmten  Integrals  der  Vv 
riable  x 

(11)  fäxf{x.y^ 


a 


führt;  hier  behält  die  zweite  Variable  y  den  festen  Werth  y^ 
welcher  von  der  nach  x  auszui\ihrenden  Integration  unabhängig 
ist.  Da  nun  die  erforderliche  zweite  Summation  entsteht,  indem 
der  Ausdruck  (10)  mit  Jy^  multiplicirt  und  hierauf  successive 
/^  =  0,  1,  2, . .  .m — 1  gesetzt  wird,  und  da  bewiesen  ist,  dass 
die  Summe  (3)  unter  den  erwähnten  Bedingungen  bei  beliebig 
abnehmenden  Differenzen  st^ts  gegen  einen  bestimmten  Grenz- 
werth  convergirt,  so  darl*  man  das  Integral  (11)  als  den  Grew- 
werth  der  Summe  (10)  und  die  zu  leistende  zweite  Summatioii 
als  eine  in  Bezug  auf  die  Variable  y  von  h  bis  B  auszuführende 
Integration  von  (11)  auffassen,  wodurch  der  Grenzwerth  von  (3) 
als  ias  doppelte  Integral 
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.B 


(12)  fdfjfdxax,y) 

b  a 

erscheint.  Sobald  das  zweite  Verfahren  eingeschlagen  wird, 
geht  die  für  einen  gewissen  Werth  x^  aufgestellte  Summe 

(13)  f{x^,  y^)  Jy^  +  f{x^,  y,)  Jy,-\-...+  f(x„,  y^^,)  Jy„^^ 

m 

in  das  nach  der  Variable  y  von  b  bis  B  zu  nehmende  Integral 

(14)  fdy  fix,,  y) 

b 

über,  und  der  Grenzwerth  von  (3)  wird  in  gleicher  Weise  durch 
das  doppelte  IfUegrdl 

(15)  fdxfdyfix^y) 

a  b 

dargestellt.  In  (12)  ist  die  Function  f(x,y)  der  beiden  Variabein 
X  und  y  innerhalb  der  für  dieselben  vorgeschriebenen  Grenzen 
zuerst  nach  x,  dann  nach  y,  in  (13)  zuerst  nach  y,  dann  nachrr 
integrirt.  Die  beiden  Integrale  sind  aber  als  Ausdrücke  des- 
selben Grenzwerthes  einander  gleich,  und  damit  ist  der  Satz 
begründet,  dass  unter  den  genannten  Voraussetzungen  der  Werth 
eines  doppelten  Integrals  bei  Vertauschung  der  Ordnung  der  Inte- 
grationen ungeändert  bleibt. 

Ausser  den  Darstellungsweisen,  bei  denen  jeder  Variable 
die  betreffenden  Integrationsgrenzen  vorgeschrieben  werden, 
braucht  man  auch  die  Ausdrücke 

(16)  Jjdxdyf{x,y),    /jdydxf{x,y\ 

welche  sich  genau  an  die  Gestalt  der  doppelten  Summe  (3)  an- 
schliessend und  bezeichnet  das  Gebiet  der  Variabein  x  und  y, 
auf  das  sich  die  doppelte  Integration  erstrecken  soll,  durch  die 
zugehörigen  Ungleichheiten,  die  in  dem  gegenwärtigen  Falle 
in  (1)  angegeben  sind.  Hierbei  wird  das  Product  von  je  zwei 
in  (3)  vorkommenden  positiven  Differenzen  Jx^  Jy^  durch  das 
Product  von  den  positiven  Differentialen  dxdy  angedeutet,  und 
dieses  letztere  Product  das  Element  des  doppelten  Integrals 
genannt. 

Die  Ungleichheiten  (1)  sind  so  definirt,  dass  bei  der  Be- 
stimmung des  Gebiets  der  Variabein  die  betreffenden  Gleichun- 
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gen  ebenfalls  Geltung  haben.  Weil  nun  den  Gleichungen  die 
Begrenzung  des  Gebietes  entspricht,  so  folgt  daraus,  dass  die 
Werthsysteme,  welche  der  Begrenzung  selbst  angehören,  auch 
noch  zu  dem  Gebiete  gerechnet  werden.  Fragt  man  nach  den 
zu  der  Begrenzung  gehörenden  Werthsystemen ,  die  in  der 
Summe  (3)  vorkommen,  so  sind  es  diejenigen,  in  denen  x=x^ 
oder  y=y^  ist,  und  die  dort  in  der  ersten  Horizontalreihe  und 
der  ersten  Vertikalreihe  erscheinen ;  dagegen  treten  Werthsysteme, 
in  welchen  x=A  oder  y=B  ist,  gar  nicht  auf,  würden  sich 
aber  ergeben,  wenn  man  jede  Horizontalreihe  nach  rechts,  und 
dann  jede  Vertikalreihe  nach  unten  um  einen  Schritt  weiter  führte. 
Nun  besteht  eine  wesentliche  Eigenschaft  der  Summe  (3)  darin, 
dass  der  Grenzwerth,  welchem  sie  sich  nähert,  derselbe  bleibt, 
sowohl  wenn  die  Glieder  fortgelassen  werden,  bei  denen  die 
Functions werthe  zu  Werthsystemen  der  Begrenzung  gehören, 
wie  auch  wenn  die  bezeichneten  Glieder  hinzukommen,  deren 
Functionswerthe  der  Begrenzung  angehören  würden.  Denn  die 
im  ersten  Falle  fortzulassenden  Glieder  setzen  sich  aus  der 
Summe  der  ersten  Horizontalreihe  und  der  um  das  erste  Glied 
verkleinerten  Summe  der  ersten  Vertikalreihe 

fix^,y,)  Jx^  Jy, + . .  +  f{x^,  y^_,)  Jx^  Jy^_^, 

die  im  zweiten  Falle  hinzuzutlttgenden  Glieder  aus  den  ent- 
sprechenden Summen 

zusammen.  Die  erste  Summe  in  (17)  ist  gleich  dem  Product 
der  Differenz  Jy^^  und  der  für  den  Zeiger  ß=0  gebildeten 
obigen  Summe  (10);  weil  der  Werth  von  (10)  stets  inner- 
halb endlicher  Grössen  bleibt,  die  Diflferenz  Jy^^  aber  beliebig 
klein  wird,  so  hat  auch  das  Product  einen  beliebig  kleinen 
Werth.  Dieselbe  Ueberlegung  gilt  für  die  zweite  Summe  in 
(17)  wegen  des  abnehmenden  Werthes  Jx^,  ebenso  für  die 
erste  und  zweite  Summe  in  (18)  vermöge  der  Voraussetzung, 
dass  die  neu  hinzugefügten  Differenzen  Jx^  und  Jx^  auch 
beliebig  klein  seien.  Mithin  liefern  sowohl  die  in  (17)  wie 
auch  die  in  (18)  zusammengestellten  Summen  zu  dem  Werthe 


(lyjjA^C 
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der  Summe  (3)  nur  Beiträge  von  beliebig  kleinem  Werth,  und 
deshalb  convergirt  die  Summe  (3)  immer  gegen  denselben 
Grenzwerth,  mögen  bei  der  Definition  die  Summen  (17)  weg- 
genommen oder  die  Summen  (18)  hinzugefügt  werden. 

Die  Bedeutung  des  gefundenen  Resultats  macht  sich  be- 
sonders geltend,  sobald  eine  mit  (3)  gleichartige  Summe  unter 
der  Voraussetzung  gebildet  wird,  dass  die  zugehörige  Mannig- 
faltigkeit K  der  Variabein  x  und  y  auf  eine  beliebige  Weise 
begrenzt  sei.  Nach  den  Ausführungen  des  §  51  wird  zu  diesem 
Zweck  mit  Hülfe  einer  Folge  von  Functionen  der  unabhängigen 
Variabein  eine  bestimmte  Folge  von  Ungleichheiten  aufgestellt. 
Wir  denken  uns  eine  solche  Bestimmung  gegeben,  bei  der  jede 
Variable  innerhalb  endlicher  Grössen  bleibt,  nehmen  in  dem  Ge- 
biete K  eine  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  von  Werth- 
systemen  {x^^y^  an,  und  bilden  für  diese  die  Summe 

(19)  •    ZZfi^a^y^^K^y^ 

wo  die  Differenzen  Jx^  und  Jy^  mittelst  der  Gleichungen 

(20)  Jx^  =  ^«+1  -  ^«»  ^V/f  =  y^+i  -  9/i 

definirt  sind.  Die  Bezeichnung  der  Werthsysteme  durch  die 
fortlaufenden  Zeiger  a  und  ß  wird  der  Bedingung  unterworfen, 
dass  die  Differenzen  /Jx^^  und  Jy^  stets  positiv  ausfallen,  dass 
also  für  denselben  Werth  von  y  dem  Wachsen  des  Zeigers  a 
ein  Zunehmen  von  x,  für  denselben  Werth  von  x  dem  Wachsen 
des  Zeigers  ß  ein  Wachsen  von  y  entspricht.  Bei  der  Auswahl 
der  Werthsysteme  (x^,y^  kann  man  diejenigen,  welche  der 
Begrenzung  des  Gebietes  K  angehören,  entweder  ganz  aus- 
schliessen  oder  ganz  einschliessen,  oder  nach  einer  gewissen 
Regel  einen  Theil  behalten.  Für  den  Nachweis,  dass  die 
Summe  (19)  bei  beständig  abnehmenden  Differenzen  Jx^  und 
Jy^  gegen  einen  festen  Grenzwerth  convergirt,  ergiebt  sich 
zunächst  durch  ähnliche  Betrachtungen,  wie  sie  über  die 
Summe  (3)  angestellt  sind,  dass  die  Bestandtheile  von  (19), 
welche  bei  der  einen  Definition  fortgelassen,  bei  der  anderen 
hinzugefügt  werden,  einen  verschwindend  kleinen  Beitrag  zu 
dem  Grenzwerthe  des  Ganzen   liefern.    Was   ferner   die   Ver- 
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änderang  der  Snmme  (19)  betrifft,  welche  durch  Anwendmig 
einer  wachsenden  Zahl  von  Werthsystemen  (x,y)  mit  beständig 
abnehmenden  Differenzen  hervorgerufen  wird,  so  lassen  sich 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  f{x^y)  in  dem 
(rebiete  K  eindeutig,  endlich  und  auf  die  oben  hervorgehobene 
Weise  stetig  sei,  die  vorhin  mitgetheilten  Betrachtungen  mit 
geeigneten  Hodificationen  wiederholen.  Weil  die  Begrenzung 
des  Gebietes  K  so  angenommen  ist,  dass  x  und  y  stets  endlich 
bleiben,  so  existiren  für  x  zwei  Werthe  a  und  -4,  für  y  zwei 
Werthe  h  und  B  von  der  Beschaffenheit,  dass  in  allen  vor- 
kommenden Werthsystemen  a<x<iA,h<iy<iB  ist  Wenn 
dann  wieder  der  absolute  Werth  der  Differenz /*(a?+jfe,  y-h^) 
—  f{xj  y)  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  Jx  und  Jy  bei 
jedem  Werthsystem  (a:,  y)  unter  dieselbe  beliebig  kleine  Grösse  X 
herabsinkt,  so  zeigt  sich,  dass  der  Unterschied  zwischen  dem 
Werthe  der  Summe  (19)  und  einem  durch  beständige  Abnahme 
der  Differenzen  hervorgebrachten  Werthe  derselben  numerisch 
kleiner  als  die  Grösse  X{A  —  a){B—h\  und  deshalb  für  ein 
beliebig  kleines  A  selbst  beliebig  klein  wird.  Demnach  con- 
vergirt  die  Summe  (19)  gegen  einen  festen  Grenzwerth.  Anch 
hier  ist  es  gestattet,  entweder  die  Summation  nach  Jx^  voran- 
gehen,  und   die  nach   Jy^  folgen  zu  lassen,   oder  umgekehrt 

zu  verfahren.  Im  ersten  Falle  integrirt  man  zuerst  nach  x, 
dann  nach  y,  im  zweiten  nach  y,  dann  nach  x.  Je  nachdem 
das  eine  oder  andere  geschieht,  wird  der  in  Rede  stehende 
Grenzwerth  als  das  doppelte  Integral 

(21)  fdyfdxf{x,y) 

oder 


(22)  fdxfdyf{x,y) 


bezeichnet;  mithin  gilt  auch  hier  der  Satz,  dass  der  Werth  des 
betreffenden  doppelten  Integrals  von  der  Reihenfolge  der  Inte- 
grationen unabhängig  ist. 

Als  Beispiel  sei  das  Gebiet  K  durch  die  mit  einer   be- 
liebigen positiven  Gonstante  B  gebildete  Ungleichheit 
(23)  a:*  +  y«  <;  ü* 

bestimmt.  Dann  können  sowohl  x  wie  y  nur  Werthe  annehmen, 
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welche   zwischen   den  Grössen  — R  und    +R  enthalten  sind. 

Bei   einem   in  diesem  Bereich  beliebig  aber   fest  gewählten  y 

muss  '^ 

(24)  a:*  ^  Ä*  -  y* 

sein,  so  dass  sich  die  Variable  x  algebraisch  zunehmend  von 
dem  negativen  kleinsten  Werthe  —  ]^R*  — -  y*  bis  zu  dem  posi- 
tiven grösten  Werthe  -f  y^JR*— y*  erstreckt.  Man  hat  daher 
in  (21)  die  auf  x  bezügliche  Integration  von  —  |^JR*— y* 
bis  -f  /-B* — y*,  hiemach  die  auf  y  bezügliche  Integration  von 
—  B  bis  -♦-  JR  zu  nehmen.  In  gleicher  Weise  folgt  aus  (23)  für 
einen  beliebig  aber  fest  gewählten  Werth  von  x  die  Ungleichheit 

(25)  y*  <  Ä»  —  x\ 

nach  welcher  die  Variable  y  von  dem  negativen  kleinsten 
Werthe  —^R*—x*  bis  zu  dem  positiven  grösten  Werthe 
+  )/ JS* — X*  auszudehnen  ist.  Deshalb  ist  in  (22)  die  Inte- 
gration nach  y  von  —  }/  B*  —  x*  bis  -f  ^~R*  —  o;*,  alsdann  die 
Integration  nach  x  von  —  iJ  bis  +  J?  zu  erstrecken.  Man  er- 
hält also  gegenwärtig  durch  Zufügen  der  Integrationsgrenzen 
statt  (21)  den  Ausdruck 

(26)  Jdyjdxf{x,v), 
statt  (22)  den  Ausdruck 

(27)  /dxjdyf{x,y). 

In  (26)  sind  die  Grenzen  der  nach  x  zu  nehmenden  Integration 
von  der  Grösse  y,  in  (27)  die  Grenzen  der  nach  y  auszufllhren- 
den  Integration  von  der  Grösse  x  abhängig,  während  die  Inte- 
grationsgrenzen in  (12)  und  (15)  reine  Constanten  sind.  Man  ge- 
braucht auch  die  Bezeichnung,  dass  in  (26)  und  (27)  die  LfUe- 
grationsgrenjsen  von  den  Integrationsvariabdn  abhängig,  dagegen 
in  (12)  und  (15)  von  den  Integraüonsvariabdn  unabhängig  sind. 
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§  91.    XBtegrale,  die  Aber  einen  Theil  einer  Ebene 

ausgedehnt  werden. 

Wenn  die  Variabein  x  und  y  als  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  eines  Punktes  einer  Ebene  gelten,  und  dem  entsprechend 
durch  das  gegebene  Gebiet  K  ein  Theil  der  Ebene  bezeichnet 
wird,  so  gehören  die  Werthsysteme  (a:„,  y^,  welche  in  der  Summe 
(3)  und  (19)  des  vorigen  §  vorkommen,  zu  Punkten,  die  in  dem 
betreffenden  Theile  der  Ebene  liegen  und  nach  Reihen  von 
geraden  Linien  geordnet  sind,  welche  beziehungsweise  der 
X  Axe  und  y  Axe  parallel  laufen.  Durch  die  positive  Differenz 
Jx^  wird  der  Abstand  von  den  auf  einer  Parallele  zur  ^Axe 
befindlichen  Punkten  (a:„^.p  y^  und  {x^,  y^,  durch  die  positive 
Differenz  Jy^  der  Abstand  von  den  auf  einer  Parallele  zur 
yAxe  befindlichen  Punkten  {x^,y2)  und  {x^,y^_^^  gemessen, 
mithin  ist  das  Product  Jx^  Jy^  das  Mass  des  Flächeninhalts 
des  Rechtecks,  dessen  vier  Ecken  respective  die  Coordinaten 

(^«»  Vfi-^-ui  (^«+j»  ^/y+i) 
haben.  Nachdem  also  der  mit  K  zu  bezeichnende  Theil  der 
Ebene  durch  Reihen  von  geraden  Linien,  die  den  beiden  Axen 
parallel  sind,  in  lauter  Rechtecke  getheilt,  und  der  Flächen- 
inhalt jedes  Rechtecks  mit  dem  zu  einer  bestimmten  Ecke 
gehörenden  Functionswerth  /*(^„,  y^)  multiplicirt  ist,  wird  die 
Summe  der  erhaltenen  Producte  gleich  der  zu  bildenden  Summe, 
und  der  Grenzwerth  derselben  definirt  das  über  den  Theil  K  der 
Ebene  auszudehnende  Integral 

(2)  ffdxdyf{x,y). 

Bei  dieser  Auffassung  heisst  das  Product  der  positiven  Differen- 
tiale dx  dy  das  Element  der  betreffenden  Ebene.  Integrale  mit 
unabhängigen  Grenzen  wie  (12)  und  (15)  des  vorigen  §  beziehen 
sich  auf  einen  Theil  der  Ebene,  der  ein  Rechteck  mit  den 
Seiten  A—a  und  B — b  ist. 

Setzt  man  in  (2)   die  Function  fix,y)  gleich  der  Einheit, 
so   drückt   das  Integral   den   Grenzwerth   der  Summe   aller  in 
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dem  Theile  K  der  Ebene  enthaltenen  Rechtecke  oder  den 
Flächeninhalt  des  Theiles  K  aus.  Es  darf  nun  nach  dem 
vorigen  §  die  Integration  entweder  mit  der  einen  oder  der 
anderen  Variable  beginnen.  Bei  der  fllr  ein  unbestimmtes 
aber  festes  y  nach  x  auszuführenden  Integration,  wo  stets 
von  den  algebraisch  kleineren  zu  den  algebraisch  grösseren 
Werthen  von  x  fortgeschritten  wird,  liefert  das  Differential  dx 
als  unbestimmtes  Integral  die  Function  x.  Hier  sind  dem- 
nach die  Grenzen  vermöge  der  in  §  24  entwickelten  Grund- 
sätze in  der  Weise  einzuführen,  dass,  wenn  eine  für  den 
angenommenen  Werth  y  im  Sinne  der  wachsenden  x  ge- 
zogene Parallele  zur  x  Axe  für  a;  =  x^^^  in  den  Theil  K  der 
Ebene. ein-  und  für  x=x^^^  austritt,  die  Differenz  x^^^—x^^^  ge- 
nommen wird;  falls  die  genannte  Parallele  zur  o;  Axe  in  den 
Theil  K  ein  zweites  Mal  für  x^=x^^^  ein-  und  hierauf  ftlr 
x=af^^  austritt,  so  kommt  noch  eine  zweite  Differenz  x^^^  —  x^^^ 
hinzu,  und  auf  dieselbe  Weise  ist  nöthigenfalls  fortzufahren, 
bis  man  zu  der  letzten  Austrittstelle  der  Parallele  aus  K  ge- 
langt ist.  So  entsteht  fUr  den  Flächeninhalt  des  Gebietes  K 
der  Ausdruck  als  einfaches  Integral 

(3)  ß-  a:W  +  ^t'>  -  «<')  +  a:('>  +  . . .)  dy. 

Wenn  man  dagegen  für  ein  unbestimmtes  aber  festes  x  nach  y 
integrirt,  wobei  ebenfalls  stets  von  den  algebraisch  kleineren 
zu  den  algebraisch  grösseren  Werthen  von  y  fortgeschritten 
wird,  so  folgt  aus  der  Integration  des  Differentials  dy  die 
Function  y.  Es  mögen  jetzt  bei  einer  für  den  gewählten  Werth 
von  X  im  Sinne  der  wachsenden  y  gezogene  Parallele  zur  y  Axe 
die  Eintritts-  und  Austrittsstellen  in  das  Gebiet  K  der  Reihe 
nach  zu  den  Werthen  y=y^^\  y^'\  y^*\  y^^^•••  gehören.  Dann  hat 
man  ebenso  wie  vorhin  die  Differenzen  y^^^ — y^^^,  y^^^ — y^%-«« 
zu  nehmen,  und  erhält  für  den  Flächeninhalt  des  Gebietes  K 
den  zweiten  Ausdruck 

(4)  /(-/'  +  y^'>-r+/'T...)d^- 

Um  ein  Beispiel  eines  Gebietes  in  der  Ebene  zu  bekommen, 
bei  welchem  eine  Parallele  zu  einer  der  Coordinatenaxen  meh- 
rere  Male  ein-  und  austritt,  kann  man  das  Innere  eines  Kreises 
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Dehmen,  aus  dem  ein  Kreis  oder  mehrere  Kreise  ausgeschie- 
den sind. 

Für  ein  Stück  der  Ebene,  welches  durch  eine  auf  der 
positiven  Seite  der  x  Axe  befindliche  Gurve,  durch  die  x  Axe 
selbst  und  durch  zwei  Parallelen  zur  y  Axe  begrenzt  ist,  die 
den  Werthen  x=r  und  x=s  entsprechen,  ergiebt  sich  bei  einer 
zu  einem  beliebigen  x  gehörenden  Parallele  zur  y  Axe  der  erste 
Eintrittswerth  y^"^=0  und  der  einzige  Austrittswerth  y^^\  der 
als  Function  Yon  x  mit  y^^\x)  bezeichnet  werden  möge.  Es  geht 
daher,  falls  r<:8  ist,  der  Ausdruck  (4)  in  das  Integral 


(5)  /'y''\x) 


dx 


über,  durch  welches  das  bezeichnete  ebene  Flächenstück  nach 
§  21  gemessen  wird.  Man  sieht,  wie  sich  der  Ausdruck  (4) 
durch  Addition  und  Subtraction  aus  Bestandtheilen  von  der  Be- 
schaffenheit des  Integrals  (5)  zusammengesetzt,  und  erkennt 
leicht,  dass  der  Ausdruck  (3)  eine  gleiche  Betrachtung  erlaubt, 
bei  welcher  nur  die  Bedeutung  der  Coordinaten  x  und  y  um- 
zutauschen ist 

Man  kann  die  zu  den  Summen  (3)  und  (19)  des  vorigen  § 
gebrauchten  Werthsysteme  {x^,  y^  der  Bedingung  unterwerfen, 
ganze  Vielfache  des  mit  einer  gewissen  ganzen  Zahl  M  gebil- 
deten Bruches  -rrf  zu  sein,  wie  auch  in  §  42  geschehen  ist.  Bei 
diesem  Verfahren  werden  die  sämmtlichen  Differenzen  Jx^^  und 
Jy^  gleich  —  >  das  Product  Jx^  Jy^  gleich  -tj^  >  und  es  er- 
folgt die  Verkleinerung  aller  Differenzen  dadurch,  dass  man 
die  Zahl  M  über  jedes  Mass  wachsen  lässt.  Ein  eigenthüm- 
liches  Interesse  gewährt  die  Betrachtung  einer  solchen  über  ein 
Gebiet  Ä"  ausgedehnten  Summe,  in  welcher  die  Function /"(a^.y) 
gleich  der   Einheit  genommen  ist.    Da  alle  Producte  Jx^  Jy^ 

denselben  Werth  _^g  haben,  so  ist  der  Werth  der  Summe  gleich 
dem  Product  aus  der  Anzahl  Z  der  vorhandenen  Summanden 
mit  dem  Werthe    ^  •  So  gelangt  man  zu  dem  Ergebniss,  dass 
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für  eine  ohne  Ende  wachsende  Zahl  M  der  Grenzwerth  des 
Quotienten  -jt  durch  das  über  das  Gebiet  K  ausgedehnte  In- 
tegral I  jdx  dy  dargestellt  werde,  oder  dass 

(6)  JJdx  dy  =  lim  .  — ^ 

sei.  Unter  der  in  Rede  stehenden  Voraussetzung  wird  der 
zugehörige  Theil  K  der  betrachteten  Ebene  durch  Systeme 
von  Parallelen,  die  zu  den  beiden  Axen  gezogen  sind,  in 
lauter  Quadrate   getheilt,    deren    Ecken   die   gewählten  Punkte 

bezeichnen,  jedes  Quadrat  hat  den  Flächeninhalt   ^^  >  die  Zahl 

Z  giebt  an,  wie  viel  Punkte  sich  innerhalb  des  Gebietes  K  be- 
finden, und  die  Gleichung  (6)  drückt  den  Satz  aus,  dass  der 
Flächeninhalt  des  Gebietes  K  gleich  dem  Grenzwerthe  des  Quo- 
tienten ist,  dessen  Zähler  die  Anzahl  Z  der  in  K  vorhandenen 
Punkte  und  dessen  Nenner  das  Quadrat  der  wachsenden  Zahl  M 
ist.  Wenn  man  die  Forderung,  dass  ar„  und  y^  rationale  Brüche 
von  demselben  ganzzahligen  Nenner  M  sein  sollen,  auch  für 
den  Fall  festhält,  dass  das  Gebiet  K  durch  die  Ungleichheiten 
(1)  des  vorigen  § 

(7)  a<x<A,    b<y<B 

bestimmt  wird,  so  macht  sich  auch  bei  dieser  so  einfachen 
Begrenzung  noch  ein  wesentlicher  Unterschied  geltend.  Es 
kommt  alsdann  darauf  an,  ob  die  beiden  DiflFerenzen  A  —  a 
und  B — b  rationale  Grössen  sind  oder  nicht,  und  im  letz- 
teren   Falle    treten    bei    dem    Nachweise ,    dass    das   Integral 

f  jdx  dy  gleich  dem  Product  (-4— a)  (B—b)  ist,  oder  dass  der 

Flächeninhalt  eines  Rechtecks  durch  das  Product  der  Längen 
zweier  zusammenstossender  Seiten  gemessen  wird,  dieselben 
Schwierigkeiten  auf,  die  in  I,  Abschnitt  I,  Capitel  III  bei  der 
Begründung  der  Rechnung  mit  rationalen  und  irrationalen 
Grössen  zu  erledigen  waren. 
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§  92.    G^ometrisohe  Transformation  eines  doppelten 

Integrals. 

Der  in  §  90  gelieferte  Nachweis,  dass  die  dortige  Samme 
(19)  gegen  einen  festen  Grenzwerth  convergirt,  lässt  sich  geo- 
metrisch dahin  zusammenfassen,  dass,  wenn  die  Summe  fUr  eine 
erste  hinreichend  feine  durch  Parallelen  zu  der  x  und  y  Axe 
hervorgebrachte  Theilung  des  Gebietes  K  gebildet  ist,  und  später 
für  eine  zweite  durch  ebensolche  Parallelen  ausgeführte  noch 
feinere  Theilung  von  K  gebildet  wird,  das  zweite  Resultat 
von  dem  ersten  um  beliebig  wenig  abweicht.  Wie  hier  die 
Theilung  der  Ebene  durch  die  beiden  Systeme  von  gegen  einander 
rechtwinkligen  geraden  Linien  geschieht,  so  kann  die  Ebene 
durch  irgend  zwei  andere  Systeme  von  Linien  getheilt  werden, 
welche  die  Beschaffenheit  haben,  dass  jede  Linie  des  einen 
von  jeder  Linie  des  anderen  Systems  in  einem  bestimmten 
Punkte  geschnitten,  und  der  Ort  jedes  Punktes  durch  die  Kennt- 
niss  der  beiden  betreffenden  Linien  bestimmt  wird.  In  §  60 
ist  von  der  Verwandlung  des  ursprünglichen  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  in  ein  anderes  rechtwinkliges  gesprochen 
und  auf  I,  §  80  verwiesen.  Der  letztgenannte  §  zeigt  aber  auch, 
dass,  wenn  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y  eines  Punktes 
der  Ebene  durch  zwei  neue  Variable  x\  y'  mit  Hülfe  von  vier 
Constanten  a^  ß,  y,  d,  bei  denen  aö  —  ßy  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  hat,  vermöge  der  Gleichungen  ersten  Grades 
(1)  x  =  ax'+  ßy' 

y  =zyx'  4-  6y' 

ausgedrückt  werden,  den  constanten  Werthen  von  y'  ein  System 
von  parallelen  geraden  Linien,  den  constanten  Werthen  von  x' 
ein  zweites  System  von  parallelen  geraden  Linien  entspricht, 
die  einander  unter  einem  beliebigen  Winkel  schneiden,  und 
dass  durch  jedes  System  von  Wertben  x\  y'  ein  System  von 
Werthen  a:,  y  oder  ein  Punkt  der  Ebene  bestimmt  ist.  Des- 
gleichen folgt  aus  I,  §  42,  dass  ein  Punkt  der  Ebene  statt  durch 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  x^  y  durch  die  Länge  r  der  von 
dem  gewählten  Anfangspunkte  nach  dem  Punkte  gezogenen 
Linie,  die  radiiAs  vector  genannt  wird,  und  dem  innerhalb  eines 
Kreises  genommenen  dort  definirteu  Winkel  ^  bestimmt  werden 
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kann,  wobei  die  Gleichungen 
(2)  a;  =-  r  cos  ö,    y  =  r  sin  6 

gelten.  Hier  gehören  zu  den  festen  Werthen  von  6  unbe- 
grenzte gerade  Linien,  die  von  dem  Anfangspunkt  oder  Pol 
nach  einer  Richtung  gehen,  zu  den  festen  Werthen  von  r  um  den 
Anfangspunkt  mit  dem  Radius  r  beschriebene  Kreislinien.  Ebenso 
kann  man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  in  allgemeiner 
Weise  von  zwei  neuen  Variabein  f  und  /;  abhängig  machen 
und  den  Ort  (x,  y)  vermöge  der  Grössen  ?  und  ij  bestimmen, 
welche  dann  auch  als  Coordinaten  des  Punktes  betrachtet  werden; 
hierbei  correspondiren  den  verschiedenen  festen  Werthen  von  r] 
die  verschiedenen  Curven  eines  Systems ,  den  verschiedenen 
festen  Werthen  von  $  die  verschiedenen  Curven  eines  zweiten 
Systems. 

Bei  solchen  Systemen  von  Linien  erfolgt  die  Theilung  der 
Ebene  dadurch,  dass  man  jede  der  neuen  Variabein  um  eine 
Reihe  auf  einander  folgender  Differenzen  ändert  und  die  zu 
den  betreflFenden  constanten  Werthen  gehörigen  Curven  be- 
schreibt; dadurch  entsteht  ein  System  von  Vierecken,  deren 
jedes  von  vier  Curvenstücken  begrenzt  ist.  Wird  ein  zweites 
System  von  kleineren  DiflFerenzen  genommen,  so  ergiebt  sich 
eine  Theilung  der  Ebene  in  ein  System  von  kleineren  Vierecken, 
bei  welchen  die  zu  jedem  einzelnen  gehörenden  Curvenstücke 
beliebig  wenig  von  geraden  Linien  abweichen  und  als  solche 
betrachtet  werden  dürfen.  Die  Umformung  eines  gegebenen 
Flächenintegrals  beruht  auf  der  Aufgabe,  den  Flächeninhalt  eines 
solchen  Elementarvierecks  zu  messen. 

Wir  gehen  von  einem  beliebigen  Punkte  aus,  welcher  durch 
die  Werthe  ?  und  r^  der  neuen  Variabein  bestimmt  ist  und  [?,  rj\ 
genannt  werden  mag,  lassen  $  um  das  positive  DiflFerential  d^, 
T]  um  das  positive  Differential  dri  wachsen,  und  untersuchen 
den  Flächeninhalt  des  Vierecks,  dessen  Endpunkte  die  Bezeich- 
nungen 

haben.  Aus  den  Gleichungen,  durch  welche  x  und  y  als  Func- 
tionen von  f  und  i;  gegeben  sind,  folgen  die  Incremente  von  x 
undy,  welche  der  Zunahme  von  §  um  df  und  r^  um  dt}  entspre- 
chen, als  die  vollständigen  Differentiale 
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S  X  S  X 

und  geben  somit  die  relativen  rechtwinkligen  Coordinaten  des 
Punktes  (x  +  dx^  y  +  dy)  in  Bezug  auf  den  Punkt  (x,  y)  an. 
Man  erhält  daher  die  bezüglichen  Werthe  fUr  die  auf  einander 
folgenden  in  (3)  bezeichneten  Punkte,  indem  man  in  den  Aus- 
drücken (4)  respective  d^=0,  dt-  =  0]  d^=df,  drj  =  0;  d^=0, 
dr]  =  dr];  d^=d^,  di]=^drj  setzt.  Die  Gleichungen  (4)  haben, 
für  die  obigen  Gleichungen  (1)  gebildet,  die  Gestalt 
(5)  dx  =  adx*'¥  ßdy* 

dy  =  ydx*  4-  ddy\ 
welche  mit  der  Gestalt  von  (1)  übereinstimmt.  Hiemach  lässt 
sich  alles  dasjenige,  was  in  I,  §  80  in  Betreff  der  Gleichungen 
(1)  auseinander  gesetzt  ist,  auf  die  Gleichungen  (4)  übertragen, 
sobald  man  die  Differentiale  der  Variabein  als  veränderlich, 
die  für  das  einzelne  Werthsystem  gebildeten  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten als  fest  ansieht,  und  es  ergiebt  sich  unmittel- 
bar, dass  das  in  Rede  stehende  Elementarviereck  als  ein  Ele- 
mentarparallelogramm aufzufassen  ist.  Durch  geometrische  Be- 
trachtungen von  der  Art  der  in  I,  §  80  angestellten  findet  man 
den  Flächeninhalt  des  Elementarparallelogramms  gleich  dem 
Product,  das  aus  der  Multiplication  des  absoluten  Werthes  der 
von  Null  verschiedenen  Determinante 
//»v  Bx    dy  dx  _dy 

in  das  Product  der  positiven  Differentiale  d^  dtj  hervorgeht. 
Zugleich  wird  erkannt,  dass  das  Vorzeichen  von  (6)  positiv  oder 
negativ  ausfällt,  je  nachdem  das  von  dem  Punkte  (x,  y)  aus- 
gehende Linienelemenf,  für  welches  d^>0,  i/;  =  0  ist,  zu  dem 
von  (x,  y)  ausgehenden  Linieneleraent,  für  welches  d$=  0,  d?;>0 
ist,  eine  gleiche  oder  entgegengesetzte  Lage  wie  diejenige  ein- 
nimmt, welche  die  positive  x  Axe  zu  der  positiven  y  Axe  hat. 
Bei  dem  obigen  Beispiel  (2)  treten  an  die  Stelle  von  (4)  die 
Gleichungen 

(7)  dx  =  cos  Odr  —  r  sin  ö  dO 

dy  =  sind dr  +  r cosf^  d6, 


§  92.  Geometrische  Transformation.  549 

SO  dass 

(8)     -z x^ -^  -^  =r  cos  ^  cos ^  +  r  sm  ö  sin ö  =  r 

dr      dn  dß     ar 

wird.  Die  betreffende  Determinante  ist  also  wegen  der  posi- 
tiven Beschaffenheit  von  r  immer  positiv,  und  zeigt  dadurch 
an,  dass  für  jedes  zu  den  betreffenden  Polarcoordinaten  gehö- 
rende Elementarparallelogramm  die  Richtung  dr>0,  dS  =  0 
zu  der  Richtung  dr  =  0,  d6>0  ebenso  liegt  wie  die  positive 
X  Axe  zu  der  positiven  y  Axe. 

Nachdem  der  Inhalt  des  einzelnen  Elementarparallelogramms 
bestimmt  ist,  erhält  man  den  Inhalt  eines  gewissen  Theils  der 
Ebene  durch  Sumraation  der  zugehörigen  Elementarparallelo- 
gramme und  Uebergehen  zur  Grenze.  Bei  den  rechtwinkligen 
Goordinaten  wurde  das  Elementarparallelogramm  durch  das  Pro- 
duct  der  positiven  Differentiale  dx  dy  gemessen,  bei  den  belie- 
bigen Goordinaten  ^,  r;  fand  sich  der  Ausdruck 


('dx    dy         dx    cly\.t.. 


in  welchem  das  Zeichen  £  =  ±  1  so  gewählt  werden  muss,  dass 
das  Resultat  positiv  wird.  Mithin  entsteht  fUr  den  Flächeninhalt 
eines  gegebenen  Theiles  der  Ebene  der  doppelte  Ausdruck 

Ist  der  Theil  der  Ebene  wieder  ein  Rechteck,  welches 
durch  die  Ungleichheiten  (1)  des  §  90  ausgedrtlckt  wird,  so 
bekommt  die  linke  Seite  von  (9)  den  Werth  (A  —  a)  (-B— 6) 
und  man  erhält  die  Gleichung 

Um  nun  die  Summe  (19)  in  §  90  umzuformen,  welche  zu  der 
Definition  des  doppelten 'Integrals  (21)  gedient  hat,  kann  man 
für  ein  beliebiges  Werthsystem  x=a,  y=h  des  dortigen  Gebietes 
if  die  positiven  Differenzen -/:c  =  ^  —  a,  Jy  =  B—b  einfuhren, 
und  erhält  das  betreffende  allgemeine  Glied,  indem  man  die  linke 
Seite  von  (10)  mit  dem  Funetionalwerth  /"(a,  6)  multiplicirt. 
Weil  aber  die  Differenzen -4  —  a  und  B — b  so  klein  genommen 
werden,  dass  innerhalb  des  Bereiches 
(11)  a<x<A,    h<y^B 
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der  Functionswerth  f{x,y)  nur  um  beliebig  wenig  schwankt, 
80  ist  es  gestattet,  statt  die  rechte  Seite  von  (10)  mit  dem 
Factor  /"(a,  6)  zu  multipliciren,  zu  dem  unter  dem  Integral- 
zeichen befindlichen  Ausdruck  den  Factor  f{x,  y)  hinzuzufügen, 
wo  X  und  y  als  die  gegebenen  Functionen  von  ^  und  *i? 
darzustellen  sind.  Jetzt  geht  die  Summe  der  Ausdrücke 
{A  —  a)  {B — h)f{a^h)  in  das  umzuformende  Integral,  die  Summe 
der  fUr  die  einzelnen  Bestandtheile  gefundenen  Integrale  in  ein 
einziges  nach  den  Variabein  ^  und  i;  auszufahrendes  Integral 
über,  woraus  sich  die  Oleichung 

(.2)  y/fe.)^«^..y/A«,.).(|  ^-1  f^äiM 

ergiebt.  Mit  derselben  ist  die  Transformation  eines  gegebenen 
doppelten  Integrals  durch  Einführung  neuer  Variabein  vollzogen; 
hierbei  gründet  sich  der  Beweis  der  obigen  Gleichung  (10) 
auf  geometrische  Betrachtungen.  Später  werden  wir  von  dieser 
Gleichung  einen  rein  analytischen  Beweis  geben.  Da  die  Schltisse, 
welche  von  (10)  zu  der  Gleichung  (12)  ftlhren,  analytische  sind, 
so  wird  hierdurch  die  Transformation  der  doppelten  Integrale, 
wie  in  §  25  die  Transformation  der  einfachen  Integrale,  unab- 
hängig von  der  Anwendung  der  Geometrie  bewiesen. 

Ein  Hauptvortheil,  welcher  durch  die  Transformation  eines 
doppelten  Integrals  erreicht  werden  kann,  besteht  darin,  dass 
die  Begrenzung  des  Gebiets,  über  welches  das  Integral  auszu- 
dehnen ist,  in  den  neuen  Variabein  bequemer  dargestellt  wird. 
So  geht  die  Begrenzung,  welche  in  (23)  des  §  90  angegeben  ist, 

(13)  x^  +  if^B\ 

bei  der  Einführung  der  Polarcoordinaten  (2)  in  die  Bestimmung 
über,  dass  der  Radius  r  von  Null  bisü  ausgedehnt,  der  Winkel  d 
über  eine  ganze  Kreisperipherie  genommen  werde,  oder  dass 

(14)  0<r^Ä,     0<«'<27r 

sei.    Weil   nun    nach    einer   obigen  Bemerkung   der  Ausdruck 

^(  P\    ~öi Wl    )  S'^^^^*  ^   wird,   so    erhält  man  für  die 

Integrale  (26)  und  (27)  aus  §  90  die  transformirte  Darstellung 

(15)  J    Jrdr  de  fireosS,  r  9X116). 
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Bei  der  bisherigen  Betrachtung  der  doppelten  Integrale  ist 
stets  vorausgesetzt  worden,  dass  die  auftretenden  Variabein  in- 
nerhalb des  Gebietes  der  Integration  feste  Grenzen  nicht  über- 
schreiten. Auch  liegt  es  nicht  in  unserer  Absicht,  allgemeine 
Bedingungen  aufzustellen,  unter  denen  ein  doppeltes  Integral 
über  ein  Gebiet  ausgedehnt  werden  darf,  in  welchem  die  Va- 
riabein unendlich  gross  werden.  Wir  wollen  jedoch  durch  die 
Ausführung  eines  Beispiels  andeuten,  wie  derartige  Fragen  zu 
behandeln  sind.  Mit  der  Basis  e  der  natürlichen  Logarithmen 
werde  die  Function  e~'*"**  gebildet  und  über  das  Gebiet 

(16)  -A<x<A,    —B<y<:B 

integrirt,  wo  A  und  B  positive  Constanten  bedeuten.  Wegen 
der  Gleichung 

(17)  e""-^  =  e-'\-^ 

bezieht  sich  die  von  —Ah\%A  nach  x  zu  erstreckende  Inte- 
gration auf  den  Factor  cT'  ,  die  von  —  JB  bis  ß  nach  y  auszu- 
dehnende Integration  auf  den  Factor  e~^,  so  dass  das  gegebene 
doi)pelte  Integral  in  ein  Product  von  zwei  einfachen  Integralen 
zerfällt, 

(18)  ffdx  dy  6"^^^=  fe""dxfe-^  dy. 

—A  —B 

Da  die  Function  e~'*~'^  stets  positiv  ist,  so  drückt  das  betref- 
fende Integral  den  Grenzwerth  einer  Summe  von  lauter  positiven 
Bestandtheilen  aus,  und  es  leuchtet  ein,  dass,  falls  das  Inte- 
grationsgebiet vergrössert  wird,  auch  der  Werth  des  Integrals 
zunehmen  muss.  Nun  kann  man  aber  für  jedes  System  von 
positiven  Werthen  von  A  und  B  zwei  Grössen  R  und  S  so 
wählen,  dass  das  Gebiet  (16)  von  einem  Gebiete 

(19)  x^  +  y^^  S" 
eingeschlossen  wird  und.  ein  Gebiet 

(20)  X«  4-  y'  <:  Ä» 

einschliesst;  es  braucht  nämlich  nur  S  grösser  als  ]^Ä^  +  B*i 
R  kleiner  als  die  kleinere  der  beiden  Grössen  A  und  B  genom- 
men zu  werden.  Demnach  ist  der  Werth  von  (18)  zwischen 
den  Werthen  enthalten,  welche  dasselbe  Integral  respective  hei 
dem  Gebiete  (19)  und  (20)  annimmt.  Für  eine  solche  Ausdeh- 
nung lässt  sich   aber  die  Integration  nach  vollzogener  Umfor- 
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mung  leicht  bewerkstelligen.  Die  Function  e""'*"**  wird  zu  der 
Function  c"**  von  r  allein,  so  dass  dem  Gebiete  (20)  mit  Rück- 
siebt auf  (15)  das  Integral 

(21)  J  frdrd^e-'" 

0        0 

entspricht.  Die  Integration  nach  r  liefert  die  Function  -^— c""*"'» 

die  Integration  nach  ^  die  Function  ^,  mithin  kommt  durch 
Einführung  der  Grenzen  das  Resultat 

(22)  \-  (-  e-""  +1)2^. 

Bei  der  Annahme  des  Gebietes  (19)  entsteht  ein  ebenso  gebil- 
deter Ausdruck,  in  welchem  statt  iZ  die  Griisse  &  vorkommt. 
Man  hat  also  für  die  rechte  Seite  von  (18)  die  Ungleichheiten 

(23)  TT  (1  -  c"'**)  <  /  e''"dx  I  e-*"dy  <  ^  (1  —  O- 


Nach  dem  Obigen  sind  die  Grössen  R  und  S  solchen  Bedin- 
gungen unterworfen,  dass,  wenn  A  und  B  über  jedes  Mass  hin- 
aus wachsen,  sowohl  R  als  S  ebenfalls  jede  gegebene  Grösse 
überschreiten.  Dann  nähert  sich  e  und  e  der  Null,  und 
beide  Grössen,  welche  in  (23)  den  Werth  des  Products  ein- 
schliessen,  convergiren  gegen  denselben  Werth  tt,  woraus  die 
Gleichung 


(24)  f\-'"dxfV'"  dy  = 


—  QO 


folgt.  Da  aber  die  beiden  Integrale  einander  gleich  sind,  und 
jedes  aus  lauter  positiven  Elementen  besteht,  mithin  einen  po- 
sitiven Werth  haben  muss,  so  kommt  für  das  einzelne  Integral 
der  Werth 

(25)  fe-'^dx^yln, 


OD 


bei  welchem  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist.  In  §  76 
wurde  gezeigt,  dass  die  Function  ^M^l  gleich  dem  vorliegen- 
den Integral  (25)  sei,  dessen  Werth  wir  so  eben  gefunden 
haben. 
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§  93.    Integrale,  die  sich  auf  einen  Theil  einer  krummen 

Oberfl&che  beziehen. 

Wie  ein  gegebener  Theil  einer  Ebene  nach  einem  gewähl- 
ten Prineip  in  immer  kleinere  Theile  zerlegt  wird,  so  kann 
man  auch  einen  gegebenen  Theil  einer  krummen  Oberfläche  in 
immer  kleinere  oder  elementare  Theile  zerlegen.  Um  aber  den 
Inhalt  eines  elementaren  Theils  der  Oberfläche  zu  messen,  con- 
struirt  man  in  einem  Punkte  desselben  die  Tangentialebene 
und  bestimmt  den  Flächeninhalt  des  zugehörigen  elementaren 
Theils  der  letztern.  Gesetzt,  es  sei  eine  krumme  Oberfläche 
durch  die  für  eine  Function  </>  der  drei  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  x,  y,  js  geltende  Gleichung 

(1)  y(^,y,^)  =  £ 

bestimmt,  in  der  £  eine  Constante  bedeutet.  Dann  wird  die 
in  einem  Punkte  (x,  y,  si)  an  die  Fläche  gelegte  Tangentialebene 
nach  §  50  dadurch  bezeichnet,  dass  die  auf  der  letztern  senk- 
recht stehende,  von  {x,  y,  z)  nach  der  Seite  gezogene  Normale, 
auf  der  die  Function  qp  (a:,  y^e)>Z  oder  das  vollständige  Diffe- 
rential d  7>  {x,  y,z)>0  ist,  mit  den  positiven  Axen  der  x,  y,  z 
respective  drei  Winkel  j,  %  j  bildet,  deren  Cosinus  die  folgen- 
den Werthe  haben, 

dtf)  drp  d(p 


(2) 


dx  ^       dy  dz 

COSr=     ,-^  >    C08^=— ^»     C08ä=    -— 1 

}/Q  iQ  iQ 


Hier  dürfen  -~^i   ^ ->  %,-  niemals  gleichzeitig  verschwinden,  und 

dx     dy    dz 

m 

die  Quadratwurzelgrösse  ist  positiv  zu  nehmen.  Offenbar  fallen 
die  Fusspunkte  aller  von  den  Punkten  eines  Theiles  der  Ober- 
fläche auf  eine  der  Coordinatenebenen,  etw^a  die  yz  Ebene,  her- 
abgelassenen Lothe  in  einen  gewissen  Theil  P  derselben.  In 
dieser  Hinsicht  machen  nur  solche  Theile  der  Fläche  eine  Aus- 

nähme,  falls  sie  überhaupt  vorhanden  sind,  in  denen  .-    und  in 

dx 

Folge  dessen  auch  cosjr  dauernd  gleich  Null  ist,  das  heisst,  in 
denen  die  auf  die  yz  Ebene  herabgelassenen  Lothe  ganz  in  die 
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Fläche  hineinfallen;  dies  ist  zum  Beispiel  bei  der  Wand  eines 
gegen  die  ya  Ebene   senkrechten  Cylinders  der  Fall.    Da  aber 

r,      r.^  .Jl  nicht  gleichzeitig  gleich   Null  sein  dürfen,   so  ist 

die  Ausnahme  für  eine  der  beiden  andern  Goordinatenebenen 
nicht  vorhanden,  und  man  kann  die  Wahl  bei  den  einzelnen 
Thcilen  der  Oberfläche  darnach  einrichten.  Wir  dürfen  daher  an- 
nehmen, dass  für  die  gewählte  yz  Ebene  keine  solche  Ausnahme 
bestehe.  Indem  der  mit  P  bezeichnete  Theil  der  Ebene  durch 
verschiedene  Linien  in  kleinere  Theile  zerlegt  wird,  ferner  in 
allen  Punkten  jeder  Linie  Lothe  errichtet  werden,  welche  die 
Oberfläche  treflfen,  entspricht  jeder  Linie  der  ye  Ebene  wieder 
eine  Linie  der  Oberfläche,  durch  deren  Gesammtheit  diese  in 
Theile  zerfällt.  Zu  jedem  solchen  Theile  gehört  der'  betreffende 
Theil  der  yz  Ebene  als  Projection.  Nachdem  nun  in  einem  Punkte 
(x,  y,  z)  der  Oberfläche  die  Tangentialebene  construirt  ist,  lässt 
sich  leicht  für  einen  beliebigen  Theil  der  letztern  die  zugehörige 
Projection  in  der  yz  Ebene  bestimmen,  und  umgekehrt  aus  dem 
Flächeninhalt  der  Projection  der  Flächeninhalt  des  entsprechen- 
den Stückes  der  Tangentialebene  finden.  Jedes  in  der  Tangen- 
tialebene angenommene  Parallelogramm  liefert  als  Projection 
wieder  ein  Parallelogramm,  und  zwar  lehrt  eine  einfache  geome- 
trische Ueberlegung,  dass  der  Flächeninhalt  des  zweiten  gleich 
dem  Product  ist,  das  aus  dem  Flächeninhalt  des  ersten  und 
dem  Cosinus  des  Neigungswinkels  entsteht,  der  von  der  Tan- 
gentialebene und  der  yz  Ebene  gebildet  wird.  Der  Neigungs- 
winkel der  beiden  Ebenen  ist  gleich  dem  Winkel,  welchen  die 
auf  denselben  errichteten  Lothe,  im  vorliegenden  Falle  die 
Flächen-Normale  und  die  x  Axe,  mit  einander  machen ;  weil 
aber  der  zwischen  diesen  Linien  eingeschlossene  Winkel  j  vor- 
hin so  definirt  ist,  dass  er  spitz  oder  stumpf  sein  kann,  der 
Cosinus  des  anzuwendenden  Neigungswinkels  jedoch  nie  nega- 
tiv sein  darf,  so  hat  man  Itir  den  letztern  Cosinus  stets  den 
absoluten  Werth  von  cos  j  zu  benutzen.  Sobald  die  yz  Ebene 
durch  Parallelen  zu  der  y  und  z  Axe  in  elementare  Rechtecke 
getheilt  ist  und  der  Punkt  (i/,  z)  die  Ecke  eines  Rechtecks 
bezeichnet,  dessen  Kanten  gleich  den  positiven  Differentialen 
dy  und  dz  sind,  so  gehört  zu   demselben   in   der   durch  den 
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Punkt  (o;,  y,  z)  an  die  Oberfläche  gelegten  Tangentialebene  ein 
elementares  Parallelogramm.  Insofern  die  von  (j:,  y,  e)  ausgehen- 
den beiden  Seiten  des  Parallelogramms  nach  §  48  Tangenten  der 
betreifenden  Curvenstücke  sind,  welche  in  der  Oberfläche  von 
demselben  Punkte  ausgehen,  werden  die  vier  Ecken  des  Pa- 
rallelogramms auf  Grund  ähnlicher  Betrachtungen  wie  in  §  62 
statt  der  vier  Ecken  des  elementaren  Theiles  der  Oberfläche 
gesetzt,  und  der  Inhalt  des  Parallelogramms  geht  aus  dem  In- 
halt der  Projection  durch  Division  mit  der  positiven  Grösse 
+  cos  j  hervor.  Der  Flächeninhalt  des  elementaren  Parallelo- 
gramms der  Tangentialebene  ist  das  Mass  für  das  Element  der 
in  Rede  stehenden  Oberfläche  und  hat  den  Ausdruck 

(3)  +^i^=+/«Idyd^. 

^    ^  ~"    C08J  "~    Sip^      " 

Ein  über  einen  Theil  der  Oberfläche  auszudehnendes  Integral 
wird  somit  erhalten,  indem  man  das  vorliegende  Element  mit 
dem  Functionswerthe  f{x^y^z\  welcher  sich  auf  den  zugeord- 
neten Punkt  (rc,  y,  e)  der  Oberfläche  bezieht,  multiplicirt,  und 
den  Grenzwerth  der  für  den  betre Agenden  Theil  der  Oberfläche 
aufzustellenden  Summe  bildet.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich 
der  Ausdruck  des  Integrals 

(4)  ff±ax,y,0)^^dydz. 

dx 
Wird  die  Function  f{x^y^z)  gleich  der  Einheit  genommen,  so 
liefert  das  hervorgehende  Integral 

d  X 
den  Flächeninhalt  des  bezüglichen  Theiles  der  Oberfläche. 

Wir  machen  jetzt  auf  eine  Erscheinung  aufmerksam,  die 
bei  den  Oberflächenintegralen  zuerst  entgegentritt.  Durch  die 
Gleichung  der  Oberfläche  (1)  ist  die  fllr  die  Integrale  (4)  und 

(5)  vorausgesetzte  Abhängigkeit  der  Variable  x  von  den  beiden 
Variabein  y  und  z  bestimmt.  Zu  einem  gegebenen  Werthsystem 
y,  z  können  aber  mehrere  Werthe  von  x  gehören,  die  algebraisch 
wachsend    geordnet   x^^\  x^^\  x^^\  . .  .    heissen    mögen,   oder, 
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geometrisch  gesprochen:  wenn  man  in  dem  Punkte  (y,  e)  der 
Coordinatenebene  ein  Perpendikel  errichtet,  so  kann  die  Ober- 
fläche von  demsellien  in  den  zugehörigen  auf  einander  folgenden 
Punkten  {x^^\  y,  js),  (x^^^,  y,  jg\,.,  getroffen  werden.  Man  hat  nun 
zu  beachten,  welche  von  den  zu  demselben  Werthsystem  (y,  0) 
gehörenden  Punkten  (x,  y,  z)  in  dem  Theile  der  Oberfläche  liegen^ 
über  den  die  Integration  genommen  werden  soll,  und  dann 
gerade  für  die  hierher  gehörigen  Punkte  die  entsprechende 
Summation  auszuführen.  Als  Beispiel  diene,  wie  in  §  50,  eine 
Kugelfläche  von  dem  Radius  R,  deren  Gleichung 

(6)  a;"+y*4--?'  =  iZ' 

ist.  Die  vorkommenden  Werthsysteme  y,  z  haben  die  Bedingung 

(7)  y«H-^'<2?' 

zu  erfüllen,  nach  welcher  die  betreffenden  Punkte  der  y,  ^er  Ebene 
innerhalb  eines  um  den  Goordinatenanfangspunkt  mit  dem  Radius 
R  beschriebenen  Kreises  liegen.  Zu  jedem  solchen  Punkt  ge- 
hören die  beiden  Werthe  von  x 

(8)  ^^'^  =  -  \/R^'^f  ^=7%  x^'^  =  4-  )/B* -y*^^, 

mithin  je  zwei  Punkte  der  Kugelfläche.  Demnach  zerfällt  die 
ganze  Kugelfläche  in  zwei  Theile,  welche  durch  die  Ungleich- 
heiten x<:0  und  x>0  unterschieden  sind;  jeder  der  beiden 
Hälften  entspricht  als  Projection  in  der  y  e  Ebene  der  in  (7) 
bezeichnete  Kreis.  Für  die  gegenwärtige  Voraussetzung  erhält 
das  in  (3)  angegebene  Element  der  Oberfläche,  da 

(9)  ^=2x,   ^7-  =  2y,     ^'^'=2^,    Q=4R' 
^  ^  da;  '     c}y  ^^     dz  ' 

wird,  die  einfache  Gestalt 

(10)  ±^-dydz. 

Man  muss  daher,  je  nachdem  die  Integration  über  einen  Theil 
der  Kugelhälfte  x<:0  oder  der  Kugelhälfte  ^^0  auszudehnen 
ist,  in  (10)  das  negative  oder  positive  Zeichen  anwenden.  Der 
Unterschied  des  Vorzeichens  rührt  davon  her,  dass  nach  einer 
in  §  50  gemachten  Bemerkung  die  von  der  innet-^i  ruMch  der 
äusseren  Seife  geeoge^ie  Normale  der  Kugelfläche  mit  den  positi- 
ven Axen  die  Winkel  j,  ^,  j  bildet,   deren  Cosinus   respective 
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gleich  -_  >  ^  j    -    sind,  und  dass  diese  Nonnale  mit  der  posi- 

tiveu  X  Axe,  wenn  man  die  beiden  in  (8)  bezeichneten  Punkte 
der  Kugelfläche  vergleicht,  für  den  erstem  einen  stumpfen,  für 
den  zweiten  einen  spitzen  Winkel  bildet. 

Ein  entsprechender  Unterschied  existirt  bei  der  allgemeinen 
Gleichung  (1)  für  die  verschiedenen  Punkte  der  Oberfläche 
{x^^\  y,  e\  {x^^\  y,  ^), . . . ,  welche  zu  demselben  Werthsystem  (y,  e) 
gehören.  Bezeichnet  man  den  Theil  des  Raumes,  in  welchem 
(f  {x,  y,  ^)  <:  ß  ist,  mit  K,  so  dass  die  oben  characterisirte 
Flächennormale,  zu  welcher  die  Grössen  cosj,  cos^,  cosj  ge- 
hören, aus  dem  Räume  K  herausgeht,  dann  leuchtet  ein,  dass, 
wenn  auf  einer  durch  den  Punkt  (y,  ss)  geführten  Parallele  zur 
icAxe  im  Sinne  der  wachsenden  a;  fortgeschritten  wird,  der  Winkel  j 
stumpf  oder  spitz  ausfällt,  je  nachdem  der  fortschreitende  Punkt 
in  den  Raum  K  eintritt  oder  aus  demselben  austritt,  und  dass, 
insofern  die  Punkte  (af^^,  y,  z\  (x^^^,  y,  -e^), . . .  wegen  der  wachsen- 
den Anordnung  der  Grössen  x^^\  x^^\  . .  .j  der  Reihe  nach  ab- 
wechselnd, die  Stellen  des  Ein-  und  Austritts  bedeuten,  die 
Vorzeichen  der  zugeordneten  Grössen  cos  j  ebenfalls  regelmässig 
abwechseln.  Zu  jeder  Stelle  gehört  ein  gewisses  Oberflächen- 
element, welches  in  (8)  mit  Hülfe  des  Elements  der  Projection 
dy  dss  ausgedrückt  ist.  Wenn  man  jetzt  annimmt,  dass  von 
jedem  Oberflächenelement  ein  einzelnes  Element  der  Projection 
erzeugt  werde,  dass  die  Elemente  der  Projection  in  dem  Punkte 
(y,  z)  in  derjenigen  Reihenfolge  über  einander  liegen,  in  welcher 
die  zu  demselben  Werthsystem  (y,  z)  gehörenden  Oberflächen- 
elemente in  der  Parallele  zur  x  Axe  auf  einander  folgen,  und 
dass  die  Theile  der  Projectionen  ebenso  zusammenhängen,  wie 
die  correspondirenden  Theile  der  Oberfläche,  so  sieht  man, 
dass  die  y  z  Ebene  an  jeder  Stelle  so  oft  von  einem  Blatte 
bedeckt  ist,  als  Projectionen  vorhanden  sind,  und  dass  die 
einzelnen  Blätter  genau  wie  die  entsprechenden  Theile  der 
Oberfläche  zusammenhängen.  Hiernach  entspricht  der  in  (6) 
dargestellten  Kugeloberfläche  eine  doppelte  Bedeckung  der  in 
(7)  ausgedrückten  Kreisfläche,  wobei  zu  der  einen  Hälfte  der 
Kugelflüche  ein  Blatt,  zu  der  andern  Hälfte  ein  zweites  Blatt 
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gehört,  und  die  beiden  Blätter  an  ihren  in  die  Kreislinie  fal- 
lenden Rändern  zusammenhängen. 

Vermöge  der  Erörterungen  des  vorigen  §  kann  man  den 
Ausdruck  des  Elements  der  Oberfläche  umformen,  indem  die 
Variabein  y,  z  durch  ein  System  von  andern  Variabein  ausge- 
drückt werden.  Den  daselbst  in  (2)  beispielsweise  erwähnten 
Polarcoordinaten  entsprechen  die  mit  einer  positiven  Grösse  s  and 
einem  von  0  bis  2  /r  gehenden  Winkel  gebildeten  Gleichungen 

(11)  y  =  5 cos qn,  s^=  swiq>\ 

dann  tritt  an  Stelle  des  Elements  dyie  das  Element  sdsdq*. 
Das  in  (10)  dargestellte  Element  der  Kugeloberfläche  geht  daher, 
weil  y*  +  jp*  =  Ä*  und  nach  (8)  ;r  =  qp  ^B}  —  s*  ist,  in  die 
Gestalt 

(12)  Bß^ä^ 

Aber.  Es  möge  jetzt  der  Inhalt  desjenigen  Theiles  der  einen 
Kugelflächenhälfte  a:  <  0  oder  ro»  0  bestimmt  werden,  dessen 
Projection  ein  Kreis  von  dem  Radius  'R^<B.  ist;  derselbe  wird 
durch  die  Ungleichheit 

(13)  5'  <:  B.\ 

bestimmt.    In  beiden  Fällen  hat  man  das  Integral 

0  0 

auszuführen,  bei  dem  die  Integration  nach  <jr>  den  Factor  27r, 
die  unbestimmte  Integration  nach  5  den  Factor  — J?[/B*  — 5*  er- 
giebt,  so  dass  durch  Einsetzung  der  Grenzen  0  und  JRi  der 
Ausdruck 

(15)  27rB(JR-j/B*— J?J) 

entsteht.  Für  eine  Annäherung  von  B,  gegen  B  fallen  die  in 
(8)  angegebenen  Werthe  a?^^^  und  oP^  bei  den  Punkten  des  Ran- 
des der  Projection  zusammen;  zugleich  convergirt  die  Kreis- 
fläche (13)  gegen  den  in  der  y -er  Ebene  liegenden  grösten  Kreis 
der  Kugelfläche,  der  zu  messende  Theil  der  Kugelfläche  gegen 
die  eine  Hälfte  derselben,  endlich  der  Ausdruck  (15)  gegen  den 
Werth 

(16)  27rJR*, 
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durch  welchen  das  Mass  der  ganzen  Kngeloberfläche  gleich 
4:7cR^  gefunden  wird.  Man  hat  aber  zu  beachten,  dass,  wofern 
B,  dem  Werthe  R  genähert  wird,  der  in  (14)  unter  dem  Inte- 

gralzeichen  befindliche  Factor     /— , ,"  an  der  Stelle  s  =  R^ 

über  jedes  Mass  hinaus  wächst,  während  das  nach  s  zu  nehmende 
Integral  einen  endlichen  festen  Werth  darstellt.  Es  liegt  also 
hier  ein  Unendlichwerden  der  Function  unter  dem  Integralzeichen 
vor,  das  mit  der  in  §  73  entwickelten  Ausdehnung  des  Begriflfes 
eines  Integrals  vereinbar  ist.  Eine  ähnliche  Beobachtung  lässt 
sich   in    Betrefif  des   allgemeinen   Ausdrucks   (3)   anstellen,   in 

welcher  Hinsicht   wir   auf  §  99  hinweisen.    Der  Factor 

wächst  über  jedes  Mass  hinaus,  sobald  sich  der  Nenner  der  Null 
nähert.  Nun  verschwindet  cosj  überall,  wo  die  Normale  der 
Fläche  mit  der  a;Axe  einen  rechten  Winkel  bildet,  oder  wo  die 
Fläche  von  einer  Parallele  zu  der  xAxe  berührt  wird.  Dass 
cos  j  in  einem  Theile  der  Fläche  gleich  Null  sei,  haben  wir 
bei  der  gegenwärtigen  Betrachtung  ausgeschlossen,  lassen  aber 
die  Voraussetzung  zu,  dass  das  Verschwinden  in  einer  Linie 
N  stattfinde.  Wofern  angenommen  wird,  dass  bei  dem  Ueber- 
schreiten  dieser  Linie  die  Function  cosj  ihr  Zeichen  ändere, 
und  dass  zu  einem  Punkte  der  Projection  (y,  js)  zwei  Punkte 
der  Oberfläche  {x^^\  y,  z)  und  (a;^^\  y,  e)  gehören,  die  bei  einer 
Annäherung  von  (y,  e)  an  die  Projection  von  N  einander  immer 
näher  rücken,  so  wird  durch  das  Verschwinden  von  cos  j  kein 
singuläres  Verhalten  der  Oberfläche  angezeigt.  Weil  aber  unter 
der  bezeichneten  Voraussetzung  zwei  in  der  Linie  N,  für  die 
cosj  =  0  ist,  zusammenhängende  Theile  der  Oberfläche  den 
gleichen  Theil  der  y  z  Ebene  als  Projection  liefern,  so  hat  man 
den  beiden  nach  der  vorhin  entwickelten  Vorstellung  über  ein- 
ander fallenden  Projectionen  in  der  zu  'N  correspondirenden 
Linie  einen  Zuhammenhang  zu  geben,  weshalb  auch  bei  der  Pro- 
jection der  Kugeloberfläche  zwei  an  ihren  Bändern  zusammen- 
hängende Blätter  auftreten. 
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§  94.    Vielfache  Xnteprale.    Ranmlwtegrale. 

Mit  Rücksicht  auf  die  eingehende  Erörterung,  welche  den 
doppelten  Integralen  gewidmet  ist,  glauben  wir  bei  der  Be- 
handlung der  vielfachen  Integrale  kürzer  sein  zu  dürfen,  und 
werden  die  zugehörigen  allgemeinen  Begriffe  an  den  dreifachen 
Integralen  auseinandersetzen,  da  es  leicht  ist,  durch  Vergrösse- 
rung  der  Anzahl  der  unRbhängigen  Variabein  zu  beliebig  viel- 
fachen Integralen  überzugehen.  Ein  dreifaches  Integral  ist  der 
Grenzwerth  einer  dreifachen  Summe 

(1)  ^2:2:  /"K,  y^,  z^)  Jx^^  Jy^  Jz^, 

bei  der  die  Function  f{x,  i/,  z)  fllr  eine  nach  Massgabe  des 
§  51  begrenzte  Mannigfaltigkeit  K  der  Variabein  x^y^e  ein- 
deutig, endlich  und  stetig  gegeben  ist;  der  Zeiger  a  läuft 
von  1  bis  Z,  ß  von  1  bis  w,  y  von  1  bis  n  läuft,  die  Diffe- 
renzen 

(2)  ^^«=  a:,,+i  -  x^,  Jy^=  y^,^,  -  y^  Jz^  =  z^^,  -  z^ 

sind  positiv  und  werden  allmählig  beliebig  klein,  während  die 
Zahlen  Z,  m,  n  ohne  Ende  wachsen.  Die  Stetigkeit  von  f{x,  y,  e) 
wird  wieder  so  normirt,  dass  iHr  hinreichend  kleine  Incremente 
Jxj  Jy^  Jz  der  numerische  Werth  der  Differenz 

f(x  +  JXy  y-hJyyZ+  Jz)  -  f{x,  y,  z) 

bei  jedem  vorkommenden  Werthsystem  (x^y^z)  unter  dieselbe 
beliebig  kleine  Grösse  l  herabgeht.  Dass  die  Summe  (1) 
gegen  einen  festen  Grenzwerth  convergirt,  kann  zunächst  wie 
in  §  90  für  den  Fall  gezeigt  werden,  dass  die  Mannigfaltig- 
keit K  durch  die  Ungleichheiten 

(3)  a<x<^A,b<y<B,  c<iz<C 

bestimmt  ist,  wo  die  einschliessenden  Grössen  Constanteu  sind. 
Den  Kern  des  Beweises  bildet  die  Thatsache,  dass  alsdann  die 
Summe  (1)  für  die  Voraussetzung,  dass  f{x^  y,  z)  gleich  der  Ein- 
heit sei,  dem  Product  der  drei  Differenzen  (A  —  a)  {B — b)  {G — c) 
gleich  wird.  Nachdem  man  sich  dann  überzeugt  hat,  dass  die 
Summe  (1)  gegen  denselben  Grenzwerth  convergirt,  mögen  die 
zu  den  Werthsystemen  der  Begrenzung  (3)  von  K  gehörenden 
Glieder  genommen  oder  fortgelassen  werden,  wird  die  Existenz 
des   Grenzwerthes  der  Summe  (1)  für  eine  beliebig  begrenzte 
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Mannigfaltigkeit  K  bewiesen.  Hierauf  gründet  sich  die  Be- 
rechtigung, bei  der  Bildung  von  (1)  die  nach  Jx^^Jy^Je^ 
vorzunehmenden  Summationen  in  beliebiger  Reihenfolge  auszu- 
führen; da  nun  jede  einzelne  Summation  in  eine  Integration 
nach  der  betreffenden  Variable  übergeht,  so  erhält  man  zugleich 
für  das  dreifache  Integral 

(4)  Jdx  Jdy  Jdz  f{x,  y,  e), 

v^elches  den  Grenzwerth  von  (1)  darstellt,  den  Satz,  dass  sein 
Werth  bei  einer  Vertauschung  der  Reihenfolge  der  Integrationen 
ungeändert  bleibt 

Unter  der  Voraussetzung  (3)  ist  nach  rc,  y,  e  innerhalb  der 
bezeichneten  unabhängigen  Grenzen  zu  integriren,  wodurch  (4) 
in  das  Integral 

ABC 

(5)  fdx  fdy  Jdef{x,y,  e) 

a  b  c 

tibergeht.  Ein  entschiedener  Nachdruck  rauss  bei  der  Dar- 
stellung des  dreifachen  Integrals  (4),  welches  sich  auf  die 
Mannigfaltigkeit  K  bezieht,  wie  bei  einer  entsprechenden  Dar- 
stellung beliebig  vielfacher  Integrale  tiberhaupt,  auf  den  Um- 
stand gelegt  werden,  dass  die  Differentiale  der  Variabein 
dxj  dy,  dz  als  Repräsentanten  der  positiven  Differenzen  Jx^^ 
Jy^  Je^  stets  nur  positive  Werthe  empfangen. 

Sobald  x^y^z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes 
bedeuten  und  die  Mannigfaltigkeit  K  einem  gewissen  Theile 
des  Raumes  entspricht,  liegen  die  Punkte,  welche  zu  den  in 
(1)  gewählten  Werthsystemen  gehören,  auf  drei  Schaaren  von 
Ebenen,  die  beziehungsweise  den  drei  Coordinatenebenen  parallel 
sind;  dann  ist  das  Product  Jx^Jy^Jz^  das  Mass  des  Inhalts 
des  rechtwinkligen  Parallelepipedons,  dessen  eine  Ecke  von  dem 
Punkte  (x^,y^z^)  und  dessen  im  Räume  gegenüberliegende 
Ecke  von  dem  Punkte  (^a+i>  y^+i»^y+i)  gebildet  wird.  Bei 
der  beständigen  Abnahme  der  sämmtlichen  Differenzen  rücken 
die  parallelen  Ebenen  eines  jeden  Systems  immer  näher  aneinan- 
der; dann  wird  das  rechteckige  Parallelepipedon,  dessen  eine 
Ecke  die  Coordinaten  x,  y,  z,  dessen  im  Räume  gegenüberliegende 
Ecke  die  Coordinaten  x  +  dx^y-^-  dy^  z-hdz  hat,  das  Element 

Liptchits,  Analyiia  n.  36 
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des  Raumes  genannt,  und  der  Inhalt  desselben  durch  das 
Product  der  drei  positiven  Differentiale  dxdyde  gemessen. 
Demgemäss  heisst  das  Integral  (4)  ein  über  den  Raum  K  aus- 
zudehnendes Integral.  Falls  die  Function  f{x^y^)  gleich  der 
Einheit  genommen  wird,  so  giebt  das  entsprechende  Integral 

(6)  fffdxdydz 

den  Inhalt  des  Raumes  K  selbst  an,  und  kann  durch  Aus- 
führung von  je  einer  der  drei  Integrationen  in  ein  doppeltes 
Integral  verwandelt  werden,  das  zu  ähnlichen  Betrachtungen 
wie  das  Integral  (3)  in  §  91  veranlasst.  Auch  führt  die  Vor- 
aussetzung, dass  alle  in  (1)  auftretenden  Werthe  x^^  y^  e^  gleich 
rationalen  mit  derselben  ganzen  Zahl  M  als  Nenner  gebildeten 
Brüchen  sein  sollen,  zu  dem  der  dortigen  Gleichung  (6)  entsprechen- 
den Ergebniss,  dass,  wenn  Z  die  Anzahl  der  zugehörigen  in  den 
Raum  K  fallenden  Punkte  bedeutet,  das  obige  Integral  (6)  ftlr 
eine  wachsende  Zahl  M  gleich  dem  Grenzwerthe  des  Quotienten 

-^    ist.    Dieses  Princip  ist  von  DiricJUet  in  der  Abhandlung 

recherches  sur  diverses  applications  de  Vanalyse  infinitesimale  ä  la 
theorie  des  nombres,  Crelle's  Journal,  Bd.  19  aufgestellt,  und  in 
der  Abhandlung  recherches  sur  les  formes  quadratiques  ä  coefß- 
cients  et  ä  indeterminecs  complcxes,  ereile's  Journal,  Bd.  24  auf 
Mannigfaltigkeiten  einer  beliebig  hohen  Ordnung  ausgedehnt 
worden. 

Das  Integral  (6)  hat  die  Eigenschaft,  sobald  der  zuge- 
hörige Raum  K  in  einer  solchen  Weise  abnimmt,  dass  er  sich 
einem  Punkte,  oder  einer  endlich  ausgedehnten  Linie  oder 
einem  endlich  ausgedehnten  Oberflächenstück  nähert,  gegen  die 
Null  zu  convergiren.  Man  kann  deshalb  bei  der  Bildung  eines 
Integrals  (4)  Räume  von  der  bezeichneten  Beschaffenheit  von 
dem  Gebiete  der  Integration  ausschliessen,  ohne  den  Werth  des 
Integrals  zu  ändern.  Entsprechend  verfährt  man  in  dem  Falle, 
dass  die  zu  integrirende  Function  [{x^y^e)  in  einem  Punkt, 
einer  Linie  oder  einer  Fläche  unendlich  gross  wird.  Nachdem 
die  in  der  Umgebung  solcher  Stellen  befindlichen  Theile  des 
Raumes  von  dem  Integrationsgebiete  ausgeschieden  sind,  mass 
untersucht  werden,   ob  bei  einer  auf  irgend  eine  Weise  ausge- 
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führten  beständigen  Abnahme  dieser  Theile  der  Werth  des 
Integrals  stets  gegen  einen  und  denselben  festen  Grenzwerth 
convergirt;  wenn  dies  geschieht,  so  drückt  der  letztere  den 
Werth  des  über  das  ganze  gegebene  Gebiet  ausgedehnten  Inte- 
grals  aus.  Derselbe  Gesichtspunkt  ist  für  die  einfachen,  doppel- 
ten und  beliebig  vielfachen  Integrale  massgebend.  Wo  im 
Folgenden  unter  dem  Zeichen  der  Integration  unendlich  werdende 
Functionen  erscheinen,  wird  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass 
die  hierbei  erforderlichen  Bedingungen  erfüllt  sind. 


§  96.    Oeometrisohe  Transformatloii  eines  drelflaehen 

btei^als. 

Um    ein    dreifaches   Integral    1 1  lf{x,yjSs)dxdydej  das 

nach  dem  vorigen  §  als  Raumintegral  aufgefasst  wird,  vermöge 
einer  dem  §  92  entsprechenden  Methode  zu  transformiren,  denkt 
man  sich  die  Variabein  x^y^e  als  gewisse  Functionen  von  an- 
deren Variabein  ^,  rj,  u  gegeben,  und  betrachtet  die  letzteren  als 
neue  Bestimmungsstücke  oder  Coordinaten  für  den  durch  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  £  bestimmten  Punkt  des  Rau- 
mes. Dem  Constantsetzen  von  ^,  17,  ^  entsprechen  dann  drei 
Schaaren  von  Oberflächen,  bei  denen  sich  je  zwei  Individuen 
aus  verschiedenen  Schaaren  in  einer  Linie,  je  drei  Individuen 
aus  den  drei  Schaaren  in  einem  Punkte  schneiden  und  den- 
selben determiniren.  So  drücken  die  in  I,  §  86  erörterten 
Gleichungen 

(1)  ^  =  yn^'-^Yi2y'+yi3^ 

wo  die  aus  den  constanten  Goefficienten  y^i'^^y^  gebildete 
Determinante  nicht  verschwinden  darf,  die  Verwandlung  der 
rechtwinkligen  Coordinaten  x^y^z  in  ein  System  von  neuen 
Coordinaten  o;',  y',  jff'  aus,  welche  constant  gesetzt,  drei  Schaaren 
paralleler  Ebenen  darstellen,  die  sich  gegenseitig  unter  beliebi- 
gen Winkeln  schneiden.  Ein  Beispiel  anderer  Ortsbestimmung 
liefern  die  Gleichungen 
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(2)  a;  ==  r  cos  6 

y  =  rsm  6  cos  qp 

;flr  =Ä  r  sin  6  sin  qp, 
bei  denen  r  eine  positive  Grösse,  6  einen  zwischen  0  and  tt, 
<)p  einen  zwischen  0  nnd  27t  gelegenen  Winkel  bedeuten  soll. 
Hier  entspricht  einem  constanten  r  eine  um  den  Goordinaten- 
anfangspnnkt  als  Centram  beschriebene  Kugelfläche,  einem  con- 
stanten ß  ein  Kegel,  der  durch  Rotation  einer  durch  dasselbe 
Gentrum  gehenden  Linie  um  die  x  Axe  erzeugt  wird,  einem  con- 
stanten q)  eine  durch  die  xAxe  getUhrte  Meridianebene;  mit- 
hin entspricht  jedem  Werthsystem  r,  ß,  q)  ein  und  nur  ein  Punkt 
des  Raumes.  Unter  der  erwähnten  allgemeinen  Annahme  wird  der 
Raum  in  der  Weise  getheilt,  dass  man  jede  der  neuen  Variabein 
I,  f},  ^  um  gewisse  auf  einander  folgende  Dififerenzen  zunehmen 
lässt,  und  alle  zu  den  betreffenden  Werthen  gehörigen  Flächen 
construirt.  Bei  einem  Zuwachs  von  ^,  i^,  t  um  die  Differentiale 
d^^dfjydL  nehmen  die  Goordinaten  x^y^jg  respective  um  die 
vollständigen  Differentiale  zu 

(3)  da:  =  ^^-d^+|^*di5  +  |^dL 

^  ^  dt  dfi  OL 

dl     ^       dfl      *        dC    ' 

Indem  wir  voraussetzen,  dass  die  Determinante 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth  habe,  hängen  in  (3)  die 
Differentiale  dx^dy^de  in  gleicher  Weise  von  dSydrjydL  ab 
wie  in  (1)  die  Variabein  ar,  y,  s  von  den  Variabein  f,  ij,  c;  des- 
halb finden  die  in  I,  §  86  über  das  System  (1)  angestellten 
Betrachtungen  auf  das  System  (3)  Anwendung.  Bezeichnet 
man  einen  in  den  neuen  Goordinaten  dargestellten  Punkt  mit 
[b>^7>C]>  nimmt  d|>0,  di]>0,  dc>0  an,  und  verbindet  den 
genannten  Punkt  mit  jedem  der  Punkte 
(5)  k^  +  d|,i;,C],[f,ij  +  di?,C],[f,i;,:  +  d:] 

durch  eine  gerade  Linie,  so  bilden  diese  respective  die  erste, 
zweite  und  dritte  Kante    eines  Parallelepipedons,   welches  als 
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• 

Element  der  nenen  Theilang  des  Raames  zn  betrachten  ist 
Sein  Rauminhalt  wird  durch  geometrische  Ueberlegungen  von 
der  Art,  wie  sie  in  I,  §  86  mitgetheiit  sind,  als  Product  aus  dem 
absoluten  Werth  der  Determinante  /'  in  das  Product  der  drei 
positiven  Differentiale  d^drjdC  bestimmt,  und  hat  daher,  falls 
€  gleich  der  mit  dem  Vorzeichen  von  r  versehenen  Einheit  ist, 
den  Ausdruck 

(6)  erd^drjdC 

Hierbei  zeigt  sich,  dass  €  gleich  der  positiven  oder  negativen 
Einheit  wird,  je  nachdem  die  drei  von  dem  Punkte  [|,  iy,  ^]  aus- 
gehenden vorhin  definirten  Kanten,  der  Reihe  nach  genommen, 
eine  ebensolche  oder  eine  entgegengesetzte  Lage  haben  wie  die 
positiven  Axen  der  x,yjg. 

Wendet  man  die  neue  Theilung  des  Raumes  auf  ein 
durch  die  Ungleichheiten  (3)  des  vorigen  §  begrenztes  Gebiet, 
das  heisst,  auf  ein  rechteckiges  Parallelepipedon  an,  dessen 
mit  den  Axen  der  Xj  y,  £f  parallele  Kanten  respective  die 
Längen  A — a,  B — J,  C — c  haben,  und  dessen  Inhalt  gleich 
(A  —  d)  (B— 6)((7~c)  ist,  so  erscheint  der  betreffende  Raum 
gleich  dem  Aggregat  der  zugehörigen  in  (6)  gemessenen  ele- 
mentaren Parallelepipeda;  hieraus  folgt  sogleich  ftlr  eine  über 
diesen  Raum  auszudehnende  Integration  die  Gleichung 

(7)  (A-a)  (B-6)  (C-c)  =  f/fe  Id^drj  dC, 

die  noch  analytisch  zu  beweisen  bleibt.  Mit  Hülfe  von  (7)  erhält 
man  durch  Schlüsse,  welche  den  in  §  92  angewendeten  genau 
entsprechen,  das  Ergebniss,  dass  das  im  vorigen  §  mit  (4)  be- 
zeichnete Integral  folgendermassen  transformirt  wird 

(8)  ffff{x,y,z)dxdydz=ffff(x,y,z)Erd^dridl, 

wo  auf  der  rechten  Seite  x^  y,  e  durch  ^,  iy,  t  auszudrücken  sind. 
Werden  die  obigen  Gleichungen  (2)  vorausgesetzt,  so  kommt 

-— ==cosö  v-r^  =  — rsmf^        ^—  =  0 

or  dd  dg> 

<^y        '    ^  Sy  ^  Sy  •    />   • 

^  =  sm  öcoscp     ^  =rcosöcosa)     v"  =  —  r  sin  ö  sin  cp 

dr  ^       dö  ^      dq) 

de         .    ^  ,  de  ^  .  dz  .     - 

^^=SlnÖ8lnqp     v^=rcos6siny     ^  =rsmöcosy; 
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hiernach  erhält  die  zu  bildende  Determinante  den  Werth  r'sinö, 
welcher  stets  positiv  ist,  und  es  entsteht  die  Umformung 

{9)JJJf{x,y,js)dxdyda^=///f(rco96jrQin6GOs%rsmßsin^^ 

Es  empfiehlt  sich,  bei  den  Polarcoordinaten  r,  0^  q>  zu  beachten, 
welche  gegenseitige  Lage  der  betreifenden  Flächen  nach  der 
obigen  Vorschrift  aus  dem  stets  positiven  Zeichen  der  Determi- 
nante r*sinö  folgt. 

§  96.    Transformatloii  der  beliebig  vielfachen  Integrale. 

Für  die  Umformung  eines  n  fachen  Integrals,  welches  sich 
auf  eine  begrenzte  n flache  Mannigfaltigkeit  K  der  n  Variabein 
l^j,  25^2, ...  2^^  bezieht,   gilt  die  folgende   allgemeine  Regel.    Es 

seien  die  genannten  Variabein  als  eindeutige,  endliche,  stetige 
und,  so  oft  es  nOthig  sein  wird,  zu  differentiirende  Functionen 
eines  Systems  von  n  Variabein  o;,,  ic^, . . .  x^  gegeben ,  woraus 
für  die  vollständigen  Differentiale  dF^^  dF^y...dF^  die  Aus- 
drücke folgen 

ÖF^  dF^  dF^ 

dF.  =  -z —  dx,  4-  X —  dx^  4- ... 4-  i,  -  da;. 
'        dx^       ^        dx^       ^  dx^       * 


(1) 


< 


dF.^  BF^  dF^ 

dF^  dF^  dF^ 

dF^  =  -^—^  dx,  4-  -^— ^  dx^  4- ... 4-  -7; — -  dx. 
"       dx^       ^        Sx^       ^  ax^       ^ 

Man  bilde  aus  den  vorliegenden  partiellen  Differentialquotienten 
die  Determinante 

ÖF.     dF.  dF^ 

welche  die  in  Bezug  auf  das  System  der  Variabein  x^^  x^^ . , .  x^ 
genommene  Funciionaldeterminante  des  Systems  der  Functionen 
F^,  F^,,..F^  heisst.  Die  Einheit,  welche  mit  dem  Vorzeichen 
ihres  von  Null  verschiedenen  Werthes  übereinstimmt,  sei  e. 
Dann  geschieht  die  auszuführende  Transformation,  indem  das 
Element  des  gegebenen  Integrals,  welches  gleich  dem  Product 
der  positiven  Differentiale  dF^,  dF^,.,,dF^  ist,  durch  das  mit 
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den  ebenfalls  positiven  Differentialen  der  neuen  Variabeln  ge- 
bildete Product 

(3)  6  S)  dxj  dx^ . . .  dx^ 

ersetzt  wird.  Vermöge  ähnlicher  Erörterungen,  wie  sie  in  §  92 
nnd  94  angestellt  sind,  leuchtet  ein,  dass  diese  Regel  richtig 
sein  rauss,  sobald  die  Gleichung 

(4)  (F,i\)-F,m (J'jCD-FjCO)).. (F.(l)- J'.(0))=(n)y;®da:,(te,..(te. 

bewiesen  ist,    in  welcher  sich  das  auf  der  rechten  Seite  ange- 
deutete n-fache  Integral  über  ein  durch  die  Ungleichheiten 
(5) F,{0)<Fi^FM  F,(0)<F,<F,{1),.. . J;(0)< F,^F,(1) 
bestimmtes  Gebiet  erstreckt.    Es  bedeuten 

■  JF;(0),  F,{1\  2^,(0),  F,(l\  . . .  F,(0), /,(!) 
vorgeschriebene  feste  Werthe ;  jede  der  Functionen  F^,  F^,...  F^ 
wächst  dauernd,  falls  die  übrigen  constant  bleiben,  von  ihrem 
gegebenen  Anfangswerthe  bis  zu  dem  betreffenden  Endwerthe, 
und  die  Functionaldeterminante  ändert  in  diesem  Gebiete  ihr 
Zeichen  nicht.  Man  kann  die  Gleichung  (4)  in  der  Art  bewei- 
sen, dass  mit  dem  Werthe  n=2  angefangen  und  die  Zahl  der 
Variabein  regelmässig  um  Eins  erhöht  wird.  Auf  diesem  Wege, 
der  im  nächsten  Gapitel  eingeschlagen  werden  soll,  liegt  die 
analytische  Begründung  der  Gleichungen  (10)  des  §  92  und  (7) 
des  vorigen  §,  welche  fürn=2  und  w=3  die  obige  Gleichung 

(4)  darstellen.  Auch  wird  hierbei  deutlich  werden,  weshalb 
wir  vorher  von  den  Differentialausdrücken  mit  mehreren  Varia- 
bein sprechen  werden. 

Gapitel  XIII. 
Integration  vollständiger  Diiferentlale. 

§  97.    Bedin^riuigeii  der  Zntegrabllit&t  für  BUDerential- 

ansdrfloke  zweier  Variabeln. 

Sobald  für  eine  Function  F(x^,  x^,..  .xj  der  n  angedeu- 
teten Variabein  das  vollständige  Differential 

(1)  dF=-i^  dx,+  i-^-  da;,+...+  -f— ^^n 

aufgestellt   ist,   darf  man  auf  die   betreffenden  partiellen  Dif- 
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ferentialquotienten  der  ersten  Ordnung  den  Satz  des  §  52  an- 
wenden, nach  welchem  partielle  Differentialqnotienten  von  höherer 
Ordnung  bei  beliebiger  Vertauschung  der  zugehörigen  partiellen 
Differentiationen  denselben  Werth  behalten.  Für  irgend  zwei 
verschiedene  ans  der  Reihe  von  1  bis  n  genommene  Zahlen  Q 
und  b  mnss  demnach  die  Gleichung 


•m  m 


gelten,  welche,  insofern  es  im  Ganzen  — ^^-^ — -  solcher  Paare 

von  Zahlen  giebt,  — ^^-^ — -  Gleichungen  vertritt  Aus  dieser  Be- 

merkung  folgt,  dass  ein  mit  n  Functionen  P^,  P,'  -  -  -  ^m  ^^^ 
n  Variabein  a?,,  a:^, . . .  x^  gebildeter  Ausdruck,  welcher  in  Bezug 
auf  die  Differentiale  der  letztern  eine  homogene  Function  des 
ersten  Grades  ist, 

(3)  Pjdir^+Pada:^-!-...  +P^da?^, 

um   gleich   dem  Differential   einer   Function   der   n  Variabein 

Xyt  x^j... x^  ZU  sein,  die  — ^^-r — -  Bedingungen 

dx^  dx^   "~ 

ZU  erfüllen  hat.  Es  muss  aber  erst  nachgewiesen  werden,  dass 
die  erwähnten  Bedingungen  hierzu  auch  ausreichen.  In  dem 
Laufe  des  vorzutragenden  Beweises  wird  sich  zeigen,  dass  eine 
Function,  deren  Differential  gleich  dem  gegebenen  Differential- 
ausdruck ist,  durch  Ausführung  einer  einfachen  Integration  ge- 
funden werden  kann.  Demgemäss  heissen  die  Gleichungen  (4) 
die  Bedingungen  der  Integrdbilität  des  Differentialausdrucks  (3), 
während  man  die  Aufstellung  der  zugehörigen  Function  als  die 
Integration  des  gegebenen  vollständigen  Differentials  bezeichnet. 

Wir   beginnen   mit   der   Betrachtung  von  Differentialaus- 
drticken    zweier  Variabein,   und  gebrauchen  hier  statt  P,,  P„ 
x^,  x^  die  Buchstaben  P,  Q,  x,  y.    Dann  entspricht  dem  Diffe- 
rentialausdruck 
(5)  Pdx-^Qdy 
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die  BedingUDg  der  Integrabilität 

(«)         -if-4f=»- 

Für  verschiedene  Zwecke  empfiehlt  es  sich  jedoch,  nicht  nur 
solche  Ausdrücke  (5)  zu  erörtern,  bei  denen  die  Gleichung  (6) 
erfUllt  ist,  sondern  an  die  Spitze  der  Untersuchung  einen  nicht 
beschränkten  Ausdruck  (5)  und  ein  zu  diesem  gehörendes  dop- 
peltes Integral  zu  stellen,  in  welchem  die  linke  Seite  von  (6), 
mit  dem  Element  da>dy  multiplicirt,  unter  dem  Zeichen  vorkommt, 

Die  Functionen  P  und  Q  seien  innerhalb  der  Mannigfaltigkeit  E 
der  Variabeln  x,  y,  auf  welche  sich  das  Integral  bezieht,  ein- 
deutig, endlich  und  stetig;  das  Gebiet  E  werde  dadurch  be- 
zeichnet, dass  eine  Function  0  innerhalb  E  nur  positiv,  in  der 
Begrenzung-  gleich  Null  sei.  Demnach  ist  0  je  nach  den  Um- 
ständen in  den  verschiedenen  Theilen  der  Begrenzung  durch 
verschiedene  analytische  Functionen  zu  ersetzen. 

Man  darf  das  Integral  (7)  vermöge  der  unter  dem  Zeichen 
befindlichen  Differenz  als  die  Differenz  der  beiden  Integrale 

auffassen,  und,  weil  nach  §  90  die  Reihenfolge  der  Integrationen 
beliebig  gewählt  werden  kann,  bei  dem  ersten  Integral  zuerst 
nach  y,  bei  dem  zweiten  zuerst  nach  x  integriren.  In  dem  ersten 
Integral  liefert  die  für  einen  beliebigen  festen  Werth  von  x 
vollzogene  Integration  nach  y  das  unbestimmte  Integral  P,  und 
zwar  hat  man,  weil  nach  der  getroffenen  allgemeinen  Voraus- 
setzung dy  stets  positiv  ist,  den  Werth  von  P  für  die  Werth- 
systeme  {x^^\  y),  {x^^\  y\ , . .,  bei  denen  die  Variable  in  das  Ge- 
biet -Beintritt,  negativ,  für  die  Werthsysteme  (a;^^\y),  (x^^\y),.., 
bei  denen  die  Variable  aus  E  heraustritt,  positiv  zu  nehmen.  Daher 
erscheint  bei  einer  mit  dem  Wachsen  der  algebraischen  Grösse 
übereinstimmenden  Anordnung  x^^\  x^^^,  x^^\  x^^\.,,  das  Aggre- 
gat von  Differenzen 
(9)  _.p(o)  +  p(i)_.p(2)+pC3)  +  ...^ 

wobei  der  Function  P  die  zu  den  Werthen  von  x  gehörigen 
Zeiger   beigelegt   sind.    Ebenso   erhält  man   in   dem   zu   sab- 
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trahirenden  zweiten  Integral  durch  die  für  einen  beliebigen 
festen  Werth  von  y  nach  x  ausgeführte  Integration  die  Func- 
tion Q\  hier  ist  wegen  des  stets  positiven  Vorzeichens  von  dx 
der  Werth  Q  für  die  Stellen  {x,  y^\{x,y^\..  des  Eintritts  in  E 
negativ,  fllr  die  Stellen  (a:,  y^^\  {Xjy^^\..  des  Austritts  aus  JS 
positiv  zu  setzen,  wodurch  bei  entsprechender  Notation  der 
Function  Q  das  Aggregat  von  Differenzen 

(10)  -  (^t»)  4-  (?^"  -  Q^''  +  (2^''>  +  . . . 

hervorgeht.    Mithin   ist  das   doppelte  Integral    (7)   gleich   der 

Summe  von  einfachen  Integralen 

+ /(+ «"'- «"'+  e"'-«""*-)  #i 

bei  dem  zweiten  sind  wegen  der  auszuführenden  Subtraction 
alle  Vorzeichen  umgekehrt. 

Die  Bestimmung  der  Vorzeichen  folgt  aus  der  Bedingung, 
dass  die  Function  ©  innerhalb  des  Gebietes  E  positiv,  in  der 
Begrenzung  gleich  Null  ist,  also  das  vollständige  Differential 

(12)  ~^^--dx+-^ydy 

für  den  Eintritt  positiv,  für  den  Austritt  negativ  ausfallen  muss. 
Bei  den  Eintrittstellen  {x^^\  y\  x^^\  y), . . .  und  den  Austrittstellen 
(^   >  y\  {^^^\  y)»  •  •  •  erhält  x  kein  Increment,  y  das  positive  Incre- 

ment  dy]  für  die  erstem  muss  t—  dy  positiv,  für  die  letztern  negativ 

sein.  Bei  den  Eintrittstellen  {x,y^^^,  (x,y^^^),,..  und  den  Aus- 
trittstellen (x,  y^^^),  (xj  y^^\ , . .  bekommt  y  kein  Increment,  x  das 

positive  Increment  dx]  für  die  erstem  muss  rfa?  positiv,  für 

die  letztem  negativ  sein.  Werden  die  auf  der  rechten  Seite 
von  (11)  vorkommenden  Ausdrücke  verglichen,  so  leuchtet  ein, 

dass  I^^\  I^^\  2^*\  2^^\  .  . .  immer  mit  dem  Vorzeichen  q  des  zu- 
gehörigen Werthes  -  -|®  ,  hingegen  Q^'\  Q^'\  Q^'\  Q^'\ . . .  immer 

mit  dem  Vorzeichen  a  des  zugehörigen  Werthes  +  ^  versehen 
sind.    Erwägt  man  nun,  dass  sowohl  die  Werthsysteme  (a;^^\  y), 
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(a;^*\f/)...  zusammen,  wie  auch  die  Werthsysteme  (x^if^\{z^if^\,., 
zusammen  mit  den  sämmtlichen  Werthsystemen  der  Begrenzung 
übereinstimmen,  so  darf  man  der  Gleichung  (11)  die  Gestalt 

geben,  wo  die  einfachen  Integrationen  rechts  auf  die  ganze  Be- 
grenzung von  E  bezogen  werden,  und  bei  dem  ersten  Integral 
y  als  Function  von  a:,  bei  dem  zweiten  x  als  Function  von 
y  gilt.  Die  mit  den  Vorzeichen  q  und  o  behafteten  DiflFerentiale 
Q dx  und  a dy  lassen  sich  als  die  respectiven  Incremente 
eines  Werthsystems  (a;,  y)  auflfassen,  welches  auf  der  Begrenzung 
selbst  in  einem  bestimmten  Sinne  fortschreitet,  ohne  jemals  zu 
einem  schon  berührten  Werthsystem  zurückzukehren;  denn  die 
gegebene  Determination  der  Vorzeichen  macht  es  möglich,  qdx 
und  (T  d  y  so  zu  wählen,  dass  der  für  die  Begrenzung  geltenden 
Bedingung 

(14)  -r— ^tf  a?  4- ^— (7dy  =  0 

dx  dy 

genügt,   und  jedes  Werthsystem  der  Begrenzung  ein  Mal  und 

nur  ein  Mal  getroffen  wird.    Auf  diese  Weise   vereinigen  sich 

die  beiden  einfachen  Integrale   in  (13)  zu  einem  Integral,    bei 

welchem  jedes  Werthsystem   der  Begrenzung  ein  Mal  und  nur 

ein  Mal  durchlaufen  wird,  und  das  man  so  darstellt, 

(15)  jj{^^^~-^dxdy^J{PQdx+Qady). 

Das  Verständniss  dieser  fundamentalen  Gleichung  lässt  sich 
durch  die  geometrische  Deutung  der  Mannigfaltigkeit  E  als 
Theils  einer  Ebene  sehr  erleichtern.  Nach  §  91  entspricht  der 
auszuführenden  doppelten  Integration  eine  Theilung  der  Ebene 
durch  Parallelen  zu  den  rechtwinkligen  Axen  der  x  und  y. 
Während  das  Innere  des  Flächenstückes  E  von  einem  aus  recht- 
winkligen Parallelogrammen  bestehenden  Gitter  erfüllt  ist,  wird 
die  Begrenzung  von  E  durch  eine  Linie  gebildet,  die  sich 
aus  rechtwinklig  zu  einander  stehenden  Stücken  aufbaut  und 
wie  eine  Treppe  um  E  herumläuft.  Durch  Vollziehung  der 
einen  Integration  verwandelt  sich  das  ursprüngliche  doppelte 
Integral  in  ein  einfaches  auf  die  Begrenzung  bezügliches,  bei 
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dem  qdx  und  ady  die  Incremente  des  aaf  der  Begrenzang 
fortschreitenden  Werthsystems  (a?,  y)  sind.  Vermittelst  der  An- 
schauung kann  man  den  Sinn  des  Fortschreitens  folgendermassen 
bezeichnen.  Für  einen  Punkt  mit  den  Incrementen  dx  und  dy, 
welcher  in  E  eintritt,  muss  nach  der  getroffenen  Annahme 

(16)  _aa;+— (Jy>0 

sein.  Weil  nun  nach  (14)  die  Incremente  gdx  und  ady,  die 
zu  einem  auf  der  Begrenzung  fortschreitenden  Punkte  gehören, 

in  dem  Verhältniss  der  Grössen <r.—  und  -r—  stehen  und  re- 

dy  dx 

spective  dieselben  Vorzeichen  haben,  so  folgt  aus  (16)  die  Un- 
gleichheit 

(17)  dx(ady)'-'Sy{Qdx)>0. 

Nach  derselben  (vgl.  §  92)  liegt  die  Richtung  (d  x,  d  y)  eines  in 
E  eintretenden  Punktes  zu  der  Richtung  des  Fortschreitens 
{gdx,  ody)  wie  die  positive  x  zu  der  positiven  y  Axe.  Wenn 
also,  wie  bisher,  angenommen  wird,  dass  man  von  der  x  zu 
der  y  Axe  durch  eine  Drehung  um  einen  Viertelkreis  von  links 
nach  rechts  gelange,  so  erfolgt  das  vorgeschriebene  Fortschrei- 
ten des  Punktes  in  der  Begrenzung  von  E  so,  dass  sich  der- 
selbe um  das  Innere  von  E  stets  links  herum  bewegt. 

Falls  die  Begrenzung  von  E  ^x  x  und  y  constante  Werthe 
liefert,  innerhalb  deren  jede  Variable  bleiben  muss, 

(18)  a^x<A,  b<y^B, 

so  erhält  die  obige  Gleichung  (11)  die  besonders  einfache 
Gestalt 

A 
B 


J{Q{a.y)-Q(A,y))dy, 


6 

wo  auf  der  rechten  Seite  nur  explicirte  gegebene  Functionen 
von  X  nach  x,  von  y  nach  y  zu  integriren  sind.  Hier  besteht 
die  Begrenzung  von  E  aus  vier  Theilen,  in  denen  die  eingeführte 
Function  0  beziehungsweise  durch  die  Ausdrücke  x—a,  B — y, 
A—Xjy—h  zu  ersetzen  ist;  in  dem  ersten  Theile  wird  (t=1, 
in  dem  zweiten  ^=1,   in  dem  dritten  a=  — 1,   in  dem  vierten 
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^  =  —  1,  SO  dass  bei  beständigem  Fortschreiten  die  rechte  Seite 
von  (19)  die  folgende  Anordnung  erhält 

B  A  B  A 

(20)  /q (a, y)  dy  +  fp{x, B) dx-fq {A, y)dy -fp{x,  h)  dx. 

b  a  b  a 

Der  zugehörige  Punkt  {x,  y)  durchläuft  hier  in  dem  angegebenen 
Sinne  den  Umfang  des  durch  (18)  bezeichneten  Rechtecks. 

Unter  der  Voraussetzung  der  Gleichung  (6)  hat  das  Inte- 
gral (7)  den  Werth  Null,  so  dass  die  Gleichung  (15)  zu  der 
folgenden  wird 

(21)  0=JlPQdX'hQady). 

Es  möge  nun  die  Begrenzung  von  E  aus  einer  einzigen  in  sich 
zurückkehrenden  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  bestehen. 
Hier  hebe  man  zwei  verschiedene  Werthsysteme  {x^,y^)  und 
i^uVi)  heraus,  durch  welche  die  Mannigfaltigkeit  in  zwei 
Theile  zerfällt,  und  zerlege  das  auf  der  rechten  Seite  von  (21) 
befindliche  Integral  in  zwei  entsprechende  Theile.  Das  eine 
Integral  bezieht  sich  auf  den  Theil  der  Mannigfaltigkeit,  der 
sich  bei  dem  durch  die  Vorzeichen  q  und  a  bestimmten  Fort- 
schreiten von  (x^yp^)  bis  {x^jp^}  erstreckt,    und  wird  so  notirt 

(PQdx  +  Qady); 

(*o.!ro) 

das  zweite  Integral 


f{PQdx  +  Qady) 
(»i.yi) 
ist  über  den  zweiten  Theil  der  Mannigfaltigkeit  auszudehnen,  wel- 
cher bei  dem  weiteren  Fortschreiten  von  {x^,  y,)  bis  {x^,  y^)  zurück 
durchlaufen  wird.  Wegen  der  Gleichung  (21)  muss  das  zweite 
Integral  dem  ersten  entgegengesetzt  gleich  sein.  Statt  das 
zweite  Integral  negativ  zu  nehmen,  darf  man  aber  auch  q 
durch  —-Q  und  zugleich  a  durch  —-a  ersetzen.  Alsdann  be- 
zeichnen die  Elemente  —gdx  und  —ady  ein  im  entgegenge- 
setzten Sinne  erfolgendes  Fortschreiten  in  demselben  Theile 
der  Begrenzung,  wodurch  man  von  dem  Punkte  (x^^y^)  zu 
dem  Punkte  (x^jy^)  gelangt.  Hiernach  entsteht  aus  (21)  die 
Gleichung 
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/•(*i.!ri)  r,(*i.Sfj) 

{PQdx+  Qady)=J{-PQdx-Qady). 

t'o.fo)  ('o.»o) 

Dieselbe  lehrt,  dass,  wenn  von  dem  Werthsysiem  {x^,  y^)  nach  dem 
Werthsystem  (a:,,  y^  zwei  MannigfaltigTceiten  der  ersten  Ordnung 
geführt  werden,  die  zusammen  die  Begrenzung  eines  Gebietes  E 
ausmachen,  in  welchem  die  Gleichung  (6)  befriedigt  ist,  und  wenn 
ausserdem  P  und  Q  eindeutige,  endliche  und  stetige  Functionen 
sind,  alsdann  die  beiden  zugehörigen  in  (22)  bezeichneten  Inte- 
grale denselben  Werth  haben. 

Setzt  man  bei  der  in  (18)  angegebenen  Begrenzung  a=a;^„ 
b=^y^,  -4=a;„  B=y^,  so  ergiebt  sich  auf  Grund  der  Bedingung 
(6)  aus  dem  Verschwinden  der  in  (20)  wiederholten  rechten 
Seite  von  (19)  die  folgende  mit  (22)  correspondirende  Gleichung 

y**l  /«fl  y^'l  •**! 

P(x,y,)dx  +  /Q(x,,y)dy=/Pix,y,)dx+jQ(x„y)dy. 
'o  yo  'o  yo 

Nach  (22)  hat   da«  dortige  von  dem  Werthsystem  {x^,  y^) 

bis  zu  dem  Werthsystem  {x^,  y^)  erstreckte  Integral  einen 
Werth,  welcher  von  der  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung, 
über  welche  die  Integration  auszudehnen  ist,  nicht  abhängt. 
Wird  innerhalb  eines  Gebietes,  in  dem  die  Gleichung  (6)  be- 
friedigt ist,  und  für  P  und  Q  die  erwähnten  Voraussetzungen 
der  Stetigkeit  gelten,  das  Werthsystem  (x^,  y^)  als  fest,  das 
Werthsystem  (a:,,y,)  als  beweglich  angesehen,  so  drückt  das 
genannte  Integral  eine  Function  der  beiden  Variabein  x^,y^  aus, 
von  der  sich  zeigen  lässt,  dass  sie  als  ihre  partiellen  Diflferen- 
tialquotienten  in  Bezug  auf  x^  und  y,  die  correspondirenden 
Werthe  der  Functionen  P  und  Q  hervorbringt.  Eine  partielle 
Aenderung  des  Werthsystems  {x^,  yj  möge  so  erfolgen,  dass 
a;,  um  die  Grösse  h  wächst.  Damit  das  betreffende  Integral 
entsprechend  geändert  werde,  kann  die  zugehörige  Mannigfaltig- 
keit der  ersten  Ordnung  zuerst  wie  früher  von  (x^,  yj  nach 
(ir,,y,),  dann  von  hier  ohne  Aenderung  des  y  nach  dem  Werth- 
system (^Tj+Ä,  yj  geführt  werden.  Demnach  bekommt  das  in 
Rede  stehende  Integral  als  Zuwachs  ein  von  (x^,  y ,)  bis  (x^-{-h,  y  J 
zu  erstreckendes  Integral,  das  den  Ausdruck 

(24)  JP{x,y,)dx 
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hat.  Der  partielle  Diflferenzenquotient,  welcher  hieraus  dnreh 
Division  mit  h  entsteht,  ist  aber  bei  abnehmendem  h,  falls  die 
Function  P{x^,  yj  für  einen  unter  A  liegenden  Zuwachs  von  x 
um  eine  unter  einem  beliebig  kleinen  k  befindliche  Grösse 
schwankt,  nach  §  22  von  dem  Grenzwerth  P{x^,y^)  höchstens 
um  A  verschieden.  Ebenso  hat  eine  partielle  Aenderung  des 
Werthsystems  (a?i,y,),  bei  dem  a:,  ungeändert  bleibt  und  y^  um 
h  wächst,  den  Effect,  dass  zu  dem  Integral  (22)  der  Zuwachs 

(25)  jQ{x,,y)dy 

yi 
hinzukommt,  welcher,  durch  k  dividirt,  einen  partiellen  Differen- 
zenquotienten liefert,  der  bei  abnehmendem  h  in  gleicher  Weise 
gegen  den  Grenzwerth  Q{x^,y^)  convergirt. 

Hiermit  ist  die  aufgestellte  Behauptung  erwiesen,  dass  aas 
der  Gleichung  (6)  die  Existenz  einer  Function  folgt,  deren  nach 
X  und  y  zu  nehmende  partielle  THjferentialquotienten  beziehungs- 
weise gleich  P  und  Q  sind;  eine  solche  Function  wird  durch  das 
Integral 

(^^)  /{Pdx  +  Qdy) 

C'o»  ye) 

dargestellt y  bei  dem  die  Integration  auf  einer  beliebigen  Mannig- 
faltigkeit der  ersten  Ordnung  von  dem  System  (x^,y„)  bis  zu 
dem  System  (x,  y)  zu  erstrecken  ist,  und  wo  dx  und  dy  die  dem 
Fortschreiten  auf  der  Mannigfaltigkeit  entsprechenden  Incremente 
von  x  und  y  bedeuten,  welche  auf  der  linken  Seite  von  (22) 
qdx  und  ady  genannt  worden  sind.  Das  Integral  (26)  ver- 
schwindet offenbar  für  x=^x^jy=y^. 

Auf  der  linken  und  rechten  Seite  von  (23)  wird  die  be- 
zeichnete Function  der  Variabein  x^  und  y,  für  den  Fall  aus- 
gedrückt, dass  der  eine  Theil  der  gewählten  Mannigfaltigkeit 
der  ersten  Ordnung  einem  constanten  x,  der  andere  einem  con- 
stauten  y  entspricht. 

Kennt  man  ausserdem  eine  eindeutige,  endliche  und  stetige 
Function  5(x,  y),  für  welche  die  nach  x  und  y  genommenen 
partiellen  Differenzenquotienten  bei  abnehmenden  Incrementen 
respective  von  den  vorgeschriebenen  Functionen  P  und  Q  stets 
um  weniger  als  dieselbe  beliebig  kleine  Grösse  X  differiren,  so 
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lässt  sich  dnrcb  ein  dem  §  24  entsprechendes  Verfahren  nach- 
weisen,  dass  das  Integral  (26)  gleich  der  Differenz  der  Func- 
tionswerthe 

(27)  S  (x,  y)  -  S  (rr,,  y  J 

ist.  Denn  da  der  Unterschied  des  Integrals  (26)  und  der 
Function  %  (Xy  y)  innerhalb  des  ganzen  betreffenden  Gebiets 
der  Variabeln  x^y  nach  x  nnd  y  partielle  Differenzenqnotienten 
hat,  die  bei  abnehmenden  Incrementen  um  weniger  als  dieselbe 
beliebig  kleine  Grösse  von  Null  differiren,  so  lehrt  die  Be- 
trachtung der  successiven  Werthe  auf  einer  von  (^ojVo)  J^ach 
{^yV)  gehenden  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung,  dass  der 
bezeichnete  Unterschied  constant  sein  muss.  Weil  nun  (26) 
und  (27)  für  x=x^yy=^y^  verschwinden,  so  sind  sie  einander 
gleich. 

§  98.    Analytttohe  Trantformatton  eine«  doppelten  mtegimls. 

Durch  die  Gleichung  (13)  des  vorigen  §  wird  ein  Mittel 
geboten,  um  die  Gleichung  (4)  des  §  96  für  n  =  2  oder  die 
hiermit  übereinstimmende  geometrisch  begründete  Gleichung  (10) 
des  §  92  analytisch  zu  beweisen.  An  die  zuerst  genannte 
Gleichung  anschliessend  mögen  zwei  Functionen  F  und  O  der 
unabhängigen  Variabein  x  und  y  betrachtet  werden.  Insofern 
für  eine  der  Functionen  F  die  in  (2)  des  vorigen  §  enthaltene 
Gleichung 

^  ^  dy  dx 

gilt,  kann  die  von  den  Functionen  F  und  G  in  Bezug  auf  die 
Variabein  x  und  y  geQommene  Functionaldeterminante  so  dar- 
gestellt werden 

(2)  M  -^ <^.  _  iZ:  i<L  =  A  sx'V  _  ^  ijy-). , 

^  da    dy         dy    dx  dy  dx 

wodurch  das  doppelte  Integral 
bei  der  Substitution 
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in  den  Ausdruck 

übergeht.  Wir  betrachten  das  Integral  (3)  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Functionaldeterminante  in  dem  Integrations- 
gebiet, welches  durch  die  mit  (5)  des  §  96  correspondirenden 
Ungleichheiten 

(6)  F{0)<F<F{1\  G(0)<G^G{1) 

bestimmt  wird,  stets  positiv  sei,  dass  feraerF  bei  constantemG 
von  F(0)  bis -F(l),  und  G  bei  constentem  F  von  Ö(0)  bis  G(l) 
beständig  wachse. 

Vermöge  (15)  des  vorigen  §  ist  das  doppelte  Integral  (5) 
gleich  einem  auf  die  Begrenzung  des  Gebietes  bezüglichen  ein- 
fachen Integral,  das  durch  Substitution  der  in  (4)  angegebenen 
Functionen  zu  dem  Integral 

wird;  mithin  ist  das  obige  Integral  (3)  dem  letztern  gleich. 
Die  Begrenzung  setzt  sich  aus  vier  Theilen  zusammen,  in 
denen  die  im  vorigen  §  mit  0  bezeichnete  Function  nachein- 
ander die  folgenden  Ausdrücke  annimmt, 

(8)  F-  jP(0),  G (1)  -  ö,  F{\)  -F,G-G (0). 

Von  den  entsprechenden  vier  Theilen  des  Integrals  (7)  wird 
der  erste  und  dritte  Theil  gleich  Null,  weil  für  jedes  Werth- 
system  der  Begrenzung  die  Function  F  constant  bleibt,  und 
darum  das  zugehörige  in  G  multiplicirte  Element  des  Integrals 

(9)  ^-gdx-^   ^-ody 

überall  verschwindet.  Dagegen  ist  die  Function  G  in  dem 
zweiten  Theile  constant  gleich  G  (1),  in  dem  vierten  constant 
gleich  (t(0),  so  dass  der  betreffende  Werth  als  Factor  vor  das 
Integralzeichen  treten  darf.  Bei  den  durch  die  Vorzeichen  q 
und  a  bestimmten  Incrementen  gdx  und  ady  bewegt  sich  das 
Werthsystem  (a:,  y)  im  zweiten  Theile  des  Integrals  so,  dass  F 

Llp«chitz.  AnalyiiU  II.  37 
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stets  wächst,  im  vierten  Theile  so,  dass  F  stets  abnimmt.    Denn 
für  den  zweiten  Theil  folgen  aus  den  Ungleichheiten 

(10)  ~Qda:+  ~ady  =  dF>0 

öX  dy 


die  Werthe 


dG 


(11)  Qdx= 


Sy 


dF 


ody=-- 


doi   dy         dy    dx 

dx 
dF  da       dF  dG 


dx   dy        dy    dx 
nach  denen,  mit  Rücksicht  auf  den  positiv  angenommenen  Werth 
der  im  Nenner   stehenden  Functionaldetenninante,  q  das  Vor- 

.  ,  dG  ^0         j       ,r        .  V,  dG       dG 

zeichen  von  -v-  = ^-»  (^  das  Vorzeichen  von  — r— =-r — 

dy  dy  dx         dx 

haben  muss;  für  den  vierten   ergiebt  sich    die  gleiche  Ueber- 

einstimmuDg.    Aus  diesen  Gründen  stellt  vermöge  der  zwischen 

(26)  und  (27)  des  vorigen  §  bestehenden  Gleichheit  das   über 

den  zweiten  Theil  der  Begrenzung  ausgedehnte  Integral 


/( 


SF 
dx 


die  Differenz  der  Functionswerthe  F(l)  — J'(O),  das  gleichge- 
bildete über  den  vierten  Theil  der  Begrenzung  erstreckte  Inte- 
gral die  DifiFerenz  der  Functionswerthe  F(0)  —  -F(l)  dar,  und 
da  das  erste  mit  G(l),  das  zweite  mit  6r(0)  zu  multipliciren 
war,  so  geht  als  Werth  des  Integrals  (3)  der  Ausdruck  hervor 
(12)  (F(l)-F(O))  («(l)-G(O)), 

welcher  bewiesen  werden  sollte.  Für  den  Fall,  dass  die  in  (3) 
unter  dem  Integralzeichen  stehende  Functionaldeterminante  in 
dem  bezüglichen  Integrationsgebiet  das  negative  Zeichen  besitzt, 
ist  ihr  negativ  genommener  Werth  gleich  dem  Ausdruck,  in 
welchen  die  Functionaldeterminante  durch  Vertauschung  der 
Functionen  F  und  G  übergeht.  Mittelst  der  angestellten  Be- 
trachtungen erhält  man  dann  für  das  Integral 
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//-( 


dx    dy         dy    dxj  ^ 


denjenigen  Werth,  welcher  aus  (12)  durch  die  Vertauschung 
von  F  und  G  entspringt,  das  heisst  den  Werth  (12)  selbst,  wie 
zu  beweisen  war. 

Auf  diese  Weise  ist  die  Umformung  der  doppelten  Inte- 
grale analytisch  begründet. 


§  99.    Bedlngnngen  der  Znteffrabllit&t  für  Bifferential- 

aiuidrttoke  von  mehr  als  zwei  Variabein.    Traneformation 

von  BlITerentialaiuidrttoken  doroh  Einffthrnng  eines 

Systems  von  neuen  Variabein. 

Es  werden  jetzt   die  Bedingungen   der  Integrabilität   für 
einen  Diflferentialausdruck  dreier  Variabein 

(1)  Fdcc+Qdy  +  Rde 

durch  ein  Verfahren  bewiesen  werden,  welches  sich  auf  Diflfe- 
rentialausdrücke  von  beliebig  vielen  Variabein  ausdehnen  lässt. 
(Vgl.  Beiträge  ßu  der  Theorie  der  Umkehrung  eines  FuncHonen- 
systemSj  Nachrichten  der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Göttingen,  November  1870.) 

Nach  (4)  des  §  97  bestehen  die  zu  (1)  gehörigen  Bedin- 
gungen in  den  drei  Gleichungen 

(2)  ^^^  =  0   ^^_^=o   ^-^^^0 

^  dz       dy         ^  dx       dz         '  dy       dx 

Auch  hier  untersuchen  wir  zuerst  einen  Ausdruck  (1),  in  welchem 
die  Functionen  P,  Q,  R  für  eine  gewisse  Mannigfaltigkeit  der 
drei  Variabein  x,  y,  z  eindeutig,  endlich  und  stetig,  sonst  aber 
beliebig  gegeben  sind,  und  bilden  ein  doppeltes  Integral,  in 
welchem  die  in  (2)  auf  den  linken  Seiten  befindlichen  Verbin- 
dungen angewendet  werden.  In  der  bezeichneten  dreifach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  sei  eine  Mannigfaltigkeit  F  der  zwei- 
ten Ordnung  durch  das  Constantsetzen  einer  Function  Fix^y^e) 
bestimmt,  und  durch  eine  Bedingung  ©  (a;,  y,  i^)  >  0  begrenzt,  so 
dass  für  das  Innere 

(3)  F  (x,  y,  z)  =  Const.,  0  {x,  y,  z)  >  0, 
mithin  auch 
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(4)  dF=^dx  +  ^  dy+^dz==0. 

dx  oy  de      ' 

ist.  Bei  den  zu  (3)  gehörenden  Werthsystemen  mögen  die  Ein- 
heiten 1^1,  i2„  t}^  respective  das  Voraeichen   der   drei  Grössen 

-^ — } -\ — j --z —   haben,    die  niemals  gleichzeitig  verschwinden 

dürfen.  Je  nachdem  man  unter  den  drei  Variabein  a:,  y,  s  die 
erste,  zweite  oder  dritte  als  Function  der  beiden  übrigen  auf- 
fasst,  entspricht  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  E  eine  Mannig- 
faltigkeit jEj  der  yy\z^  E^  der  e^  x,  E^  der  a;,  y;  es  möge  von 
den  folgenden  drei  Integralen  das  erste  über  J^,,  das  zweite 
über  E^,  das  dritte  über  E^  ausgedehnt  werden.  Dann  lässt 
sich  das  Aggregat 

in  ein  einfaches  Integral  verwandeln. 

Bei  der  Auflösung  der  Gleichung  (3)  nach  x,  y,  z  können 
zu  jedem  System  von  zwei  unabhängigen  Variabein  mehrere 
Werthe  der  abhängigen  Variable  gehören;  demgemäss  sind  die 
in  (5)  angedeuteten  Integrationen  so  auszuführen,  dass  die  sämmt- 
lichen  betreffenden  Werthe  nach  einander  zur  Anwendung 
kommen.  Zunächst  betrachten  wir  aber  die  Voraussetzung,  dass 
die  abhängige  Variable  immer  nur  einen  Werth  habe,  und  dass 
die  Zeichen  z/^,  ly^,  i;,  für  die  betreffenden  Integrationsgebiete 
ungeändert  bleiben.  Man  kann  nun  das  Element  jeder  doppel- 
ten Integration  durch  Einführung  einer  neuen  Variable  in  jedes 
andere  verwandeln.  Es  ergeben  sich  durch  Auflösen  der  unter 
den  Zeichen  vorkommenden  Differenzen  und  Vereinigen  der- 
jenigen Integrale,  in  welchen  beziehungsweise  P,  Q,  R  vor- 
kommen, die  Bestandtheile 


W  ff^-v.dyä.-fßl,J.äy, 
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welche  wir  so  umformeD^  dass  in  dem  ersten  nur  nach  dx  dy, 

dem  zweiten  nur  nach  dy  djs,  dem  dritten  nur  nach  de  dx  inte- 

grirt  wird.     Um  in  dem  zweiten  Summanden  von  (6)  statt  e  die 

Variable  y  eiuzuitihren,  hat  man,    da  x  ungeändert  bleibt,  das 

positive  Differential  dz  durch   das  Prodnct  aus  dem  positiven 

Differential  dy  und  dem  absoluten  Werth  des  Differentialquo- 

B  z 
tienten  -^  zu  ersetzen,  welcher  nach  der  bei  der  Voraussetzung 

da:=0  in  (4)  enthaltenen  Gleichung 

dF 


den    Werth    —  -^  hat,  und  dessen  das  Vorzeichen  mit  —  r;,  ry. 


dz 
übereinstimmt.      Daher    kommt    statt   — r^^  dz    der   Ausdruck 

dz 

Vs  -j  ~  ^V'     -^^f   gleiche    Weise    erkennt    man ,    dass    in    dem 

zweiten  Summanden  von  (7)  und  (8)  respective  statt  — rj^dx 

S  X  dv 

der  Ausdruck  rj^^-dz,  statt  —rj^dy  der  Ausdruck  r}^-/-dx  zu 

O  Z  u  X 

substituiren  ist,  wodurch  (6),  (7),  (8)  die  folgende  Gestalt  an- 
nehmen, 

Nach  ihrer  Entstehung  beziehen  sich  die  partiellen  von  einer 
Variable  nach  einer  zweiten  genommenen  Differentialquotienten 
auf  die  Voraussetzung,  dass  die  eine  Variable  eine  Function 
der  zweiten  und  dritten  sei;  sie  haben  die  Werthe 

ÖF  dF  dF 

,.,3V  dz _^y  ^^ ^^   ^y ^ 

^^  dy^      dF' dJ  ~' '^  dF'  dlc'~  ~^  dF' 

dz  dx  dy 
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Werden  x,  y,  e  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines^ 
Punktes  im  Ranme  gedeutet,  so  gehören  die  Werthsjsteme  des 
Integrals  (5)  zu  der  in  (3)  dargestellten  begrenzten  Oberfläche 
E^  während  äyde,  dßdx,  dxdy  respective  die  Elemente  der 
auf  die  ys^  ex^  xy  Ebene  genommenen  Projeetionen  jF,,  E^y  E^ 
sind.  In  §  93  ist  das  Element  einer  Oberfläche  durch  das  Ele- 
ment der  Projection  auf  die  ye  Ebene  ausgedrückt,  und  zwar 
geht  die  dortige  Formel  (3)  bei  den  gegenwärtigen  Bezeichnan- 
gen  in  die  folgende  über 

(U)  -^-^^^^^^^^-?.dyd.. 

Sx 

Gleichzeitig  folgt  aus  dem  so  eben  über  die  Transformation  der 
verschiedenen  Integrationen  Gesagten,  wie  sich  auch  aus  der  geo- 
metrischen Anschauung  ergiebt,  dass  bei  der  Wahl  einer  anderen 

Projectionsebene  statt  — ^|r—  beziehungsweise  die  Ausdrucke 

dx 

fi^dedx  v^dxdy  ^  ,    , 

^^— >   '  ^^  -  zu  setzen  sind. 
aF  dF 

Sy  dz 

Das  Integral  (10),  bei  dem  z  eine  Function  der  unabhän- 
gigen Variabein  x  und  y  ist,  enthält  den  unter  diesem  Gesichts- 
punkt nach  y  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  von 
P;  daher  liefert  die  für  ein  festes  x  auszuführende  Integration 
nach  y  die  Function  P  als  unbestimmtes  Integral.  Derselben 
ist  aus  früher  angegebenen  Grlinden  bei  dem  Eintritt  eines 
Werthsystems  von  wachsendem  y  in  das  Integrationsgebiet  -B, 
das  negative,  bei  dem  Austritt  das  positive  Vorzeichen  beizu- 
legen. Für  die  Incremente  eines  Werthsystems  {x,  y,  z),  das 
sich  von  der  Begrenzung  aus  in  E  bewegt,  hat  man  auf  Grund 
von  (3)  die  Relationen 

(15)  ^    dx+  ^    dy+  ^    dz=0 

dx  dy  dz 

^-  dx-¥  ^    dy+  ^    dz  =  dG. 

dx  dy     ^       dz 

Vermittelst  der  Bezeichnungen 
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^  ^  dy  dis       dz    öy""^* 

dF  dQ  __dF  SG^j. 
de   da       dx  dz  ' 

3Fd&_dFd&^j. 
dx   dy       dy  dx  ^ 

folgen  aus  (15)  durch  Elimination  von  da?,  dy,  dz  die  Gleichungen 
(17)  D,dy-D,dB=^.^dQ 

uX 

D,dz-'D,dx=i-d& 

dy 
D.dx—B,dy=l-d&. 

dz 
Vermöge  der  Voraussetzung,  dass  in  E  zu  jedem  Werthsystem 
von  zwei  unabhängigen  Variabein  nur  ein  Werth  der  abhängi- 
gen gehöre,  entspricht  die  Begrenzung  der  Gebiete  E^^  E^,  E^ 
der  Begrenzung  von  E,  weshalb  die  drei  vorliegenden  Glei- 
chungen   beziehungsweise   für   die  Begrenzung   von  i\,  E^,  E^ 


8 


ffclten.    Da  beim   Eintreten  in  E  und  somit  auch  in  E^    das 


b 


II 


Differential  dQ>0  sein  soll,  und  da  für  ein  Fortschreiten 
in  £,,  wofern  das  Increment  von  x  gleich  Null  ist,  die  Gleichung 

dF 

—  D^dy  =  ^-d&  besteht,  so  gehört  zu  dem  positiven  Increment 

dz 

dF 

dy  ein  Eintreten  in  E^  oder  ein  Austreten,  je  nachdem  —  Z),  ^ 

u  Z 

positiv   oder  negativ   ausfällt.    Man   bezeichne   die  Vorzeichen 

dF 
von  Z),,  Dj,  Dg  respective   mit   g,  o,  r,   so  dass  — Z),  ^-  das 

(J  z 

Vorzeichen  von  —  q  t]^  erhält.  In  Folge  der  für  das  Vorzeichen  der 
Function  P  aufgestellten  Regel,  bei  einem  Eintritt  in  E^  negativ, 
bei  einem  Austritt  positiv  genommen  zu  werden,  muss  dann  P 
das  Vorzeichen  von  q  ij^  bekommen.  Demnach  geht  (10)  mit 
Weglassung  von  r;J  =  1  in  das  einfache  Integral 

(18)  fPgdx 

über.  Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  bei  (11)  die  Integration  nach 
Zj  bei  (12)  die  Integration  nach  x  vollziehen,  wodurch  die  ein- 
fachen Integrale  /Qa  dy  und  /Bt  dz   entstehen.     Mithin   wird 
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das  Aggregat  (5)  gleich  dem  Aggregat  von  einfachen  Integralen 
(19)  CTq  dx  +  /Qo  dy  +  fitr  dz. 

Es  sind  jetzt  noch  die  Fälle  in  Erwägung  zu  ziehen,  bei 
denen  die  Auflösung  von  (3)  filr  ein  System  von  zwei  unabhän- 
gigen Variabein  mehr  als  einen  Werth  der  abhängigen  Variable 
hervorbringt.   Seien  die  erstem  x  nnd  y^  so  lehrt  die  Gleichung 

dF 
(4),   dass   ftlr   einen  von  Null  verschiedenen  Werth  von  —z — 

oz 

der  Aenderung  von  x  um  dx  und  von  y  um  dy  eine  bestimmte 
Aenderung  von  z  um  dz  entspricht.  Dagegen  ist  es  möglich, 
dass  mit  dem  Fortschreiten  eines  Werthsystems  x,  y  zu  einem 
in  der  Nähe    befindlichen  Werth  Systeme   der  Uebergang  von  s 

zu  mehreren  verschiedenen  Werthen  correspondire,  sobald     ^  - 

ö  z 

nur  in  einer  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  verschwindet. 
Wir  nehmen  an,  dass  in  derselben  immer  nur  zwei  Werthe  von 

z  zusammenfallen,  dass  die  Function  -.—  auf  der   einen  Seite 

dz 

positiv,  auf  der  anderen  negativ  sei,  mithin  das  Vorzeichen  von 

1^3  bei  dem  Ueberschreiten  dieser  Mannigfaltigkeit  in  E  wechsele, 

f]   dx  dti 
und  dass    das   Element    eines   doppelten   Integrals         ;^jp       > 

,  wie  in  dem  Beispiele  des  §  93,  für  ein  Gebiet,  in   dessen  Be- 
grenzung der  Nenner  verschwindet,  eine  Integration  zulasse. 

Um  die  so  eben  ausgesprochenen  Forderungen  zu  erläu- 
tern, möge  ein  Beispiel  behandelt  werden,  in  welchem  der  vor- 
hin erwähnte  Fall  enthalten  ist,  und  das  eben  so  leicht  geome- 
trisch aufgefasst  werden  kann.  Es  sei  F{x,  y,  z)  gleich  der 
mit  drei  von  Null  verschiedenen  Coefficienten  A,  B  und  G  ge- 
bildeten Function 

Ax^  +  By^  +  Cz\ 

der  in  (3)  vorgeschriebene  constante  Werth  gleich  der  Einheit. 

BF 
Der  partielle  Diflferentialquotient  -— =2C^  verschwindet  nur 

fllr  jer=0,  wodurch  zwischen  x  und  y  die  Gleichung 

Ax^  +  By^  =  1 
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entsteht.  Da  die  Variable  ß  als  Function  von  x  und  y  nait  Hülfe 
einer  positiv  oder  negativ  zu  nehmenden  Quadratwurzel  ausge- 
drückt wird  

^\  —  Ax^  —  By'' 

z  =  ^) ^ , 

so  leuchtet  ein,  dass  die  beiden  vorhandenen  Werthe  von  z  nur 
in  derjenigen  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  zusammen- 
fallen, in  welcher  ^  -  verschwindet,  und  dass,  falls  diese  Man- 
nigfaltigkeit  in  der  gegebenen  Mannigfaltigkeit  2^(3?,^,  xr)  =  1 

überschritten  wird,  -r —  sein  Vorzeichen   ändert.     Gleichzeitig 

az 

f]   dx  dy 
nimmt  das  zu  untersuchende  Element     ^'  ^  den  Ausdruck 

tj^dxdy 


C 
an,  wo  T]^  dasselbe  Vorzeichen  wie  Ce  hat.  Die  Mannigfaltigkeit 
der  Variabein  x,  y  wird  hier  durch  die  Bedingung 

1  —  Ax^—By^ 


C 


>0 


begrenzt.  In  dem  Falle,  dass  A  und  B  positiv  sind,  lassen  sich 
X  und  y  durch  zwei  neue  Variabein  s  und  t/^,  deren  erste  positiv 
sei,  wie  folgt,  ausdrücken 

]fAx^=s  cos  1/^,  1^  y  =s  sin  ip^ 
so  dass  die  vorliegende  Bedingung  in  die  Gestalt 

übergeht.  Mithin  nimmt  die  Variable  s  in  der  Begrenzung* den 
Werth  der  Einheit  an  und  muss  im  Innern  der  Mannigfaltigkeit, 
wofern  C>0  ist,  kleiner,  wofern  C<cO  ist,  grösser  als  die 
Einheit  sein;  daher  kann  man  für  den  gegenwärtigen  Zweck 
die  Integration  nach  ä  zwischen  der  Einheit  und  einem  passend 
gewählten  Werthe  5»,  nach  i/^  ^.wischen  zwei  beliebigen  Werthen 
V^  und  t/;,  ausdehnen.  Zufolge  der  für  die  Umformung  eines 
doppelten  Integrals   bestehenden  Regel   ist  das  Element  dx  dy 

durch  das  Element     ,—  ,— ,  mithin  das  zu  untersuchende  Ele- 

iA^B 
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ment  dnrch 

rj^sds  dtp 


G 

ZU  ersetzen.  Da  sich  hier  der  für  5=1  verschwindende  Aus- 
druck 1—5*  im  Nenner  unter  einem  Quadratwurzelzeichen  be- 
findet, so  darl'  die  Integration  nach  s  vermöge  der  in  §  73  auf- 
gestellten Begel  zwischen  den  Werthen  5  =  5,  und  5=1  ausge- 
dehnt werden,  also  besitzt  das  betreffende  Element  die  verlangte 
Beschaffenheit. 

Wofern  Ä  und  B  verschiedene  Vorzeichen  haben  und  etwa 
-4>0,  B<:0  ist,  lässt  sich  vermittelst  zweier  neuen  Variabein 

5  und  t  die  Substitution 

f  ,    — *  #       — * 

iAx^s^ — 2 — ,  ^—By  =  s — 2 

bilden,  wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet. 
Alsdann  kommt 

Ax^  4-  By^  =  5*, 
und   man   hat  für  die  Mannigfaltigkeit  der  Variabein  x  und  y 
wieder  die  Bedingung 

G  ^-  ' 
weshalb  der  numerische  Werth  von  s  im  Innern  der  Mannig- 
faltigkeit flir  C>0  unter,  für  (7<0  über  der  Einheit  bleibt, 
für  die  Begrenzung  gleich  der  Einheit  wird.  Der  Kürze  halber 
betrachten  wir  nur  positive  Wcrthe  von  5,  denen,  wie  man  sieht, 
nur  positive  Werthe  von  x  entsprechen.  Aus  der  Regel  für  die 
Umformung  eines  doppelten  Integrals  ergiebt  sich  jetzt  statt  des 

s  d  s  d  t 

Elements  dxdy  das  Element     ,_  , -?  wodurch    für  das  zu 

)fAi-B 

untersuchende  Element  der  Ausdruck 

«7,  sdsdi 


eintritt.  Bei  demselben  ist  es  auf  Grund  der  angeführten  Regel 
gestattet,  die  Integration  nach  s  zwischen  5  =  1  und  einem  der 
geltenden  Bedingung  genügenden  Werthe  s^=s^,  die  Integration 
nach  t  zwischen  zwei  beliebigen  Werthen  t^  und  t^  zu  vollziehen, 
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so  dass  auch  gegenwärtig  die  für  das  Element     ^'  ^  ge- 

stellte  Forderung  erfüllt  ist. 

In  Betreff  des  allgemeinen  Falles  beschränken  wir  uns 
auf  eine  Andeutung  des  einzuschlagenden  Weges,  empfehlen 
aber  auch  hier,  mit  einer  geometrischen  Betrachtung  anzufan- 

gen.    Wenn  -r —  für  ein  Werthsystem  x=a,  y=by  jg=c  ver- 

schwindet,  so  werde  x=a-{-^,  y=h  +  i],  £f  =  c  +  K  gesetzt  und 

die  Differenz  F(a?,  y,  xr)  —  F{a,  6,  c)  nach  dem  Tayior'schen  Satze 

bis  auf  diejenigen  Glieder  entwickelt,  welche  nach  den  Incre- 

menten  $,  »y,  t  von  der  zweiten  Ordnung  sind;  hierbei  entstehe 

der  Ausdruck 

FJ^F,rj  +  F,K 

in  welchem 

^         dF       „  dF       ^         £F 

^'  da  »  dy       ^  dz 

7?    ^   ^1^       TP    -IJL       TP    «il^ 

dx  dy  dz 

V   —  ^-^      F   _i!Z.      F    —  ilZ. 
'^^dydz       «^"    dzdx        »»      aa?öy 

für  a;=a,  y  =  fe,  ^  =  c  ist,  und  nach  der  Voraussetzung  jPg=0 
sein  muss,  dagegen  JP,  und  J?*,  nicht  gleichzeitig  gleich  Null 
sein  dürfen.  Das  Verschwinden  dieser  Differenz  ersetzt  dann 
bis  auf  den  bei  der  angenäherten  Entwickelnng  begangenen 
Fehler  die  obige  Gleichung  (3),  und  liefert,  falls  F^^  nicht  gleich 
Null  ist,  für  L  eine  quadratische  Gleichung.  Wofern  verlangt 
wird,  dass  wenigstens  einer  der  ersten  und  einer  der  zweiten 
partiellen  Diflferentialquotienten  von  Null  verschieden  sei,  so 
stimmt  die  Forderung  mit  derjenigen  überein,  welche  in  §  64 
der  Function  qp  (2:,,  a:„  iCg)  auferlegt  ist.  Es  kommt  also  gegen- 
wärtig nur  die  Voraussetzung  hinzu,  dass  F^^  nicht  gleich  Null 
sei.  Bezeichnet  man  mit  Sl  (^,  r])  eine  leicht  zu  bildende  homo- 
gene Function  des  zweiten  Grades  von  ^  und  j^,  so  werden  die 
beiden  Werthe  von  t  wie  folgt  bestimmt 
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Da  nun  andrerseits   der  auf  der  linken  Seite  befindliche  Aas- 

druck   an   die  Stelle  des  partiellen  DiflFerentialquotienten  —^ — 

de 

zu  setzen  ist,  so  hat  man  statt  des  zu  untersuchenden  Elements 

54^;^  das  Element 

dF 


ZU  erörtern,  und  kann,  weil  der  unter  dem  Quadratwurzel- 
zeichen befindliche  Ausdruck  ersten  Grades  nach  der  Voraus- 
setzung nicht  Null  werden  darf,  die  Berechtigung  der  Integra- 
tion ilir  ein  Gebiet,  in  dessen  Begrenzung  der  Nenner  ver- 
schwindet, auf  ähnliche  Art  wie  in  dem  durchgeführten  Beispiele 
beweisen.    Wofern   also   für   eine  Mannigfaltigkeit   der  ersten 

SF 
Ordnung,  in  der    ^     gleich  Null  ist,  die  beiden  partiellen  Dif- 

ferentialquotienten  -^ —  und  -.—  nicht  gleichzeitig  verschwinden 

B^  F 
und        2     ebenfalls    nicht   verschwindet,    so  dürfen  die  vorhin 

Bz 
erhobenen  Forderungen  als  erfüllt  gelten. 

Nach  den  getroflFenen  Annahmen  zerfällt  die  Mannigfaltig- 
keit E^  der  Variabein  x  und  y  in  lauter  einzelne  Theile  T,  Z7, . . . 
in  deren  jedem  t}^  dasselbe  Zeichen  und  z  nur  einen  Werth  hat, 
wo  aber  in  verschiedenen  Theilen  T,  U  dieselben  Werthsysteme 
{x^y)  vorkommen  dürfen;   in   einer  Mannigfaltigkeit  der  ersten 

«9  F 
Ordnung,  für  die     .      gleich  Null  ist,  treffen  zwei  solche  Theile 

T,  U  in  der  Weise  zusammen,  dass  zu  demselben  in  das  Innere 
von  T  und  ü  gerichteten  Fortschreiten  des  Werthsystems  (a:,  y) 
das  Fortrücken  des  Werthsystems  {x,  y,  z)  in  E  nach  zwei  ver- 
schiedenen Werthen  von  z  gehört.  Entsprechende  Voraussetzungen 

öF  dF 

werden  über  das  Verschwinden  von     .      und    .    ,  beziehungs- 

dx  dy 

weise  die  Bedingungen  gemacht,  unter  denen  für  ein  System 
(y,  z)  zwei  Werthe  von  x,  und  für  ein  System  (^,  x)  zwei  Werthe 
von  y  coincidiren,  und   es    möge  alsdann  die  Aussage  gelten, 
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dass  die  in  (3)  dargestellte  Mannigfaltigkeit  E  keinerlei  Singu- 
laritäten enthalte.  Nachdem  nun  (0),  (7),  (8)  respective  in 
(10),  (11),  (12)  transformirt  sind,  verfährt  man  mit  jedem  der 
letztern  wie  ttlr  (10)  gezeigt  werden  wird.  Hier  ist  die  Inte- 
gration nach  einander  über  die  vorhin  bezeichneten  Theile 
T,  J7, . . .  von  E^  auszudehnen,  in  deren  jedem  rj^  ein  ungeänder- 
tes  Vorzeichen  hat  und  zu  jedem  System  (x,  y)  nur  ein  Werth 
von  2  gehört,  und  von  allen  Resultaten  die  Summe  zu  nehmen. 
Jedes  dieser  doppelten  Integrale  wird  vermöge  der  oben  aus- 
einandergesetzten Behandlung  gleich  einem  einfachen  Integral 
von  der  Gestalt  (18),  folglich  (10)  gleich  der  Summe  der  be- 
treffenden einfachen  Integrale.  Die  Begrenzungen  von  T,  CT, . . . 
in  -B,  entsprechen  zum  Theil  der  gegebenen  Begrenzung  von  E^ 
zum  Theil  solchen  Mannigfaltigkeiten  der  ersten  Ordnung  in  E^ 

in  welchen  verschwindet,  und   zwar   gehört  nach   der  ge- 

o  z 

troflfenen  Annahme  zu  einer  Mannigfaltigkeit  der  letztern  Art 
immer  die  gemeinsame  Begrenzung  von  zwei  Theilen  T  und  Z7, 

wobei  für  das  Innere  des  einen,  etwa  des  ersten,    ^     >0,  für 

dz 

öF 
das  Innere  des  andern    -^—  <  0   ist.     In    der  vorzunehmenden 

dJS 

Umformung  des  auf  T  bezüglichen  Integrals  (10)  ist  daher  zur 

Darstellung  der  mit  U  gemeinsamen  Begrenzung  statt  der  oben  0 

genannten  Function,  die   im  Innern  des  Integrationsgebiets  po- 

BF 
sitiv  sein  soll,  die  Function  -^ — ,   dagegen    in   der  Umformung 

des  auf  U  bezüglichen  Integrals  (10)  zur  Darstellung  derselben 

mit  T  gemeinsamen   Begrenzung   statt  0   die  Function r— 

anzuwenden.  Weil  aber  die  Ausdrücke  (16),  von  denen  die 
Vorzeichen  q,  a,  r  abhängen,  die  Eigenschaft  haben,  bei  einer 
Verwandlung  von  0  in  —0  in  die  entgegengesetzten  tiberzu- 
gehen, so  heben  sich  bei  der  Addition  der  bezeichneten  Integrale 
von  der  Gestalt  (18)  alle  diejenigen  Bestand  theile  wechselsweise 

dF 
auf,    die   von  Mannigfaltigkeiten   der   ersten  Ordnung   -a—  =  0 

herrühren,  und  es  bleiben  nur  die  Bestandtheile  übrig,  welche 
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sich  auf  die  ursprüngliche  Begrenzung  des  Gebietes  E  beziehen. 
Aus  diesen  Ursachen  hat  die  Gleichheit  des  Aggregats  (5)  und 
des  Aggregats  (19)  allgemeine  Gültigkeit,  sobald  in  dem  letztern 
die  ganze  gegebene  Begrenzung  von  E  durchlaufen  wird. 

Die  Incremente  q  dxj  o  dy,  x  de  können  zu  einem  Werth- 
system  {x,y,£i)  gerechnet  werden,  welches  in  der  Begrenzung 
von  E  in  einem  bestimmten  Sinne  fortschreitet.  Um  eine 
solche  Bewegung  auszudrücken,  hat  man  in  (15)  das  Differential 
dQ=0  zu  setzen,  und  erhält  dann  für  die  Incremente,  welche 
dort  mit  dx,  dy,  dz  bezeichnet  werden,  die  Bestimmung,  dass 
sie  in  denselben  Verhältnissen  wie  die  dortigen  Verbindungen 
2)j,  2),,  Z)j  stehen  müssen,  nach  welchen  sich  die  Vorzeichen 
Qj  Gj  T  richten.  Der  gleiche  Zweck  wird  erreicht,  sobald  zu 
den  Functionen  F  und  0  eine  beliebige  Function  O  von  der 
Beschaffenheit  hinzugefügt  wird,  dass  die  Functionaldeterminante 

(20)  D,  f-  +  2>.  ^/-  4-  2>.  -f-  =  D 

^     ^  ^  dx  ^  dy  ^  Bz 

nicht  verschwindet,  und  wenn  hierauf  die  Incremente  dx^  dy,  de 
aus  den  drei  Gleichungen 

(21)  ^dx-^^dy+^~ds=(i 

^     ^  dx  dy      ^        de 

dx  dy     ^        de 

dO  dO  dO 

-^—dx  +  -TT-^y  +  ^—de  =  d(D 

dx  dy  de 

bestimmt  werden.    Alsdann  erhalten  da?,  dy,  de  die  Werthe 

(22)  dx=      '^     ,  dy  =  —^~y  de  =  —'^-~y 

deren  Vorzeichen  respective  durch  g,  a,  r,  oder  durch  —  ^,  — a,  —  t 
dargestellt  sind,  je  nachdem  d(/>  ein  mit  D  gleiches  oder  ent- 
gegengesetztes Vorzeichen  empfängt.  Diese  Bestimmung  erfolgt 
durch  das  von  Kronecker  in  der  Abhandlung  über  Systeme  von 
Functionen  mehrerer  Variabein,  Monatsbericht  der  Berliner  Aca- 
demie  vom  März  1869,  eingeführte  Fortgangsprincip,  Bei  der 
bezeichneten  Auffassung  der  Incremente  qdx^adyjxde  geht  das 
Aggregat  (19)  wieder  in  ein  einziges  Integral  über,  nämlich 

(23)  /{Pqdx  +  Qody-^Rvde), 
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Aus  der  zwischen  (5)  und  (23)  bestehenden  Gleichheit 

ergiebt  sich  für  die  Annahme,  dass  die  drei  Gleichungen  (2) 
Gültigkeit  haben,  das  Verschwinden  des  einfachen  Integrals 
(23).  Sobald  nun  die  Begrenzung  von  E  aus  einer  einzigen  in 
sich  zurückkehrenden  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  be- 
steht, kann  diese  durch  Fixirung  von  zwei  ihr  angehörenden 
Werthsystemen  {x^^y^jZ^  und  (x^^y^^z^)  in  zwei  Theile  ge- 
theilt  werden,  und  es  finden  mit  angemessenen  Modificationen 
alle  in  §  97  angestellten  Betrachtungen  Anwendung,  wodurch 
die  Gleichungen  (2)  als  die  Bedingungen  der  Integrabilität  für 
den  Ausdruck  Pdx  +  Qdy-h Bds  erwiesen  werden. 

Eine  Function  mit  den  vorgeschriebenen  partiellen  DiflTe- 
rentialquotienten  P,  Qy  B  wird  demnach  durch  das  Integral 

(24)  J{Pdx  +  Qdy+Rdjs) 

dargestellt,  bei  welchem  das  System  der  Integrationsvariabein  auf 
einer  unter  den  erforderlichen  Bedingungen  beliebig  gewählten 
Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung  von  dem  Werthsystem 
(^01  yoj  ^o)  zu  dem  Werthsystem  {x,  y,  e)  fortschreitet;  hier  sind 
statt  Qdx^  adyy  %de  wieder  die  Zeichen  dx^  dy,  de  gebraucht. 
Desgleichen  lässt  sich  unter  entsprechenden  Voraussetzungen 
wie  in  §  97  zeigen,  dass  für  eine  eindeutige,  endliche  und 
stetige  Function  %  (x,  y,  z\  deren  nach  den  drei  Variabein 
genommene  partielle  DiflFerentialquotienten  respective  gleich 
P,  Qy  R  sind,  das  Integral  (24)  gleich  der  DiflFerenz  der  Func- 
tionswerthe 

(25)  g(^,y,^)-3r(^o,yo,0 

ist.  In  derselben  Weise  findet  man  für  Differentialausdrücke 
von  beliebig  vielen  Variabein  durch  Einführung  passend  gewähl- 
ter doppelter  Integrale  die  Gültigkeit  der  in  (4)  des  §  97  ange- 
gebenen Bedingungen  der  Integrabilität,  und  überhaupt  genau 
analoge  Resultate. 
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Wir  wollen  jetzt  einen  DiflFerentialausdruck,  der  an  der 
erwähnten  Stelle  so  bezeichnet  war, 

(26)  P,  da?!  +  P^  da:,  +  ...  ■\- P^dx^ 

transformiren,  indem  wir  die  Variabein  ;r„  a;^, . . .  x^  dnrch  ein 
System  von  neuen  Variabein  v^y  v^, . . .  t;^  ausdrücken.  Vermöge 
der  für  die  Zahlen  a  =  1,  2, . . .  w  geltenden  Gleichung 

(27)  dx^==  ^'  dv,  H-  -^"  dt;  4-  ...  -h  3-^  dv^ 

verwandelt  sich  (20)  in  den  DiflFerentialausdruck 

(28)  Qidv,-hQ,dv^+,..  +  Q^dv^, 

wo  die  Factoren  ^j  fllr  f  =  1,  2, . . .  n  als  Summen  bestimmt  sind, 
bei  denen  a  von  1  bis  n  läuft, 

Es  kann  nun  direct  nachgewiesen  werden,  dass,  sobald  für  (26) 
die  mit  irgend  zwei  verschiedenen  Zeigern  a  und  b  zu  bildenden 
n{n  —  1) 


2 


Bedingungen  der  Integrabilität 


<5P„       SP^ 

(30)  ^^1  =  0 

D  a 

gelten,  die  zu  (28)  gehörenden  auf  irgend  ein  Paar  diflFerenter 
Zeiger  f  und  1  bezüglichen  Bedingungen  der  Integrabilität 

(31)  ^_^_0 
ebenfalls  erfüllt  sind.    Aus  (29)  ergiebt  sich 

(32)  ^^^=2:2:-.   V-V^-^^^a-;)^^' 
^  öVj  a     b    ox^   dv^  di\         a  dv^dv^ 

wo  b  wieder  von  1  bis  n   geht,   und   ebenso  bei  Vertauschung 
der  Buchstaben  f  und  I,  a  und  b, 

dO.  dP^dx^dXf^  ö^  X. 

(33)        -/^  =2:2:~.--^^'  +  2:  A- .-^• 

dx^  b     a    ox^   dv^  dv^        b       ^    dv^dv^ 

Weil   aber   für  jedes  Paar  Zahlen  a  und  b  die  Gleichung  (30) 

d^x^  d^x^ 

gilt,  ferner    .—  x —  =  -^ — ;, —  ist,  und  weil  zwischen  der  ein- 

^  dv^dv^  dv^dv^ 

fachen  Summation   nach   den  Buchstaben  a  und  b   kein  Unter- 
schied besteht,  so  sind  die  auf  der  rechten  Seite  von  (32)  und 

(33)  befindlichen  Ausdrücke   einander  gleich,  mithin  auch  die 
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Ausdrücke  der  linken  Seite,  und  darin  besteht  die  zu  bewei- 
sende Gleichung  (31).  Daher  geht  das  vollständige  Differential 
(26)  durch  die  Substitution  der  neuen  Variabein  r,,  v^, ...  v^  in 
das  vollständige  Differential  (28)  über,  und  man  darf  aus  dem 
Vorgetragenen  den  Schluss  ziehen,  dass  die  aus  der  Integration 
von  (26)  hervorgehende  Function  von  a;,,  x^, . . .  x^  mit  der  aus 
der  Integration  von  (28)  entstehenden  Function  von  t;„  Vj, . . .  v^ 
bis  auf  eine  additive  Constante  übereinstimmt. 

Noch  ist  die  Bemerkung  hinzuzuillgen,  dass,  wenn  zur 
Transformation  des  Ausdrucks  (26)  die  n  Variabein  x^^  x^j... x^ 
durch  eine  Anzahl  m  von  neuen  Variabein  Vj,  Vq,  ...v^,  welche 
entweder  grösser  oder  kleiner  als  n  ist,  ausgedrückt  werden, 
auf  genau  dieselbe  Weise  gezeigt  werden  kann,  dass  in  Folge 
der  Gleichungen  (30)  bei  dem  transformirten  Ausdruck  die  Be- 
dingungen der  Integrabilität  befriedigt  sind. 

§  100.    Anal3rtlfolie  Traniformation  der  Tielfaolien  Integrale. 

Bei   einem    System   von   n  Functionen  -F,,  F^^...  F^   der 

n  Variabein  x^jX^^...x^  ziehen  die  — ^ — ^ Gleichungen,  welche 

für  jede  einzelne  Function  in  (2)  des  §  97  aufgestellt  sind,  eine 
allgemeine  Eigenschaft  der  zugehörigen  Functionaldeterminante 
2)  nach  sich,  die  für  w=2  in  (2)  des  §98  ausgedrückt  ist  und 
zunächst  für  w  =  3  angegeben  werden  soll.  Wenn  drei  Functio- 
nen F,  Gy  II  von  den,  Variabein  a;,  y,  z  abhängig  sind,  und 
wenn  in  der  Functionaldeterminante 

^  '  ^-  dx    ät,    dz 

r}  TT        r^  H        f)  TT 

die  beziehungsweise  zu  -ir— >    -^     >  -.—  gehörenden  adjungirten 

ox      öy       öz 

Elemente  von  S)  folgendermassen  bezeichnet  werden, 

^^      bxj   B7        dz   'di~'     ''       dz    dx         Bx    dz  "~     »' 

ÖF  ÖG        dF  dG  ^^^ 

dx    dy         dy    dx  '' 

so  besteht  zwischen  A^y  -4^,  A^  die  folgende  durch  directe 
Rechnung  leicht  zu  verificirende  Gleichung 

LipachiU,  ADalyaia  II.  38 
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und  deshalb  folgt  aus  der  Gleichang 

die  neue  Darstellang 

^  dx  dy  dz 

Vermöge  derselben  kann  ein  über  eine  gegebene  Mannigfoltig- 

keit  der  dritten  Ordnung 

(5)  «50 
aaszudehnendes  dreifaches  Integral 

(6)  fff%dxdydB 

in  ein  doppeltes  Integral  verwandelt  werden.  Nachdem  ^  durch 
die  rechte  Seite  von  (4)  ersetzt  ist,  gestattet  jeder  der  drei 
unter  den  Integralzeichen  vorkommenden  Summanden  die  Aus- 
führung einer  Integration  nach  je  einer  Variable. 

Bei  dem  Integral 

(7)  /  /  ßA^]£>dxdydz 


fff^- 


liefert  die  für  ein  beliebiges  festes  System  von  Werthen  y,  e 
nach  X  vollzogene  unbestimmte  Integration  die  Function  -4,  Ä, 
und  zwar  ist  nach  den  bestehenden  Grundsätzen  der  Werth  der 
Function  negativ  oder  positiv  zu  substituiren,  je  nachdem  ein 
von  der  Begrenzung  aus  für  feste  y  und  e  mit  positivem  dx 
fortschreitendes  Werthsystem  in  das  Integrationsgebiet  eintritt 
oder  aus  demselben  austritt.  In  Folge  von  (5)  fallt  das  Dif- 
ferential 

(8)  de  =  4®  «^^  +  -  V-  rfy  +  4®  A" 

dx  dy  dz 

bei  dem  Eintritt  positiv,  bei  dem  Austritt  negativ  aus.  Da  nun 
gegenwärtig  da:>0,  dy=Oy  dsf=0  ist,  so  nimmt  d@  das  Vor- 

zeichen  von  -- —  an,    und  es   entspricht  der  Eintritt  einem  po- 

dx 

sitiven,  der  Austritt  einem  negativen  Werthe  von  -^ Wenn 

d»T 

daher  die  Einheiten  6^,  i^,  s^  respective  mit  den  Vorzeichen  von 
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r5fS*        riCSr        riCSr 

.     7    .     y  —^-  übereinstimmen,   so   wird  (7)   gleich  dem  dop- 
dx       dy       as  v  ^    o  r 

pelten  Integral 

(8)  -ffA,He,dydz, 

und  man    erhält   durch   entsprechende  Behandlung   der  beiden 
anderen  Integrale 

(9)   fff^P  "äyi^.  fff-s'^  ■"■""" 

für  das  Integral  (6)  die  Umformung 

{\())  f ll%dxdyäz=—  fJA,HE,dydz--JjA^m 

Statt  der  doppelten  Integrationen,  die  sich  auf  die  ver- 
schiedenen Verbindungen  von  zwei  Elementen  beziehen,  mögen 
überall  Integrationen  nach  dx  dy  eingeführt  werden.  Nach 
dem  vorigen  §  geschieht  dies  in  der  Weise,  dass  im  ersten  In- 

bz 
tegral  — e,  dz  durch  b^  -^-  dXj  im  zweiten  Integral  — €,  dz  durch 

dz 

^3  "f  <^y  ersetzt  wird ;  hierbei  ist  z  in  Folge  der  Gleichung  der 

Begrenzung  6=0  als  eine  Function  von  x  und  y  aufzufassen, 
deren  partielle  Diflferentialquotienten 

,.^v  dz  da  dz  Sy 

^   ^  d^  ~"""^'       dy  ■~""    a®~' 

dz  dz 

respective  die  Vorzeichen  von  — e^  6^  und  —  £,  e^  haben.  Hier- 
nach wird  aus  (10)  die  Gleichung 

{\2)JJß)dxdydz==-Jß-A^^^^-A,l^^^A)lHB,dxdy, 

oder 

A  ^-+A  ^-  -^A  -® 
(12*) yTTi  dx  dy  dz=:-  rr-1^—^ 1^  He,  dx  dy. 

dz 
Bei  der  letztern  ist  der  Umstand  merkwürdig,  dass  der  Zähler 
des  unter  depi  Integralzeichen  auftretenden  Bruches  mit  der  von 
den  drei  Functionen  F,  6r,  ®  in  Bezug  auf  die   drei  Variabein 
X,  y,  z  genommenen  Functioualdeterminante  zusammenfällt. 

Wir    kommen  jetzt  zu   dem  noch  fehlenden  analytischen 
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Beweise  der  Gleichung  (4)  des  §  96,  wobei  das  dreifache  Inte- 
gral (12)   über  eiu  Gebiet   erstreckt   wird,   das   durch  die  mit 
festen  Anfangs-  und  Endwerthen  gebildeten  Ungleichheiten 
(13)    F(0)<F<F(l),  G(0)<G<G(l\  HiO)<H<CHil) 
begrenzt  ist;  jede  der  drei  Functionen  F,  G,  H  möge,  sobald  die 
beiden  anderen  constant  bleiben,  von  dem  gegebenen  Anfangs- 
bis   zu   dem    betreffenden   Endwerthe    beständig  wachsen,   die 
Functionaldeterminante  S)   sei   in  dem   ganzen  Gebiet  positiv. 
Um  die  Gleichung  (12)  oder  (12*)  zu  gebrauchen,  ist  die  obige 
Function  (£,  welche  für  die  Begrenzung  verschwindet  und  inner- 
halb   des  Integrationsgebietes   positiv   ist,  je   nach    den   sechs 
Theilen  der  Begrenzung  (13)  durch  die  Functionen 
{U)F-F(0\F{\)-'F,  G-G(0),G{l)-G,  H-HiO), Hi\)—H 

zu  ersetzen.    In   Folge   dessen   kommen  statt  -^    »    -^    »    ^- 

«       öx      oy       öz 

im  ersten,  dritten,  fünften  Theile  respective  die  Ausdrücke 

ÖF      SF      ÖF 


(15) 


Bx 

dy 

da 

da 

dx 

dy 

dJi 

OH 

dx 

^V 

-> 


dz 
da 

dz 

du 


-—  > 


dz 

während  im  'zweiten,  vierten,  sechsten  Theile  die  gleichen  aber 
negativ  genommenen  Ausdrücke  anzuwenden  sind.  Bei  der  Sub- 
stitution in  den  schon  hervorgehobenen  Ausdruck 

^  ^   dx  ^  dy  ^   dy 

findet  sich,  dass  derselbe  nach  einer  Grundeigenschaft  der  De- 
terminanten für  die  vier  ersten  Theile  verschwindet,  für  den 
fünften  Theil  gleich  2),  für  den  sechsten  gleich  —%  wird. 
Mithin  sind  die  Bestandtheile  der  auf  der  rechten  Seite  von 
(12)  oder  (12*)  auszuführenden  Integrationen,  welche  sich  auf 
die  vier  ersten  Theile  der  Begrenzung  beziehen,  gleich  Null, 
und  es  bleiben  nur  die  Bestandtheile  übrig,  in  denen  /feinen  der 
Constanten  Werthe  /f(0)  oder  //(l)  hat;  deshalb  wird  aus  (12*) 

(17)  //Y®  dxdydz^^  I j-^  ime,  dxdy  +  j  f^  /f(l)e,  dxdy, 

dz  dz 
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WO  die  erste  Integration   anf  den  fUnften,   die  zweite  auf  den 
sechsten  Theii  der  Begrenzung  geht.    Da  e^  das  Vorzeichen  von 

1  CSr 

.      angiebt,  und  ^  überall  positiv  vorausgesetzt  ist,  so  hat  in 
jedem    der   beiden    doppelten  Integrale   der  Factor    ^^  e^  das 

positive  Vorzeichen. 

Bei  einer  mit  der  rechten  Seite  von  (12)  übereinstinamen- 
den  Notation  erscheint  die  Gleichung  (17),  wie  folgt 


(18)  ri^dxdyds  =  —         i-A 


dz 
dx 

-A 

dy 

+  A, 

de 
dx 

-^. 

de 

Sy 

+  ^. 

^ff[-  ^'  £  -  ^.  0  -^  ^.)  ^(1^  ^.  '^  ^y- 


Das  in  der  Klammer  eingeschlossene  Aggregat  ist  aber  unter 
der  Voraussetzung,  dass  F  und  G  mit  Hinzuziehung  der  Glei- 
chung der  Begrenzung  des  gegebenen  Gebiets  als  nur  von  den 
Variabein  x  und  tj  abhängig  angesehen  werden,  gleich  der  nach 
X  und  y  genommenen  Functionaldeterminante  von  -Fund  G,  Denn 
aus  den  Gleichungen 


(19) 


dF    dz      (^F\       ÖF        ÖF    dz 
dz     dx       \dy )        dy         dz     dy 

da   dz 

dz     dy 


((oF\  dF  ..      ..  ^      ^^  „    _^ 

j\dxj  dx  dz     dx       \dy)  dy 

KdG\  dG  da  _dz_     /a6^\  da 

dx  J  dx  dz     dx       \dyj  dy 
folgt 

Man  hat  also,  indem  die   constanten  Factoren  U(0)  und  7/(1) 
vor  die  Integralzeichen  gesetzt  werden. 


und   zwar   muss   in   Folge    der  obigen   über  das  positive  Vor- 
zeichen  des  Ausdrucks  -^^^t   gemachten  Bemerkung  e^  beide 

~di 
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Male  mit  dem  Vorzeichen  der  den  ersten  Factor  bildenden 
Functionaldeterminante  des  zweiten  Grades  ttbereinstimmen. 
Demnach  folfct  aus  dem  Satze  des  §  98  für  jedes  der  beiden 
doppelten  Integrale  die  Werthbestimmung 

(22)  (F(I)-J'(0))(G(1)~G(0)), 

und  man  erhält  ftir  das  den  Ungleichheiten  (13)  entsprechend 
ausgedehnte  Integral  den  zu  beweisenden  Ausdruck 

(23)  ffßbdxdydB=(F{\)^Fm  (ö(l)-G(O))  (J?(l) -lf(0)). 
•  •  • 

Die  im  Anfange  dieses  §  erwähnte  allgemeine  Eigenschaft 
der  Functionaldeterminante 

BF.    dF^         3F        _ 

dF^       DF^          dt\ 
wird,  sobald  A^^  A^^...A^  die  zu  —z — >    ■^—   > ^ —    gehö- 

renden  adjungirten  Elemente  von  ^  bedeuten,  und  daher 

dF  dF  dF 

(25)  ^^A,    .   -  +A,-.  ^  +  ...  +  ^^--^ 

ist,  durch  die  Gleichung 

(26)  S)=      V--     +-\     —+...+  "    " 


dargestellt,  die  auf  Grund  der  in  I,  §  74  entwickelten  Ei^n- 
schuften  einer  Determinante  nicht  schwer  zu  beweisen  ist.  Bei 
Benutzung  von  (26)  tTlhrt  eine  Wiederholung  der  angewendeten 
Schlüsse,  indem  die  Ordnung  der  betrachteten  letegrale  bestän- 
dig um  Eins  abnimmt,  zu  der  Gleichung  (4"!  des  §  96,  welche 
bewiesen  werden  sollte. 

Capitel  XIV. 

Umkehrong:  eines  Srstems  von  Functionen. 

f  101.    ünal^h&Bgli^  vnd  abblni^Mr^  FonottoaMu 

Nachdem  in  I,  §  lv>4  die  Umkehrung  einer  Function  einer 
Variable  detinirt,  und  nachdem  in  §  26  dieses  Bandes  die  MOg- 
lichkeii  der  Umkehrung  der  Sache  nach,  wenn  auch  nicht  mit 
ausdrticklichen  Worten,  für  eine  ausgedehnte  Voraussetzung  be- 
wiesen ist,  veriangen  die  in  den  letzten  Capiteln  geführten  Un- 
tersuchungen, die  Ausdehnung  dieses  Begriffs  auf  ein  ^^ystem  von 
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Functionen  zu  erörtern.  Falls  n  Variabein  <j,  ^j, . . .  t^  für  eine 
gewisse  n  fache  Mannigfaltigkeit  der  n  Variabein  x^j  x^^, ,.  x^ 
als  stetige  und  beliebig  zu  differentiirende  Functionen  der  letztern 
gegeben  sind 

so  bildet  die  Aufgabe,  zu  jedem  innerhalb  eines  gewissen  Ge- 
biets beliebig  gegebenen  System  von  Werthen  <j,  ^j»  •  •  •  ^«  ^i® 
zugehörigen  Systeme  von  Werthen  x^y  x^,. .. x^  zu  bestimmen, 
das  Problem  der  Umkehrung  des  Systems  von  n  Functionen 
^p  ^2»  •  •  •  K  ^^^  ^  Variabein  x^^x^,  "-^n*  ^^^  kann  die  Aufgabe 
sofort  auflösen,  beziehungsweise  ihre  Möglichkeit  beurtheilen, 
falls  die  Functionen  J\,  ^j, . .  •  J^„  rational,  ganz  und  vom  ersten 
Grade  sind.  Es  mögen  zu  den  Werthen  0:^(0),  0:2(0), . . .  xJiOi)  der 
Variabein  die  Werthe  ^^(O),  ^^(O), . . .  ^^(0)  der  Functionen  gehören, 
und  die  Differenzen 

(2)  a;,  —  x^{Qi) = Jx^,  x^ — x^(0) = Jx^, .  •  •  ä;„ — ^„(0)  =  ^x^ 

eingeführt  werden,  dann  erhält  man,  weil  die  sämmtlichen  par- 
tiellen Differentialquotienten  der  ersten  Ordnung  constant  sind, 
die  Gleichungen 

dF,  dF,  dF, 

(3)  JL  =  T—  Jx.-^-  ^  z/a;,-h.. .+  5—'  Jx^ 

*      d/Cj       ^      d  x^       *  üx^       " 

SF^  dF^  dF^    ^ 

JL=^Jx,-\-  r-?^a:«H-...-h  -^ ^x^ 
^      dx^       ^      dx^       ^  dx^       • 

ÖF  dF  dF 

Jt=^  Jx^  ^ z/a;„  +  .. .+  5— "  Jx^, 
"      3a?j       ^      dx^       ^  dx^       " 

Hier  repräsentiren  die  Differenzen  Jt^^  M^, . . .  Ji^  ein  System 
von  ganzen  homogenen  Functionen  des  ersten  Grades  in  Bezug 
auf  die  Differentiale  Jx^^  Jx^, . . .  Jx^^  und  sind  als  solche  nach 
I,  §  71  bis  75  von  einander  unabhängig  oder  nicht,  je  nachdem  die 
aus  den  zugehörigen  constanten  Goefficienten  gebildete  Determi- 
nante einen  von  Null  verschiedenen  Werth  oder  den  Werth  Null  hat. 
Bei  der  ersten  Voraussetzung  entspricht  jedem  beliebig  gegebenen 
System  von  Differenzen  Jx^^  Jx.^^ . . .  Jx^  ein  eindeutig  bestimm- 
tes System  von  Differenzen  Jt^,  Jt^, . . .  Jt^j  folglich  jedem  be- 
liebig gewählten  System  von  Werthen  a;,,  a?,, . . .  x^  ein  und  nur 
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ein  System  von  Werthen  ^,,  t^, ,  ,t^\  deshalb  werden  auch  t^^  ^2»  •••^n 
unabhängige  Functionen  der  Variabein  rCp  a;.^, . . .  a;^  genannt.  Bei 
der  zweiten  Voraussetzung  steht  dagegen  nach  I,  §  75  ein  Theil 
der  DiflFerenzen  Jt^^  Jt^,..,Jt^  in  einer  bestimmten  Abhängig- 
keit von  den  übrigen,  weshalb  die  Werthe  von  ^„  ^g»  •  •  •  K  ^icht 
vollkommen  frei  angenommen  werden  dürfen,  sondern  von  ein- 
ander abhängen. 

Sobald  t^yt^,...t^  nicht  als  rationale  ganze  Functionen  des 
ersten  Grades  von  x^,x.,y. .  .x^  gegeben  sind,  hat  man  für  die 
Differentiale  dt^,dt.^j,..dt^,  wie  in  §  96,  die  Ausdrücke 

(9F,  BF,  OF. 

(4)  dt.  =  ^      dx,  +  .      dx^  + . . .  +  -^ —  dx^ 

^^2  öF^  BF^ 


BF^  BF^  BF^ 

dt=-;, —  dx.-h   ^ — dx^+.^.-h  . —  dx. 
"       Bx,      *      Bx^       2  Bx        " 

in  denen  nicht  alle  partiellen  Differentialquotienten  constant 
sind.     Hier   entscheidet   der  Werth,   welchen   die   Functional- 

deterrainante 

B  F,      B  F,         B  F„ 

(5)  >;+---  — = —  — -  =  ® 

-"  B  x^      Bx.^  Bx^ 

für   ein    einzelnes   Werthsystem   a;,,  a:^,  . . .  x^   annimmt,    durch 

Nichtverschwinden  oder  Verschwinden  darüber,  ob  die  Incre- 
mente  dt^,  dt^, . .  ,dt^  von  einander  unabhängig  oder  abhängig 
sind,  das  heisst,  ob  zu  einem  System  von  beliebig  gewählten 
Werthen  derselben  ein  eindeutig  bestimmtes  System  von  Incre- 
menten  da;,,  dx^, . . .  dx^  gehört  oder  *icht.  Weil  aber  die  Func- 
tionen i^j,  i^3, . . .  F^  für  eine  gewisse  n  fache  Mannigfaltigkeit 
der  n  Variabein  a-j,  x^^ . . .  x^  gegeben  sind,  so  macht  sich  bei 
der  Betrachtung  von  verschiedenen  Werthsystemen  (a;^  a:.^, . . .  x^ 
der  Unterschied  geltend,  dass  die  Functionaldeterminante  ent- 
weder überall  in  einem  Theile  der  n  fach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit, auf  welche  sich  die  Functionen  beziehen,  oder  in 
Mannigfaltigkeiten  niederer  Ordnungen ,  die  in  der  erstem 
enthalten  sind,   oder  in  einzelnen  Werthsystemen  verschwinden 


§  101.  Unabhängige  und  abhängige  Functionen.  601 

kann.  Wir  werden  uns  im  Folgenden  mit  der  Annahme  be- 
schäftigen, dass  die  Functionaldeterminante  überall  in  einem 
Theile  der  n  fachen  Mannigfaltigkeit  verschwinde. 

Wenn  eine  von  den  Functionen  J',,  F^^  . . .  F^  in  einem 
Theile  der  n  fachen  Mannigfaltigkeit  überall  constant  ist  und 
folglich  alle  ersten  partiellen  Differentialquotienten  der  Function 
verschwinden,  so  verschwindet  die  Functionaldeterminante  D 
vermöge  ihres  Bildungsgesetzes  daselbst  ebenfalls.  Auch  muss 
diese  in  der  gleichen  Weise  verschwinden ,  wofern  überall 
innerhalb  eines  Theiles  der  n  fachen  Mannigfaltigkeit  eine 
Function  F^  von  allen  übrigen  oder  einem  Theile  derselben 
F^^^ F^ » '  .Fj^  abhängt,  so  dass  eine  Gleichung  von  der  Gestalt 
(6)  F„  =  <p{F„,F^...F,) 

besteht.  Denn  für  jede  einzelne  Variable  x^  wird  alsdann  der 
zugehörige  partielle  Differentialquotient  von  jF,,  folgendermassen 
ausgedrückt 

(7)     dx^     dF^^  'dx;-^  dp;  dx^  ■*"---"^  dF,  dx^  ' 

bei  der  Substitution  in  die  Determinante  2)  geht  dieselbe  daher 
in  ein  Aggregat  von  Producten  über,  bei  welchen  der  eine  Factor 

von  den  partiellen  Differentialquotienten  -^-^->  >2-'*-* -.^    ge- 

bildet  wird,  der  andere  Factor  nach  dem  Satze  (3)  von  I,  §  74 
verschwindet.  Umgekehrt  lässt  sich  aus  der  Voraussetzung, 
dass  überall  in  einem  Theile  der  n  fachen  Mannigfaltigkeit  die 
Functionaldeterminante  2)  verschwindet,  jedoch  nicht  alle  Func- 
tionen gleich  Constanten  sind,  der  Schluss  ziehen,  dass  dort 
wenigstens  eine  Function  von  den  übrigen  oder  doch  von  einem 
Theile  derselben  abhängig  sei.  Um  dies  zu  zeigen,  wähle  man  ein 
nach  der  Voraussetzung  vorhandenes  Werthsystem  x^,  x^j ,. ,  x^ 
aus,  fiir  welches  nicht  alle  partiellen  Differentialquotienten  aller 
Functionen  gleich  Null  sind.  Da  der  zugehörige  Werth  von  D 
gleich  Null  ist,  so  lässt  sich  nunmehr  auf  das  System  von  Glei- 
chungen (4)  das  Verfahren  aus  I,  §  75  anwenden,  und  ein  ein- 
zelnes Differential  dt^  mit  Ilülfe  von  anderen  Differentialen 
^Ki  ^^/p'*' ^hf  ^^^  folgt,  ausdrücken 
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(8)  ^,dt„  =  ^^dt^  +  ^^dt^  +  ...+^,dt,. 

Hier  ist  R„  eine  aus  dem  System  der  partiellen  Differentialqno- 

tienten  -r~>  •  •  •  ^r —  gebildete  partielle  Determinante  und  hat 

für   das  betreffende  Werthsystem  x^y  x^,.,.  x^   einen  von  Null 

verschiedenen  Werth;   ebensolche  partielle  Determinanten   sind 

ft^,  Ä^ . . .  ^i-    Weil  aber  die  Functionaldeterminante  innerhalb 

des  betreffenden  Theiles  der  n  fachen  Mannigfaltigkeit  überall 

gleich  Null  ist,  darf  man  vermöge  der  Stetigkeit  der  partiellen 

dF.       dF^ 
Differentialquotienten    ^^  - » •  •  -^ —  annehmen,  dass  die  Gleichung 

(8)  auch  noch  gültig  und  Ä^  von  Null  verschieden  bleibe,  wo- 
fern von  dem  ersten  Werthsystem  a:^,  ar^,, . . .  x^  innerhalb  eines 
engeren  Theiles  T  der  n  fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  zu 
beliebigen  anderen  Werthsystemen  fortgeschritten  wird.  Unter 
dieser  Voraussetzung  ergiebt  sich  für  das  Differential  dt^  durch 
die  Division  mit  &„  die  Darstellung 

(9)  dt„  =  -^~^ ^-^^ '-    ' 

Innerhalb  der  n  fachen  Mannigfaltigkeit  T  werde  jetzt  von  einem 
Werthsystem  (a;j(0),..a;^(0))  nach  einem  Werthsystem  (:r,(l),..rc^(l)) 

eine  einfache  Mannigfaltigkeit  geführt,  und  das  vollständige 
Differential  über  dieselbe  nach  den  Vorschriften  des  vorigen 
Capitels  integrirt;  dadurch  entsteht  der  Unterschied  der  zuge- 
hörigen Functionswerthe  ^„(1)— ^„(0). 

Da  die  rechte  Seite  von  (9)  stets  verschwindet,  wo  die 
Differentiale  dt^^dt^..  .dt^  gleichzeitig  gleich  Null  sind,  so 
liefern  bei  der  Integration  von  dt^  solche  Theile  der  einfach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit,  in  denen  die  Functionen  t^it^..ij^ 
ungeändert  bleiben,  keinen  Beitrag.  Falls  daher  das  Anfangs- 
system (^i(0),..a:^(0))  festgehalten,  das  Endsystem  {x^  (1)>--^«(1)) 
geändert  wird,  so  erfährt  die  Differenz  ^^(1)  — ^„(0),  mithin  auch 
der  Functionswerth  ^^(1),  wofern  bei  dem  Uebergange  von 
einem  zu  einem  anderen  Endsystem  die  Functionen  t^j  ^/p"  ^^x 
ungeändert  bleiben,  keine  Aenderung,  und  kann  sich  nur  bei 
einer  Aenderung  dieser  Functionen  ändern.    Deshalb  ist  t     in 
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der  Mannigfaltigkeit  T  als  von  den  Functionen  t^, t^  ...t^  ab- 
hängig zu  betrachten,  was  gezeigt  werden  sollte. 

Ein  System  F^  J^j, . . .  F^  wird  ein  System  von  abhängigen 
Functionen  genannt,  sobald  eine  einzelne  Function  in  Abhängig- 
keit  von  den  übrigen  oder  von  einem  Theile  derselben  steht, 
dagegen  ein  System  von  unabhängigen  Functionen ,  wofern 
jene  Voraussetzung  nicht  zutrifft.  Man  sieht  aus  dem  Bis- 
herigen, dass  bei  einem  System  von  unabhängigen  Functionen 
die  Functionaldeterminante  innerhalb  keines  Theiles  der  be- 
treffenden n  fachen  Mannigfaltigkeit  überall  verschwindet,  und 
dass,  wo  die  Functionaldeterminante  in  einem  Theile  der 
n  fachen  M'annigfaltigkeit  verschwindet,  ein  System  von  ab- 
hängigen Functionen  vorliegt.  Mit  Rücksicht  hierauf  ist  ein 
System  von  unabhängigen  Functionen  ein  solches,  bei  dem  die 
zugehörige  Functionaldeterminante  innerhalb  keines  Theiles  der 
n  fachen  Mannigfaltigkeit  überall  verschwindet.  Während  nun 
bei  einem  System  von  rationalen  ganzen  Functionen  des  ersten 
Grades  diese  Bedingung  der  Unabhängigkeit  ausreicht,  um 
sicher  zu  sein,  dass  einem  beliebig  gewählten  System  von 
Werthen  der  Functionen  immer  ein  und  nur  ein  System  von 
Werthen  der  Variabein  correspondire,  bleibt  bei  jedem  anderen 
System  von  unabhängigen  Functionen  noch  zu  erörtern,  wann 
zu  einem  beliebig  gewählten  System  von  Functionswerthen  nur 
ein  einziges  System  von  Werthen  der  Variabein  gehöre  und 
wie  dasselbe  gefunden  werden  könne.  Diese  beiden  Fragen 
werden  in  der  Reihenfolge,  in  welcher  sie  aufgestellt  sind,  zur 
Sprache  kommen. 


f  102.    Eindeutige  ümkehnmff  einei  Byttemi  toii  Fonotioiieii. 

Es  seien  die  Variabein  t^  und  t^  als  eindeutige,  stetige 
und  beliebig  zu  differentiirende  Functionen  der  Variabein  x 
und  y  für  eine  zweifache  Mannigfaltigkeit  K  gegeben, 

(1)  t,=F{x,y\  t,  =  Gix,y). 

Von  der  zweifachen  Mannigfaltigkeit  K  wird  vorausgesetzt,  dass 
sie  durch  eine  in  sich  zurückkehrende  einfache  Mannigfaltigkeit 
begrenzt  sei,   und  durch  jede  von  einem  Werthsystem  der  Be- 
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grenzung  nach  einem  andern  geführte,  kein  Werthsystem  doppelt 
enthaltende  einfache  Mannigfaltigkeit  in  zwei  vollkommen  ge- 
trennte Theile  zerfalle.  Eine  solche  zweifache  Mannigfaltigkeit 
nennt  man  nach  dem  Sprachgebrauche  von  Riemanns  Inaagnral- 
dissertation '*')  eine  eit^ach  zusammenhängende.  In  der  geome- 
trischen Deutung  gehört  zu  einer  derartigen  Mannigfaltigkeit 
ein  Stück  einer  Ebene,  welches  die  correspondirende  Beschaffen- 
heit hat,  und  von  dem  die  Bezeichnung,  es  sei  einfach 
jsusammenhängendj  zuerst  gebraucht  worden  ist.  Ein  Beispiel 
bietet  das  StUck  einer  Ebene,  welches  durch  eine  Kreislinie 
eingeschlossen  wird.  Dagegen  erfüllt  ein  StUck  einer  Ebene, 
das  von  zwei  ganzen  Kreislinien  vollständig  begrenzt  wird, 
die  ausgesprochene  Forderung  nicht;  durch  eine  von  einem 
Punkte  der  einen  nach  einem  Punkte  der  anderen  Kreisperi- 
pherie geführte  Schnittlinie  wird  dasselbe  nicht  in  zwei 
getrennte  Theile  zerlegt,  sondern  in  ein  einfach  zusammen- 
hängendes Stück  der  Ebene  verwandelt;  insofern  heisst  das 
ursprünglich  gegebene  Stück  ein  zweifach  zusammenhängen- 
des. Für  die  obigen  Functionen  F  und  G  nehmen  wir  an, 
dass,  wenn  in  K  die  Function  F  einen  Werth  c^,  G  einen  , 
Werth  c,  erhalten  kann,  zu  der  Gleichung  F=c^  eine  von 
einem  Werthsystem  der  Begrenzung  von  K  bis  zu  einem 
anderen  laufende,  kein  Werthsystem  doppelt  enthaltende  ein- 
fache Mannigfaltigkeit  gehöre,  durch  welche  K  in  zwei  Theile 
zertUllt,  die  beziehungsweise  den  Ungleichheiten  F>c^  und 
F<ic^  entsprechen,  und  dass  in  Bezug  auf  die  Gleichung 
G=c^  und  die  zugeordneten  Ungleichheiten  ein  gleiches  gelte. 
Wenn  dann  die  Functionaldeterminantc 

(2)  ^JL^Ji^iK^  =  ^ 

da   dy         dl/   dx 
überall    in  K  dasselbe,    etwa   das  positive  Vorzeichen   behält, 
das  heisst,  algebraisch  grösser  bleibt  als  eine  gegebene  positive 
Constante,   so  können  zwei   mit  festen  Werthcn  c,   und  c,  ge- 
bildete Gleichungen 
(3)  F(x,y)=c,,  G{x,y)  =  c, 


*)  Grundlagen  für    eine   allgemeine    Theorie  der  Functionen   einer 
veränderlichen  complexen  Grösse. 
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weder  für  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  von  Werthsystemen 
noch  flir  mehrere  getrennte  Werthsysteme  x,  y  befriedigt 
werden. 

Sollte  das  erste  der  Fall  sein,  so  niüssten  rtir  die  be- 
treffende stetige  Mannigfaltigkeit  die  Differentiale  dF  und  dO 
gleichzeitig  verschwinden ;  hieraus  würde  aber,  wie  aus  I,  §  75 
hervorgeht,  mit  Nothwendigkeit  das  Verschwinden  der  Functio- 
naldeteiminante  folgen,  was  nach  der  Voraussetzung  unzulässig 
ist.  Um  den  zweiten  Theil  der  Behauptung  zu  beweisen, 
nehmen  wir  an,  dass  ein  Werthsystem  a:(0),y(0)  den  Gleichungen 

(3)  genüge.  Gesetzt,  ausser  diesem  genügten  noch  eines  oder 
mehrere  getrennte  Werthsysteme,  so  giebt  es  bei  den  gemachten 
Voraussetzungen  wenigstens  ein  zweites  x{\\y(\)  von  der  Art, 
dass  ein  Theil  T  der  Mannigfaltigkeit  K  nur  von  dem  Theile 
der  einfachen  Mannigfaltigkeit  l^=c„  welcher  sich  von  (ic(0),y(0)) 
nach  {x{\\y{\))  erstreckt,  und  von  dem  Theile  der  Mannigfal- 
tigkeit G=c^,  begrenzt  ist,  der  von  {x{l\y(l))  nach  {x{0\y{0)) 
zurückläuft,    lieber  diese  Mannigfaltigkeit  T  werde  das  Integral 

(4)  f/hdxdy 

ausgedehnt.  Weil  nach  der  Voraussetzung  S)  überall  in  T 
einen  positiven  über  einer  gegebenen  Constante  liegenden  Werth 
hat  und  das  Element  dx  dy  des  doppelten  Integrals  stets  positiv 
ist,  so  wird  der  Werth  von  (4)  vermöge  seiner  Definition  ver- 
kleinert, sobald  man  %  durch  die  erwähnte  positive  Constante 
ersetzt,  und  muss  daher  stets  eine  gewisse  positive  Grösse 
übertreffen.  Auf  das  Integral  (4)  darf  aber  auch  das  Verfahren 
angewendet  werden,  welches  in  §  98  gebraucht  ist,  und  vermöge 
dessen  (4)  in  das  dort  mit  (7)  bezeichnete  auf  die  Begrenzung 
von  T  auszudehnende  Integral 

übergeht.  Die  Vorzeichen  q  und  a  bestimmen  den  Sinn,  in 
welchem  die  Begrenzung  von  T  durchlaufen  werden  muss. 
Man  findet  jedoch,  dass  die  Theile  des  Integrals,  welche  von 
den  bezeichneten  zwei  Theilen  der  Begrenzung  herrühren,  für 
sich  verschwinden,  möge  jeder  einzelne  Theil  in  dem  einen 
oder    dem    entgegengesetzten    Sinne    durchlaufen  werden.     In 


606       Eindeutige  Umkehrung  eines  Systems  von  zwei  Functionen.    §   102. 

dem  Theile  der  Begrenzung,  welcher  ein  Theil  der  Mannigfal- 
tigkeit F=c^    ist,    bat  der  unter  dem  Integralzeichen  mit  G 

multiplicirte  Ausdruck  ^    qüx-^-^  ady,  welcher  das  zugehörige 

Increment  oder  vollständige  Differential  der  Function  F  dar- 
stellt, den  Werth  Null;  daher  verschwindet  der  zugehörige 
Theil  des  Integrals  (5).  In  dem  zweiten  Theile  der  Begrenzung, 
welcher  ein  Theil  der  Mannigfaltigkeit  6=c,  ist,  hat  der 
Factor   G   den   constanten   Werth  c,;    gleichzeitig   bringt   die 

Integration  des  vollständigen  Differentials  ^    Qdx  +  ^    ady,  je 

üJF  oy 

nachdem  von  dem  Werthsystem  x{0),y{0)  zu  dem  Werthsystem 
x(X),y{l)  oder  umgekehrt  fortgeschritten  wird,  den  positiv  oder 
negativ  genommenen  Unterschied  der  Functionswerthe 

F(x{lly{l))^F(x{0),y{0)) 
hervor,  welcher  nach  der  Voraussetzung  verechwindet.  Mitbin 
bekommt  das  Integral  (5)  den  Werth  Null;  da  nun,  wie  vorhin 
gezeigt  worden,  das  mit  (5)  gleiche  Integral  (4)  keinesfalls 
einen  verschwindenden  Werth  annehmen  kann,  so  treibt  die 
Annahme,  dass  die  Gleichungen  (3)  durch  mehrere  getrennte 
Werthsysteme  erfüllt  werden  können,  zu  einem  Widerspruch, 
und  ist  deshalb  zu  verwerfen,  wie  behauptet  worden  war. 

Eine  ähnliche  Untersuchung  wird  jetzt  für  ein  System 
von  drei  Functionen  geführt  werden;  für  Systeme  von  beliebig 
vielen  Functionen  ist  eine  solche  in  der  in  §  99  erwähnten 
Abhandlung  mitgetheilt.  Wir  denken  uns  die  Variabein  ^,,^„^3 
als  eindeutige,  stetige  und  beliebig  zu  diflferentiirende  Functionen 
der  Variabein  x^y^js^  für  eine  dreifache  Mannigfaltigkeit  K, 
(6)  t^  =  F{x,  y,  ^),  t^  =  G  {xy  y,  ^),  t^  =  H  {x,  y,  z). 

Die  Mannigfaltigkeit  Ä"  werde  durch  eine  geschlossene  zweifache 
Mannigfaltigkeit  begrenzt;  nimmt  man  in  der  letztern  eine  in 
sich  zurückkehrende  einfache  Mannigfaltigkeit  an  und  führt  durch 
diese  eine  kein  Werthsystem  doppelt  enthaltende  zweifache  Man- 
nigfaltigkeit, so  zerfalle  K  durch  die  letztere  in  zwei  vollkommen 
getrennte  Theile.  Hiernach  heisst  K  eine  einfach  zusammen- 
hängende Mannigfaltigkeit.  Falls  in  K  die  Function  F  einen 
Werth  c,,  G  einen  Werth  c,,  H  einen  Werth  c,  anzunehmen 
fähig  ist,  soll  K  durch  die  Mannigfaltigkeit  F=c^  in  zwei  ge- 
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trennte  Stücke  F>c^  und  F<:c^  zerfallen,  desgleichen  durch 
die  Mannigfaltigkeit  G  =  c^  und  H=c^.  Femer  dürfen  die 
zweifachen  Mannigfaltigkeiten  F  =  c^j  G  =  c^,  H=c^,  deren 
jede  einfach  zuBammenhängend  ist,  nach  dem  in  §  99  festge- 
stellten Sprachgebrauche  keinerlei  Singularitäten  enthalten.  Nach- 
dem eine  derselben,  etwa  jF=Ci  ausgewählt  ist,  wird  in  der- 
selben sowohl  durch  ö  =  c^,  wie  auch  durch  fl'=  c,  eine  ein- 
fache Mannigfaltigkeit  bestimmt,  die  sich  von  einem  Werth- 
System  der  Begrenzung  bis  zu  einem  anderen  erstreckt,  ohne 
ein  Werthsystem  doppelt  zu  enthalten.  Unter  der  Voraus- 
setzung, dass  ausserdem  die  Functionaldeterminante 

(7)  2;  +  ^Z^|^=S) 

öx  öy   dz 

nirgendwo  in  K  ihr  Vorzeichen  ändere,  dass  heisst,  indem  die- 
selbe wieder  positiv  angenommen  wird,  eine  gegebene  positive 
Gonstante  stets  übertreffe,  ist  es  dann  unmöglich,  dass  drei  mit 
festen  Werthen  c,,  c,,  c,  gebildete  Gleichungen 

(8)  F{x,y,e)=c^,  ff(a^,y,^)  =  c„  Hix,y,e)  =  c^ 

durch  eine  stetige  Mannigfaltigkeit  von  Werthsystemen  oder  von 
mehreren  getrennten  Werthsystemen  ar,  y,  e  befriedigt  werden. 

Aus  dem  Auftreten  von  Werthsystemen  (a?,  y,  e\  welche 
den  Gleichungen  (8)  genügen  und  eine  stetige  Mannigfaltigkeit 
der  ersten  oder  zweiten  Ordnung  bilden,  würde,  wie  vorhin,  das 
gleichzeitige  Verschwinden  der  Differentiale  dF^  dG,  dH  und 
daher  auch  das  Verschwinden  der  Functionaldeterminante  zu 
schliessen  sein;  daher  bleibt  nur  der  zweite  Theil  der  Behaup- 
tung zu  begründen.  Wir  betrachten  zu  diesem  Zweck  die  nach 
der  Voraussetzung  einfach  zusammenhängende  zweifache  Mannig- 
faltigkeit 2^=  c,,  welche  durch  die  vermöge  der  Gleichung 
6r  s=  c,  dargestellte  einfache  Mannigfaltigkeit  in  die  getrennten 
Stücke  G>c^  und  G<:c^,  desgleichen  durch  die  vermöge  der 
Gleichung  H=  c,  dargestellte  einfache  Mannigfaltigkeit  in  die 
getrennten  Stücke  H>c^  und  H<c^  zerfällt  Wofern  den 
Gleichungen  (8)  ausser  einem  Werthsystem  (x(0),  y(0),  g(0)) 
noch  eines  oder  mehrere  andere  getrennte  genügen,  so  kann 
man  mit  Hülfe  eines  zweiten  dieser  Werthsysteme  {x{l\  y  (1),  js{l)) 
einen  Theil  T  der  zweifachen  Mannigfaltigkeit  F=^c^  bestim- 
men, dessen  Begrenzung  aus  zwei  einfachen  Mannigfaltigkeiten 
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besteht,  deren  erste,  die  Gleichung  G=:  c^  erfüllend,  von  dem 
Werthsysteme  (x  (0) ,  y  (0) ,  js  (0))  bis  zu  dem  Werthsystem 
(a:(I),  y(l),  js{l))  vorwärts,  und  deren  zweite,  die  Gleichang 
H=c,  befriedigend,  von  (a;(l),y(l),^(l))  nach  (a;(0),y(0),  z{0)) 
zurück  schreitet  Nunmehr  wird  eine  Umformung  eines  dop]>elten 
Integrals  in  ein  einfaches  Integral  benutzt,  welche  in  (23*)  des 
§  99  ausgedrückt  ist.  Man  ersetzt  die  dortigen  Functionen 
P,  Q,  R  durch  die  Ausdrücke 

(9)  P=||fl,«  =  |fl/,ü  =  f>, 

SO  dass  sich  die  drei  vorkommenden  Differenzen  von  partiellen 
Differentialquotienten,  wie  folgt,  umwandeln 

dQ       dB        BG   eil       ÖG   ÖH 


(10) 


de        dy         dy     öz         dz  By 

BB  _  dP  ^  8G^  BH^  _  BG  BH 

Bx         Bz        Bz     Bx         Bx  Bz 

BP       BQ  __  BG    BH       BG  BH 


By        Bx        Bx    By        By    Bx 

und  integrirt  über  die  in  F=Ci  enthaltene  zweifache  Mannig- 
faltigkeit T.  In  Folge  dessen  richten  sich  die  dort  gebrauchten 
Einheiten  i?,,  ry^,  fj^  rcspective  wieder  nach  den  Vorzeichen  der 

Grössen  ^  -  i  -z — >  -;: — >  und   es   entsteht  aus  dem  erwähnten 

ox       dy       dz 

doppelten  Integral  das  folgende 

(11)  ffB,  r^,  dy  dz  +  //b,  /;,  dz  dx  ^'  fjB,  /;,  dx  dy. 

Vermittelst  der  Ausdrücke  JB,,  B^^  B^  nimmt  die  Functional- 
determinante  S  die  Gestalt  an 

(12)  bJ/'  +B,f  +B,^- 

^    ^  Bx  *  By  ^    Bz 

Weil  es  nun  nach  §  99  erlaubt  ist,  bei  der  Ausführung  einer 
über  die  Mannigfaltigkeit  T  auszudehnenden  Integration  jedes 
der  drei  Elemente 

rji  dy  dz     rj^  dz  dy     ri^  dx  dy 


^ —  > 


BF  BF  BF^ 

Bx  By  Bz 

durch   ein   beliebiges  derselben  zu  ersetzen,  so  darf  man  statt 
(11)  den  Ausdruck 
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(13)  /  /   —dF 


// 


dx 

substituiren.    Hier  ist  der  Werth  der  Functionaldetenninante  2) 

nach    der  Voraussetzung   überall   positiv   und  grösser  als  eine 

gegebene  Constante,  das  Vorzeichen  von  rj^  gleich  demjenigen  des 

BF 
Nenners  -    ->  das  Element  dyd£^  immer  positiv,  so  dass  das 

Integral  (13)  nothwendig  einen  über  einer  festen  Grösse  liegen- 
den Werth  haben  muss.  Durch  die  Bestimmungen  (9)  wird 
dagegen  das  Integral  (23)  des  §  99  zu  dem  Integral 

welches  in  dem  durch  die  Vorzeichen  q,  (t,  t  angegebenen  Sinne 
über  die  Begrenzung  von  T  zu  erstrecken  ist.  Auch  hier  ergiebt 
sich,  dass  die  Theile  des  Integrals,  welche  den  vorhin  bezeich- 
neten zwei  Theilen  der  Begrenzung  entsprechen,  für  sich  ver- 
schwinden, wie  immer  jeder  einzelne  Theil  durchlaufen  werde. 
Der  unter  dem  Integralzeichen  mit  H  multiplicirte  Ausdruck 
des  vollständigen  Dififerentials  von  G 

ist  in  dem  in  der  einfachen  Mannigfaltigkeit  F=c^,  G  =  c^  ent- 
haltenen Theile  der  Begrenzung  überall  gleich  Null,  und  zer- 
stört dadurch  den  zugehörigen  Theil  des  Integrals.  Für  den 
zweiten  Theil  der  Begrenzung,  welcher  zu  der  einfachen  Man- 
nigfaltigkeit F=c^j  H=c^  gehört,  wird  der  Factor  H  gleich 
der  eben  genannten  Constante ;  ferner  liefert  die  Integration  des 
vollständigen  Dififerentials  von  6r,  je  nachdem  das  Werthsystem 
X,  y,  js  von  a;(0),  y(0),  js{0)  nach  x{l),  y(l),  js{1)  oder  umgekehrt 
fortrückt,  den  positiv  oder  negativ  genommenen  Unterschied  der 
Functionswerthe  G  {x{l),  y^l),  z{l))  -  G  (a;(0),  y(0),  jg{0)),  der 
nach  der  Voraussetzung  gleich  Null  ist.  Es  verschwindet  des- 
halb der  ganze  Werth  von  (14).  Demnach  schliesst  die  Gleich- 
heit zwischen  den  Integralen  (13)  und  (14)  einen  Widerspruch 
in  sich,  und  die  zugehörige  Voraussetzung,  dass  die  Gleichungen 
(8)  durch  raehrerere  getrennte  Werthsysteme  x,  y,  e  befriedigt 
werden,  zeigt  sich,  wie  zu  erweisen  war,  als  unstatthaft.    Also 

LIpscblta,  A&alyilt  IL  39 
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kennen  wir  jetzt  allgemeine  Bedingungen,  unter  denen  bei  dem 
System  (1)  zu  gegebenen  Werthen  ^i  =  c,  und  ^a  =  c,  nur  ein 
einziges  System  x,  y,  bei  dem  System  (6)  zu  gegebenen  Werthen 
tj=c^,  t^  =  c^y  ^8  =  ^a  ß^r  ^^^  einziges  System  x^y^e  gehören 
kann.  Unter  diesen  Bedingungen  hat  das  Problem  der  Umkeh- 
rung eines  Systems  von  Functionen,  wofern  es  lösbar  ist,  eine 
eindeutig  bestimmte  Lösung. 

f  103.    Beduotion  der  ümkehmng  auf  die  Integration  ^on 
gewöhnliolien  Differentialgleiolinngen. 

Unter  den  im  vorigen  §  entwickelten  Voraussetzungen 
lässt  sich  die  Umkehrungsaufgabe  folgendermassen  ausdrücken. 
Auf  Grund  der  dortigen  Gleichungen  (1)  möge  zu  einem  gegebenen 
System  von  Werthen  der  Variabein  a;=a:(0),  y=y(0)  das  System 
von  Werthen  ^t  =  ^iW)  ^a==^«(0)  gehören,  dann  werden  die 
Werthe  ^i=^,  (1),  ^a  =  ^j(l)  verlangt,  welche  dem  System  von 
Werthen  j:=a?(l),  y=y{\)  entsprechen.  Während  also  die 
Gleichungen 

(1)  ^(0)  =  J'(a;(0),y(0)),    <.(0)  =  G(a;(0),  y(0)) 
gegeben  sind,  sucht  man  die  Auflösung  der  Gleichungen 

(2)  <.(l)  =  i^(x(l),y(l)),    t,{\)r=G(x{\\y{\)). 

Diese  Aufgabe  ersetzen  wir  durch  zwei  nach  einander  zu  be- 
friedigende Forderungen.  Zuerst  soll  diejenige  Mannigfaltigkeit 
der  ersten  Ordnung  der  Variabein  x^  y  bestimmt  werden,  welche, 
von  dem  Werthsystem  x{0\  y(0)  ausgehend,  den  Gleichungen 

(3)  t,{0)  =  F{x,y\    t,  =  G{x,y) 

genügt,   und   bei   der  /,  die  Werthe  von  t^[())  bis  ^,(1)  stetig 

durchläuft.    Wegen  des  constanten  Werthes  ^^(O)  muss  hier  das 

vollständige  DiflFerential  dF{x^y)  gleich  Null  sein,  so  dass  aus 

(3)  die  Gleichungen 

öF  .    ^  dF  .        ^ 
-^     dx^    ^     dy  =  0 

dx  dy      ^ 

da  ,       dG 

^-dx  +  -^— 
dx  dy 

folgen.    Nach   denselben   hängen  x  und  y  von  der  Variable  t^ 

dx         d  v 
ab,  und  es  entstehen  fUr  die  DiflFerentialquotienten  >  — ,      i 

indem 


(4) 


I  ri  ~"  ^^  "^  "li~  dy  =  dt^ 
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(5) 


dx 


da 


dF  da 


dy     dx 


=  S) 


(2) 


gesetzt  wird,  die  Ausdrücke 


(6) 


r 

dF 

dx 
dL 

* 

=r- 

dy 

55W 

dF 

dy 

dx 

dt 


®' 


iV 


Diese  sind  eindeutig  bestimmt,  weil  die  Fanctionaldeterminante 
S)^^^  vermöge  der  geltenden  Voraussetzung  für  die  betreffende 
Mannigfaltigkeit  der  Variabeln  x,  y  nicht  verschwinden  darf.  IEm 
bilden  daher  die  Gleichungen  (6)  ein  System  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen,  das  nach  §  84  unter  den  dort  mitge- 
theilten  Bedingungen  so  integrirt  werden  kann,  dass  für  den 
Werth  der  unabhängigen  Variable  <,==/,(0)  die  Variabein  x 
und  y  die  vorgeschriebenen  Werthe  x^=x{Q\  y  =  y(0)  annehmen. 
Nach  §  87  werden  hierdurch  x  und  y  für  die  auf  einander  fol- 
genden Werthe  von  t^  eindeutig  bestimmt,  wobei  zu  ^,  =  ^8(1) 
die  Werthe 

(7)  ^=^,0),   y=y.(i) 

gehören  mögen.  Jetzt  fragt  man  zweitens  nach  derjenigen  Man- 
nigfaltigkeit der  ersten  Ordnung,  die  von  dem  Werthsystem  (7) 
ausgehend,  die  Gleichungen 
(8)  t,=F{x,y\    U{\)  =  G{x,y) 

befriedigt,  und  bei  der  /,  die  Werthe  von  ^^(0)  bis  ^,(1)  durch- 
läuft.   Wie  (4)  aus  (3)  folgen  aus  (8)  die  Gleichungen 

[dF  ^  _^  dF  .  ,, 
\  r~dx  4-  ^  dy  =  dt, 
)  dx  dtf     ^  ' 


(9) 


( 


-.  -dx  + 

dx 


y 

dy 


dy  =  0, 


die  zu  dem  System  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 

dG 


(10) 


dx 

dt, 

dy 

dG 

dy 

dt. 

dx 
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ftlhren.  Dasselbe  ist  in  der  Weise  zu  integriren,  dass  dem 
Werthe  ^^=^^(0)  die  Werthe  (7)  von  x  und  y  correspondiren; 
hierdurch  werden  x  und  y  als  eindeutige  Functionen  von  t^ 
bestimmt  und  erhalten  für  ^,  =  ^,(1)  die  gesuchten,  den  Glei- 
chungen (2)  genügenden  Werthe 

(11)  x  =  x{\\    y  =  y{\\ 

Bei  dem  eingeschlagenen  Verfahren  wurde  zuerst  in  (3)  der 
Variable  t^  der  constante  Werth  ^,(0),  hierauf  in  (9)  der  Va- 
riable /,  der  constante  Werth  ^,(1)  vorgeschrieben.  Ebensowohl 
könnte  man  umgekehrt  zu  Anfang  den  Werth  ^,(0)  von  t^  und 
dann  den  Werth  ^^(1)  von  t^  verlangen,  und  würde  das  ge- 
wünschte Ziel  durch  die  Aufsuchung  von  zwei  anderen  Mannig- 
faltigkeiten der  ersten  Ordnung  erreichen.  Weil  aber  nach  den 
Ausführungen  des  vorigen  §  zu  dem  Werthsystem  ^i  =  <,(l), 
^,=^,(1)  nur  ein  einziges  Werthsystem  x^y  gehören  kann,  so 
müssen  die  auf  den  verschiedenen  Wegen  gefundenen  Bestim- 
mungen zusammenfallen. 

Eine  entsprechende  Behandlung  erlaubt  die  zu  dem  System 
(6)  des  vorigen  §  gehörende  Aufgabe,  unter  Annahme  der  Glei- 
chungen 

(12)  t,  (0)  =  F(x{0\  y(0),  £r(0)),    ^(0)  =  G{x{0\  y(0),  ^(0)), 

t,=H(x{%y{0\m) 
die  Gleichungen 

(13)  t,{\)^F(x{\\y{\\z{\)),    t,{l)  =  G(x{\\y{\\B{\)), 

U{\)=H(x{\\y{\\s!{\)) 
aufzulösen.     Man   bestimmt   nach   einander  drei  Mannigfaltig- 
keiten der  ersten  Ordnung,  von  denen  die  erste  den  Gleichungen 

(14)  t,{Q)  =  F{x,y,z\    t,{0)=^Cr{x,y,z\    t,  =  H{x,y,z) 
von  ^,  =  ^,(0)  bis  ^,  =  ^3(1),  die  zweite  den  Gleichungen 

(15)  t,{())  =  F{x,y,e\    t,=  G{x,y,z\    t,(0)=  H{x,y,s;) 
von  t^=t^{0)  bis  t,j,  =  t^(\\  die  dritte  den  Gleichungen 

(16)  t,  =  F{x,y,z\    t,{\)  =  G{x,y,z),    t,{\)  =  H{x,y,  0) 
von  ^,=^  (0)  bis  t^=t^  (1)  genügt.  Aus  (14)  folgen  die  Gleichungen 


(dF    ,    ^  ÖF  .    ^dF  .         . 

^-  dx  +  -^-  dy  +  -.  -  dz  =  0 
ox  dy     ^         dz 


(17)       l 


SG    .     _^  da  ^     ,    dG    .         ^ 
-^-dx  +-^    dy  -^  -~  -dz  =  0 

da  dy     ^         dz 

^-  dx  +  ^     dy  +    .  dz  =  dt^, 
y  da  dy     ^        dz  ^^ 
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deren  AuflOsuDg,  sobald  ftlr  die  Functionaldeterminante 

dtl   da    dB 
"^  dx     dy     dz 
das  Zeichen  3)^'^  gebraucht  wird,  das  System  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen 

/  dF    dG        dF    äG 


(18) 


dx 

Sy 

de        de 

äy 

rf's 

S)(») 

dF 

dG        dF 

dG 

dy 

de 

dx         dx 

de 

de 

dF 

dx 

da      dF 

dy        dy 

dG 

dx 

Kdt 


n(3) 


'3  S)* 

hervorbringt.    Ebenso  entsteht  ans  (15)  das  System  von  Diffe- 
rentialgleichungen 

dH   dF       dH  dF 


dx        dy     dz         dz     dy 
dt~                S)(«) 

du   dF        dH   dF 

(19) 

'  dy        dz     dx         dx     dz 
dt,  ~                  5)W 

dH   dF        dH    dF 

dz         dx     dy         dy     dx 

.  dt,  -              sjC) 

ans  (16)  das  Syi 

»tem  von  Differentialgleichungen 
/            dG    dH  _  dG   dH 

dx         dy      dz         dz     dy 
dt,  ~                S)(«) 

dG    dH       dG    du 

(20) 

dy        dz     dx         dx    dz 

dt,  ~                      S)C8) 

dG    dH        dG    du 

dz 5a?    dy         dy     dx 

Kdt. 


s(3) 


Wegen  des  unveränderlichen  Vorzeichens  der  Functionaldeter- 
minante S)^^^  sind  die  Ausdrücke  rechts  in  den  drei  Systemen 
eindeutig  bestimmt.    Bei  dem  System  (18)  gelten   ftlr  ^=^,(0) 
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die  Gleichungen  a:  =  a:  (0) ,  y  =  y(0) ,  £  =  ^  (0) ,  und  werden 
für  ^  =  ^,(1)  die  Werthe  x  =  x^{l\  y  =  1/3(1),  -er=jer,(l)  be- 
stimmt; bei  dem  System  (19)  bilden  die  letztern  das  zu 
^,  =  ^,(0)  gehörende  Anfangssystem,  und  werden  für  ^,=^,(1) 
die  Werthe  x=x^{l),  j/=y,(l),  £;=jc^^{l)  gefunden;  bei  dem 
System  (20)  machen  diese  das  mit  ^,  =  ^,(0)  correspondirende 
Anfangssystem  aus,  während  die  zu  ^,  =  ^,(1)  gehörenden  Werthe 
die  gesuchten  x=x{l)y  y=y(l),  £r=^(l)  sind.  Auch  hier  gilt 
wieder  die  Bemerkung,  dass  für  eine  andere  Reihenfolge  der 
Combinationen  von  je  zwei  Functionen,  die  nach  einander  con- 
stant  gesetzt  \^erden,  eine  andere  Reihenfolge  von  Integra- 
tionen auszufuhren  ist,  dass  aber  aus  den  im  vorigen  §  erör- 
terten Gründen  das  System  von  Werthen  x(l),  y(l),  £f(l)  nur 
ein  einziges  sein  kann  und  daher  nur  eine  einzige  Bestimmung 
zulässt.  Hiermit  ist  die  eindeutige  Umkehrung  eines  Systems 
von  zwei  und  von  drei  Functionen  vermittelst  der  Integration 
von  Systemen  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  vollendet. 

f  104.  Verwandlung  der  Coordinaten.  Beziehung  zwisohen 
zwei  Ebenen,  nnd  zwleohen  zwei  B&omen.  Allgemeine  Um- 
formung dei  Anedraclui  fftr  das  Quadrat  einei  Iiinienelements. 

Die  Kenntniss  der  Bedingungen,  unter  denen  ein  System 
zweier  Functionen  von  zwei  Variabein,  und  dreier  Functionen 
von  drei  Variabein  eindeutig  umkehrbar  ist,  gehört  dazu,  um 
bei  der  Ortsbestimmung  eines  Punktes  das  Uebergehen  von 
rechtwinkligen  zu  beliebigen  Coordinaten  vollständig  zu  begrün- 
den; dieser  Process  wurde  in  §  92  für  die  Ebene,  in  §  95  für 
den  Raum  auseinandergesetzt.  Denken  wir  uns  unter  x,  y 
rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene,  unter 
Xy  y,  e  ebensolche  Coordinaten  im  Räume,  so  werden  durch  die 
eindeutige  Umkehrung  der  Gleichungen 

(1)  t,=^F{x,y\    t,  =  G{x,y) 

die  Variabein  x  und  y  als  eindeutige  Functionen  der  neuen 
Variabein  oder  Coordinaten  t^  und  ^„  durch  die  eindeutige  Um- 
kehrung  der  Gleichungen 

(2)  t^  =  F{x,y,e\    t^^G{x,y,e\    t,  =  H(x,y,js) 
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die  Variabein  x,  y^  e  als  eindeutige  Functionen  der  neuen  Va- 
riabein oder  Coordinaten  t^,  t^,  t^  bestimmt.  Es  treten  daher 
im  ersten  Falle  t^  und  t^  an  die  Stelle  der  Grössen,  welche  in 
§  92  mit  ^  und  rj^  im  zweiten  Falle  t^,  t^,  t^^  an  die  Stelle  von 
denjenigen,  welche  in  §  95  mit  ^,  r;,  c  bezeichnet  sind;  die  ein- 
deutige Umkehrbarkeit  der  in  Bede  stehenden  Systeme  von 
Gleichungen  bedeutet  aber  nichts  anderes,  als  dass  einem 
System  von  Werthen  <j,  ^^  ein  einziger  Punkt  der  Ebene,  einem 
System  von  Werthen  ^,,  t^,  t^  ein  einziger  Punkt  des  Raumes 
entspricht,  was  für  den  Gebrauch  des  betreffenden  Coordinaten- 
systems  unerlässlich  ist. 

An  dieser  Stelle  möge  ^uch  eine  andere  geometrische  Be- 
trachtungsweise erwähnt  werden,  die  ihren  Ausdruck  in  den 
Systemen  (1)  und  (2)  findet.  Wenn  man  sich  zwei  verschiedene 
Ebenen  vorstellt  und  annimmt,  dass  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten eines  Punktes  der  einen  Ebene  mit  x,  y^  die  recht- 
winkligen Coordinaten  eines  Punktes  der  anderen  Ebene  mit 
^,,  t^  benannt  werden,  so  kann  durch  die  Gleichungen  (1)  für 
einen  beliebigen  Punkt  (a:,  y)  der  ersten  Ebene  ein  zugeord- 
neter Punkt  (/,,  t^  der  zweiten  bestimmt  werden;  dann  giebt 
die  eindeutige  Umkehrung  des  Systems  (1)  das  Gesetz  an, 
nach  welchem  zu  einem  beliebigen  Punkte  {t^^  /,)  der  zweiten 
Ebene  der  Punkt  (x^  y)  der  ersten  eindeutig  zugeordnet 
ist.  In  gleicher  Weise  darf  man  zwei  Räume  betrachten, 
einen  beliebigen  Punkt  des  ersten  durch  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  x,  y,  z^  einen  beliebigen  Punkt  des  zweiten  durch 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  ^,,  ^,,  t^  bezeichnen,  und  einem 
beliebigen  Punkte  {x,  y,  e)  des  ersten  Raumes  einen  bestimmten 
Punkt  (<i,  ^„  t^)  des  zweiten  durch  die  Gleichungen  (2)  zu- 
ordnen. Alsdann  wird  durch  die  eindeutige  Umkehrung  des 
Systems  (2)  festgestellt,  dass  zu  einem  beliebigen  Punkte  (/,,  ^„  t^ 
des  zweiten  Raumes  der  eindeutig  bestimmte  Punkt  (j,  y,  e)  des 
ersten  Raumes  gehört.  Ein  grosser  Vorzug  des  Processes,  durch 
welchen  eine  Ebene  auf  eine  zweite,  und  ein  Raum  auf  einen 
zweiten  Raum  bezogen  wird,  liegt  darin,  dass  die  Mannigfal- 
tigkeit der  ursprtinglichen  und  die  Mannigfaltigkeit  der  neuen 
Variabein  durch  ein  gleichberechtigtes  räumliches  Gebilde  vor- 
gestellt wird,  und  dass  daher  die  Begrenzung  von  beiden  Man- 
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nigfaltigkeiten  zur  Anschaanng  kommt.  Wie  folgenreich  dieses 
Verfahren  sei,  wird  der  zweite  Abschnitt  zeigen. 

In  §  62  ist  bei  der  Messung  der  Länge  einer  Linie  her- 
vorgehoben, dass  das  Element  einer  Linie  im  Räume  durch 
die  Quadratwurzel  aus  der  Quadratsumme  der  Differentiale  der 
rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  der  Linie  dargestellt 
wird.  Hiemach  hat  das  Quadrat  des  Elements  einer  Linie  im 
Räume  zu  seinem  Ausdruck  die  Quadratsumme  der  Differentiale 
der  drei  Coordinaten  x^y^e 

(3)  dx^-{-dy^  +  de\ 

Sobald  die  Linie  in  derselben  Ebene  liegt,  und  fUr  diese  die 
a;y  Ebene  gewählt  wird,  so  vereinfacht  sich  das  Quadrat  des 
Elements  durch  Verschwinden  des  Differentials  d-er,  und  wird 
gleich  der  Quadratsumme  der  Differentiale  der  zwei  Coor- 
dinaten 

(4)  dx*  '\-dy\ 

Indem  nun  bei  (4)  die  Variabein  x  und  y  als  Functionen  der 
beliebigen  Coordinaten  t^  und  t^,  bei  (3)  die  Variabein  x^yjS 
als  Functionen  der  beliebigen  Coordinaten  ^,,^„^s  aufgefasst 
werden,  lässt  sich  die  Aufgabe  bilden,  das  Quadrat  des  Linien- 
elements in  der  Ebene  (4)  durch  die  beliebigen  Coordinaten  t^ 
und  t^,  das  Quadrat  des  Linienelements  im  Räume  (5)  durch 
die  beliebigen  Coordinaten  t^,  ^,,  t^  auszudrücken.  In  der  zweiten 
Aufgabe  ist  die  erstere  als  specieller  Fall  enthalten.  Die  zweite 
besitzt  die  ausgezeichnete  Eigenschaft,  dass  sich  in  ihrer  Lö- 
sung alle  geometrischen  Begriffe  vereinigen,  die  im  Laufe  der 
gegenwärtigen  Darstellung  zur  Sprache  gebracht  sind. 

Aus  der  gegebenen  Abhängigkeit  der  Variabein  x,y,e  von 
^x>^j»^8  folgen  die  Ausdrücke  der  vollständigen  Differentiale 

(5)  ds  =  l^^dt,^'^^ät,^^^ät. 
Vermöge  der  Bezeichnungen 
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dx  dx      Sy  dy       de  de_ 

dt,  eij    dt^sT^    dt]  dr^~'^'^~  "" 


(6) 


dx  dx      dy  dy    ,   de  dz 
4- 


=  "l3  =  081 


3*,  d<3      dt^dt^      St^dtg 

(ff;^(ff;-(ffj'=- 

da?  ^  ^y  öy^      ^  5^ 


'83 


m  <i)' ^(^j -- 

verwandelt  sich  dann  die  Qaadratsnmme  (3)  in  die  wesentlich 
positive  homogene  Function  des  zweiten  Grades  oder  quadra- 
tische Form  der  drei  Differentiale  dt^,  dt^,  dt^ 

(7)  «11^^!+  «22^^»  +083^^3 

+  2 023  d ^2  dt^  +  2081  ^h  ^h  +  2ai2  ^h  ^hy 
deren  Coefficienten  durch  die  Gleichungen  (6)  als  Functionen 
der  Variabein  ^j,  t^,  t^  bestimmt  sind.  Demnach  wird  das  Quadrat 
des  Elefnents  eitler  Linie  im  Räume,  wofern  ein  beliebiger  Punkt 
durch  die  Coordinaten  t^,  t^,  t^  bezeichnet  ist,  mittelst  der  quadrati- 
schen Form  (7)  dargestellt.  Für  den  oben  erwähnten  besonderen 
Fall,  dass  das  Linienelement  in  derselben  und  zwar  der  xy  Ebene 
enthalten  ist,  treten  an  die  Stelle  von  (5)  die  Ausdrücke 

(5.) 


dx^=^-dt,-¥  ^j^dt. 


so  dass  nach  Einführung  der  Bezeichnungen 


(8) 


\m^(^)'="4t)'*m- 


'M 


da  dx       dy  dy  


^12 — ^21» 


dt^  dt^    dt^dt^ 

die  Quadratsumme  (4)  in  die  wesentlich  positive  quadratische 

Form  der  zwei  Differentiale  dt^,  dt^ 

(9) 

übergeht. 


e^^dt\  +  2e^^dt^dt^-¥e^dt\ 
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Bei  den  yorhandenen  Notationen  fallen  die  obigen    Glei- 
chungen (5a)  mit  (4)  des  §  92,  die  obigen  Gleichungen    (5)  mit 
(3)  des  §  95   zusammen,  und   es  knüpft  die  geometrische    Be- 
trachtung unmittelbar  an  die  genannten  §§  an.    Nach  (5«)  geht 
von  dem  Punkte  (x,y)   eine    erste   Linie  aus,   für    welche    t^ 
constant,   und   eine    zweite  Linie,   für   welche  t^  constant   ist; 
desgleichen  erstreckt  sich  vermöge  (5)  von  dem  Punkte   (o:,  y,  jer) 
eine   erste   Linie,   für   die  nur  /^,   eine   zweite  Linie,    für  die 
nur  t^j   eine  dritte  Linie,   für   die  nur  t^   geändert  wird,     die 
anderen   beiden  Variabein   aber  constant  bleiben.    Wenn    nun 
wieder  wie  in   §  92  und  §  95  zur  Bezeichnung   eines  Punktes 
durch  die  neuen  Variabein  eckige  Klammern  angewendet,  den 
neuen  Variabein  aber  beliebige  Differentiale  zugefügt  werden, 
so  darf  man  sagen,  dass  bei  (5a)  das  Quadrat  des  Absiandes  eines 
Punktes   [t^+dt^^t^+dt^   von   dem  Punkte   [t^jt^   durch    den 
Ausdruck  (9),  bei  (5)  das  Quadrat  des  Abstandes  eines  Punktes 
[t^+dt^yt^-h  dt^jt^  +  dt^]  von  dem  Punkte  [t^tt^jt^]  durch  den 
Ausdruck  (7)  gemessen  wird.    Mithin    folgen  aus    (5*)    für    die 
relativen  rechtwinkligen   Coordinalen  des  Punktes  [^i  -^  dl^yf^] 
in  Bezug  auf  [t^yt^]  die  Werthe 

dx  =  ^dt^,   dy  =  ^^  dt^j 

für  die  relativen  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  [f 4,^,  +^^»] 
in  Bezug  auf  [t^J  i^j] 

dx=  -  -  dt^,   dy  =  ^—  dt^. 

Man  findet  deshalb  für  das  Quadrat  des  Abstandes  zwischen 
den  Punkten  [t^-^dt^^t^  und  [^,,^2]  ^^^  Werth  e^^dt\,  für  das 
Quadrat  des  Abstandes  zwischen  den  Punkten  [^„  t^  +  d^J  und 
[^p/J  den  Werth  e^^dt\.  Wenn  ferner  dt^  und  dt^  positiv  sind, 
so  erhält  der  Cosinus  des  Winkels  lo  zwischen  der  von  [t^,  ^J 
nach  [t^  +  d^j,  t^  gezogenen  ersten  und  der  von  [^^  t^  nach 
[^1,  t^  +  dy  gezogenen  zweiten  Linie  die  Bestimmung 

(10)  V^  ie^  cos  V)  =  ejg. 

In  gleicher  Weise  liefern  die  Gleichungen  (9)  für  die  relativen 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  [^,  +  d^„  t^^  ^,]  in  Be- 
zug auf  [^j,  ^„  ^a]  die  Werthe 
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dx=lf^dt„   dy=^^-dt,,  dz=^lldt,, 

aus  denen  die  relativen  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punk- 
tes Pi,  ^a  +  d^t»  ^s]  und  des  Punktes  [t^,  t^,t^  +dt^]  in  Bezug 
auf  [^,,  t^,  ^a]  durch  Einsetzung  der  Zeiger  2  und  3  hervor- 
gehen. Demnach  bekommt  das  Quadrat  des  Abstandes  zwischen 
den  Punkten  [^+d^,,  t^,t^]  und  [t^,  ^„  ^,],  [^,^,+d^,  ^]  und 
Pi»  ^8)  h\f  [^j»  ^8>  ^a  +  ^^»]  iiDd  [^,  /„  /,]  beziehungsweise  den 
Werth  a,,d^J,  a^^^dtl,  a^dtl,  und  es  bestimmen  sich  bei  positi- 
ven Werthen  d^„  dt^,  dt^  die  Cosinus  der  Winkel  w^g,  w^j,  cnj^, 
welche  von  je  zwei  gleichnamigen  unter  den  drei  von  dem 
Punkte  K,^,^]  nach  [t,+dt^,t^,Q,  [t.yt^  +  dt^J^],  [^,^,/»4-d^,] 
gezogenen  Linien  gebildet  werden,  vermöge  der  Gleichung  (4) 
in  I,  §  86  folgendermassen 

(11)  1^22  l^«83C08Wjj3=a^,  ]/ä^  ]/ä7,cosw3,  =  a3^,  j/ö^,  }^a^^QOS'o^^=a^^. 
Auf  diese  Weise  leuchtet  ein,  dass  die  Darstellung  des  Quadra- 
tes des  Abstandes  eines  Punktes  [t^+dt^,  t^  +  dt^]  von  dem  Punkte 
[t^j  t^]  durch  die  quadratische  Form  (9)  mit  der  in  I,  §  80  ent- 
wickelten geometrischen  Interpretation  einer  quadratischen  Form 
von  zwei  Variabein,  und  die  Darstellung  des  Quadrates  des  Ab- 
standes eines  Punktes  [t^  +  dt^,  t^  +  dt^,  ^a+dl^s]  ^^^  ^^^  Punkte 
[^17  Uy  K]  durch  die  quadratische  Form  (7)  mit  der  in  I,  §  85 
mitgetheilten  Interpretation  einer  quadratischen  Form  von  drei 
Variabein  übereinstimmt,  wobei  an  die  Stelle  der  Variabein  der 
Form  respective  die  DiflFerentiale  d^„  dt^  und  dt^,  dt^,  dt^  treten. 
Es  finden  daher  alle  in  den  erwähnten  §§  angestellten  Betrach- 
tungen in  dem  höheren  Gebiete,  zu  dem  wir  jetzt  gelangt  sind, 
ihre  Anwendung.  Nach  (4)  in  I,  §  80  wird  der  Flächeninhalt 
des  Parallelogramms,  dessen  Ecken  die  Punkte 

sind,  vermittelst  der  nothwendig  positiven  Determinante  der 
Form  (9)  so  ausgedrückt 

(12)  dt,dtj^,e~^, 

wo  die  Quadratwurzelgrösse  wie  auch  im  Folgenden  positiv  zu 
verstehen  ist.  Bezeichnet  man  femer  bei  der  Form  (7)  die  ad- 
jungirten  Elemente  und  die  Determinante,  wie  in  I,  §  85, 
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f    ^15  =  022^8        ^28»    -^8^^^12^18        ^H  ^23»  '  *  ' 

f    D  =0,1^23^38— «11  ^23  ""«22  ^81— «38  ^12 +  20^  a^^a^a, 

80  folgt  ans  I,  §  85,  dass  für  das  Parallelepipedon,  dessen  eine 
Ecke  der  Punkt  [t^^  t^,  t^\  bildet,  und  dessen  von  hier  ausgehende 
drei  Kanten  nach  den  drei  Punkten 

[tr+dt,J,J,l   [t,,t,+  dt,,t,l   [irJ,,t,  +  dt,] 

gerichtet  sind,  der  Rauminhalt  gleich  der  Verbindung 

(U)  dt.dt^dt.fi) 

ist.  Ausserdem  ist  der  Inhalt  der  parallelogrammatischen  Seiten- 
fläche, die  von  der  zweiten  und  dritten,  dritten  und  ersten, 
ersten  und  zweiten  Linie  begrenzt  wird,  gleich  der  entspre- 
chenden unter  den  Verbindungen 

(15)  dt,  dt,  |/2~ ,  dt,  dt,  |/Z^,  dt,  d  t, }fÄ;,. 

Ehe  diese  Resultate  benutzt  werden,  ist  noch  eine  Bemer- 
kung über  den  Ursprung  der  Formen  (7)  und  (9)  zu  machen. 
Bei  der  Einführung  von  beliebigen  Coordinaten  statt  der  recht- 
winkligen wurde  in  §  92  flir  die  Ebene  vorausgesetzt,  dass  die 
dortige  Determinante  (6),  und  in  §  95  für  den  Raum,  dass 
die  betreffende  Determinante  (4)  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth  habe.  In  den  gegenwärtigen  Bezeichnungen  heisst  das, 
dass  die  Determinante 

Sx^Sy__  d^  Sy  _  <2) 

^^^^  dt,  dt,    dt,dt\^' 

der  Ausdrücke  (5»),  und  die  Determinante 

der  Ausdrücke  (5)  nicht  verschwinden  dürfen.  Das  Gelten  dieser 
Voraussetzungen  ist  aber  bei  unserer  jetzigen  Betrachtung  eine 
Gonsequenz  der  Bedingungen,  unter  denen  durch  Umkehrang 
X  und  y  als  Functionen  von  t^  und  t^  für  die  Ebene,  Xy  y,  e  als 
Functionen  von  t^^  ^„  t^  für  den  Raum  bestimmt  sind.  Nach 
den  in  dem  vorigen  §  gebrauchten  Bezeichnungen  folgen  respective 
aus  den  Gleichungen 

dt.  =  —dx  +  ^   dy 
da  dy 

j.        dG  j     .   dG  j 


§  104.  Umformung  des  Ausdracks  für  das  Quadrat  eines  Linienelements.  621 


und 


da 


dy 


de 
dG 

dz 


de 


dt^  =-z-  dx  +  -r-dy  + 
■       da  dy     ^ 

^      dx  dy    ^      de 

darch  Auflösen  und  Vergleichen  mit  den  obigen  (5»)  und  (5)  für 
die  partiellen  Differentialquotienten  von  x  und  y  nach  ^,,  f„ 
und  von  x,  y,  e  nach  t^y  t^,  t^  diejenigen  Ausdrücke,  welche  in 
§  103  für  die  betreffenden  gewöhnlichen  Differentialquotienten 
gefunden  sind.  Dieselben  werden  hier  nur  soweit  wiederholt, 
als  für  die  Uebersicht  wünschenswerth  ist,  nämlich 

dG  _dG 

dx dy      dy dx 


(18) 


dt,     3)C^) 


s(») 


<SP^^ 


(19) 


dx 
'd\ 


1        »^ 
dF  dG      dFdG 
dy  dx 

dG    dH 

de 


dx  dy 
dG   dH 


dy    de 


dy 


dG   dH        dG   dH 

dy^ de    dx         dx    de 

dt,  -  <!){») 

dG  dH       dG   dH 

de 
dt. 


-  } 


dx    dy         dy     dx 

dF  dG    dB 


S)t«=^  + 


dx    dy     de 

Wenn  man  nun  aus  (18)  den  Werth  der  Determinante  i'^'^aus 

(19)  den  Werth  von  I^^^  ableitet,  so  tritt  bei  der  mit  den  Aus- 
drücken der  rechten  Seite  vorzunehmenden  Operation  für  den 
ersten  Fall  im  Kenner  das  Quadrat  von  3)^^^  im  Zähler  die 
Determinante  %^^^  selbst  auf,  und  es  entsteht  die  Gleichung 

(20)  '^'^-    ^ 


in»; 


(2) 


Für  den   zweiten  Fall   erscheint   im  Nenner   des   angedeuteten 


5y 

de 

da 

dy 

da 

de 

dB 

dH 

Sy 

de 
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Quotienten  die  dritte  Potenz  von  S)^^\  der  Zähler  wird  gleich 
der  aus  den  adjungirten  Elementen  des  Systems 

dF     dF     dF 

d  X 

dG 

Sx 

dH 

d  X 

gebildeten  Determinante,  also  nach  I,  §  77  gleich  dem  Quadrat 
von  ®^^\  mithin  ergiebt  sich  für  F^^^  die  Gleichung 

(21)  ^''  =  ^(»)- 

Also  können  F^^^  und  I^^^  deshalb  nicht  gleich  Null  werden, 

weil  den  Determinanten  ®^^^  und  2)^^^  nicht  gestattet  ist,  über 
jedes  Mass  hinaus  zu  wachsen,  oder,  was  dasselbe  ist,  unendlich 
grosse  Werthe  anzunehmen.  In  I,  §  78  wurde  nachgewiesen, 
dass  bei  der  Transformation  einer  quadratischen  Form  von  zwei 
Yariabeln,  und  in  I,  §  81,  dass  bei  der  Transformation  einer 
quadratischen  Form  von  beliebig  vielen  Variabein  durch  eine 
Substitution  ersten  Grades  die  Determinante  der  transformirten 
Form  gleich  dem  Product  aus  der  Determinante  der  ursprüng- 
lichen Form  und  dem  Quadrate  der  Substitutionsdeterminante 
ist.  Auch  folgt  leicht  aus  der  in  I,  §  84  gegebenen  Definition 
einer  wesentlich  positiven  Form  von  n  Variabein,  dass  eine 
solche  durch  jede  reelle  Substitution  ersten  Grades,  deren  Deter- 
minante von  Null  verschieden  ist,  wieder  in  eine  wesentlich 
positive  Form  von  n  Variabein  übergeht.  Nun  ist  die  Quadrat- 
summe (4)  eine  wesentlich  positive  quadratische  Form  der  zwei 
Differentiale  dXy  dy  mit  der  Determinante  Eins,  die  Qnadrat- 
summe  (3)  eine  wesentlich  positive  quadratische  Form  der  drei 
Differentiale  dx^  dy,  de,  ebenfalls  mit  der  Determinante  Eins. 
Daher  muss  die  Form  (9),  welche  aus  (4)  durch  die  reelle  Sub- 
stitution (5a)  von  der  nicht  verschwindenden  Determinante  I^^^ 
hervorgeht,  eine  wesentlich  positive  Form  der  zwei  Differentiale 
d^j,  d^j,  und  ebenso  die  Form  (7),  welche  aus  (3)  durch  die 
reelle  Substitution  (5)  von  der  nicht  verschwindenden  Deter- 
minante i^^^  entsteht,   eine  wesentlich   positive  Form  der  drei 
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Differentiale  dt^^  dt^^  dt^  sein,  wie  schon  oben  bemerkt  wurde. 
Zagleich  erhält  man  durch  den  erwähnten  Satz  fbr  die  zuge- 
hörigen Determinanten  die  Bestimmung 

(22)  e,,e^^e\,==I<'U<'^\ 

(23)  2)  =  /'^^^i'^^\ 

Offenbar  entspricht  das  Parallelogramm,  dessen  Flächen- 
inhalt in  (12)  angegeben  ist,  dem  in  §  92  bestimmten  Elementar- 
parallelogramm, das  Parallelepipedon,  dessen  Rauminhalt  in 
(14)  dargestellt  ist,  dem  in  §  95  gemessenen  Elementarparallelepi- 
pedon.  Es  werde  das  Vorzeichen  von  /'^^^  mit  6^^\  das  Vorzeichen 
von  r^^^  mit  6^^^  bezeichnet;  dann  eignen  sich  die  Gleichungen 
(22)  und  (23)  dazu,  die  zuletzt  erhaltenen  Ausdrücke  in  die 
früheren  zu  verwandeln.  Der  Ausdruck  (12)  geht  nämlich 
durch  (22)  in 

(24)  e^'^l^'^dt.dt,, 
der  Ausdruck  (14)  durch  (23)  in 

(25)  e^^^  r^^Ut,  dt^  dt^ 

über. 

Bei  der  Ortsbestimmung  durch  die  Coordinaten  ti^t^jt^ 
sind  die  unbegrenzten  geraden  Linien,  welche  von  einem  Punkte 
[^17  h)  h]  ^^8  successive  nach  den  drei  Punkten 

K+d^,^,a  [tut,+dt,,t,i  K,^,^,+^.] 

gezogen  werden,  beziehungsweise  die  Tangenten  an  diejenigen  Cur- 
ven,  deren  erste  durch  /j  =  con8t.,  ^3  =  const.,  deren  zweite  durch 
<,  =  const.,  ^i  =  const.,  deren  dritte  durch  fi  =  con8t.,  ^5=con8t., 
bestimmt  ist.  Demzufolge  wird  die  Ebene,  welche  durch  die 
zweite  und  dritte  Tangente  hindurchgeht,  zur  Tangentialebene 
der  Oberfläche  t^  =  const;  die  durch  die  dritte  und  erste 
Tangente  gelegte  Ebene  zur  Tangentialebene  der  Oberfläche 
t^  =  const;  die  durch  die  erste  und  zweite  Tangente  gelegte 
Ebene  zur  Tangentialebene  der  Oberfläche  ^,= const.  Es  fallen 
also  die  in  dem  Punkte  [tut^jt^]  zusammenstossenden  Seiten- 
flächen des  vorhin  betrachteten  Parallelepipedons  respective  in 
die  genannten  Tangentialebenen,  und  jede  parallelogrammatische 
Seitenfläche  bildet  ein  Element  der  zugehörigen  Tangentialebene. 
Weil  aber  nach  §  93  das  Element  der  Tangentialebene  als  Ver- 
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treter  des  Elements  der  zugehörigen  Oberfläche  gilt,  so  stellt 
von  den  obigen  Ausdrücken  (15)  der  erste  das  Oberflächenele- 
ment fllr  /,  =  const,  der  zweite  für  /,  =  const.,  der  dritte  fttr 
t^  =  const.  dar.    Vermöge  der  Gleichungen 

t,  =  F(x,  y,  5'),  t^=G  {x,  y,  e\  t^  =  U {x,  y,  e) 
folgen  ans  (3)  des  §  93  die  Ausdrücke 


(26) 


dy  de 

dx 
^  da  dx 


-w^a'-df) 


da 

^dxdy 


dH   ' 

Sz 

deren  Ueberfllhrung  in  die  so  eben  gefundenen  der  Kürze  halber 
nicht  mitgetheilt  wird.  Gegenwärtig  kam  es  nur  darauf  an, 
nachzuweisen,  dass  die  zur  Messung  der  Theile  von  Linien, 
von  Oberflächen  und  vom  Räume  erforderlichen  Begriffe  in  der 
quadratischen  Form  (7)  enthalten  sind. 

Wofern  man  die  Betrachtung  auf  eine  Linie  beschränkt, 
die  in  einer  der  drei  Oberflächen  t^  =  const,  ^,  =  const.,  t^  =const. 
liegt,  so  ergiebt  sich  das  Quadrat  des  Elements  der  betreffenden 
Linie,  indem  in  (7)  respective  dt^  =  0,  d^,=0,  d^,  =  0  gesetzt 
wird.    Hiernach  entstehen  die  Ausdrücke 

ia^dt]  +  2a^  dt^  dt^  +  a^^  dt\  , 
a^^dt\  -¥  2a^^dt^  dt^  +  a^  dt]  , 

deren  jeder  eine  wesentlich  positive  quadratische  Form  von  zwei 
Differentialen  ist.  Man  sieht  aus  (13),  dass  die  betreffenden 
Determinanten,  in  derselben  Reihenfolge  genommen,  gleich 
^11'  An^  ^  ^'^^'  ^^^  ^^^^  ^^^  Determinante  jeder  einzelnen 
Form  genügt,  um  nach  (15)  das  Element  der  betreffenden 
Oberfläche  aufzustellen.  Die  Bedeutung,  welche  das  Quadrat 
des  eu  einer  Oberfläche  gehörenden  Linienelements  für  die  Er- 
gründung  der  Eigenschaften  der  Oberfläche  besitzt,  ist  zuerst 
durch   die  in  §  65  angeführte  Gau^^'sche  Abhandlung  disguist- 
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tiones  genercäes  circa  superficies  curvas  klar  geworden.  Auch 
hat  sich  aus  dieser  Untersuchung  die  Erkenntniss  entwickelt, 
dass  die  Darstellung  von  dem  Quadrate  des  Linienelements  im 
Räume  durch  beliebige  Coordinaten  das  wesentliche  Mittel  bildet, 
um  allgemeine  geometrische  Untersuchungen  in  einer  von  der 
Wahl  des  Coordinatensystems  unabhängigen  Weise  zu  führen. 
Die  Bestimmung  des  Winkels  (Oy  den  die  Linien  t^  =  const. 
und  t^  =  const.  in  der  x  y  Ebene  mit  einander  machen,  durch 
die  Gleichung  (10)  lässt  schliessen,  dass  o)  dann  und  nur  dann 
gleich  einem  Rechten  ist,  wenn  e,,  verschwindet.  Solche  Coor- 
dinaten, bei  denen  dies  immer  der  Fall  ist  und  folglich  die 
Gleichung 

(28)  da;'  +  dy'  =  e^^  dt\  +  e^^  dt\ 

besteht,  liefern  daher,  constant  gesetzt,  Schaaren  von  Linien, 
welche  sich  immer  rechtwinklig  schneiden,  und  heissen  insofern 
orthogonale  Coordinaten.  Hierher  gehören  die  durch  die  Glei- 
chungen 

(29)  a;  =  rcos^,    y  =  rsin^ 
definirten  Polarcoordinaten  r,^;  bei  denselben  ist 

(30)  dx  =  cos  ^  dr  —  r  Bin  &d& 

dy  =  sin  v^  dr  +  r  cos  ^  d^, 

und  in  Folge  dessen 

(31)  dx^-¥dy''=dr''-^r''d^\ 

Ebenso  lehren  die  Gleichungen  (11),  vermittelst  deren  die  Winkel 
^"23J  '^^31'  ^'^12  gefunden  werden,  dass  jeder  von  diesen  dann  und 
nur  dann  gleich  einem  Rechten  ist,  wenn  jede  der  Grössen 
«23,  Ogp  ^12  g'öich  Null  wird.  Damit  dies  immer  der  Fall  sei, 
muss  bei  der  Transformation  der  Quadratsurame  da;"  +  dy'  4-  de^ 
durch  Substitution  der  Coordinaten  t^^  t^,  t^  allgemein  die 
Gleichung 


2     .      _       J.2 


3 


(32)  dx'  +  dy'  -f  d£=  a,i  dt]  +  a^^  dv^  -*-  a^  dt 

hervorgehen.  Hier  schneiden  sich  in  jedem  Punkte  [^j,  i^^,  /,] 
die  drei  zugehörigen  Oberflächen  ^j=  const.,  ^,=  const.,  ^3= const., 
in  drei  gegen  einander  senkrechten  Linien,  weshalb  ^,,  t^,  t^ 
gleichfalls  orthogonale  Coordinaten  genannt  werden.  Von  dieser 
Art  sind  die  in  §  95  durch  die  Gleichungen 

(33)  a;=r  cosö,    y  =  r  sinöcosy,    jr  =  r  siuv^sinqp 

Liptchits.  AuOTtis  IL  -_  40 
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bezeichneten  Coordinaten  r.  d,  ff.    FOr  dieselben  hat  man 
,34)  dx  =  eüs6dr         —rsinHäS 

dy=  %m6eo^qdr  +  reo%Beo%qdff  —  rmk(i%ukq  dq 
rf^  =  sin^sin^dr  +  reos^  %\nq dB  +  r  sin^  toi^qdq-^ 
nach  anggef&hrter  Rechnung  entsteht  daher  die  Transformation 
(35)         dx»  +  df*-^d£*=  dr*  +  r*  dß*  +  r«  sin*^  cfy* 
deren   Beschaffenheit  mit  der   aofgesteUten  Behauptung  fiber- 
einstimmt 

Bei  der  im  Eingange  des  §  erwähnten  Betrachtung,  wo 
zwei  Ebenen  oder  zwei  Bäume  auf  einander  bezogen  sind,  ge- 
hören im  ersten  Falle  zu  den  sieh  senkrecht  schneidenden 
geraden  Linien  <,  =  con8t,  f,  =  eonst.  der  zweiten  Ebene  zwei 
genau  bestimmte  Schaaren  von  Linien  der  ersten  Ebene,  und 
im  zweiten  Falle  zu  den  gegen  einander  senkrechten  Ebenen 
<,=con6t,  <,  =  const.,  /,=const  des  zweiten  Raumes  drei  genau 
bestimmte  Schaaren  von  Oberflächen  des  ersten.  Femer  be- 
deutet die  Form  (9)  das  Quadrat  des  Abstandes  der  zwei  Punkte 
der  ersten  Ebene,  die  den  Punkten  [t^,  t^]  und  [t^+  dt^y  /,+  dt^] 
der  zweiten  Ebene,  und  (7)  das  Quadrat  des  Abstandes  der  zwei 
Punkte  des  ersten  Raumes,  die  den  Punkten  [/,,  /„  /,]  und 
[ti+dt^,  t^+ dt^,  t^  + dt^]  entsprechen.  Unter  der  Voraus- 
setzung von  ^28)  sind  den  geraden  Linien  /,  =  const,  /,  =  const 
der  zweiten  Ebene  zwei  Schaaren  von  rechtwinklig  sich  schnei- 
denden Linien  in  der  ersten  Ebene,  unter  der  Voraussetzung  von 
(32)  den  zu  einander  senkrechten  Ebenen  ^^  =  const,  /,  =  const, 
t^  =  const  des  zweiten  Raumes  drei  Schaaren  von  rechtwinklig 
sich  schneidenden  Oberflächen  im  ersten  Räume  zugeordnet. 


Abschnitt  IL 

Differential-  und  Integralreehnung  ffir  eomplexe  Grossen. 

Gapitel  I. 

Differentiation  yon  Functionen  einer  complexen 

yariabeln  Grösse. 

i  105.  Differentiation  einer  algebraisohen  rationalen  Fnnotion 

einer  oomplexen  Variable. 

Mit  der  steigendeji  Werthschätznngy  welche  die  Ansdehnang 
der  algebraischen  Operationen  auf  coroplexe  Grössen  gefanden 
hat,  ist  eine  Reihe  von  grossen  Arbeiten  entstanden,  durch 
welche  die  Operationen  der  Infinitesimalrechnung  ebenfalls  auf 
das  Gebiet  der  complexen  Grössen  übertragen  sind;  hiermit 
wurde  eine  Theorie  der  Functionen  von  complexen  yariabeln 
Grössen  begründet  Bei  dem  jetzt  mitzutheilenden  Umri^s  wird 
das  Streben  vornehmlich  darauf  gerichtet  sein,  den  Zusammen- 
hang der  Theorie  mit  den  im  ersten  Abschnitt  entwickelten 
allgemeinen  Eigenschaften  der  Functionen  von  reellen  stetig 
veränderlichen  Grössen  hervor  zu  heben. 

Wir  betrachten  einen  Ausdruck,  der  aus  einer  beliebigen 
aber  beschränkten  Zahl  von  complexen  Elementen 

a  +  ib,  ttj  +  f &,,  ...x+iy 
rational  zusammengesetzt  ist ;  die  reellen  Bestandtheile  a,  6,  a , ,  6  ^ , . . 
werden  als  oonstant,  die  reellen  Bestandtheile  x,  y  als  veränder- 
lich  angesehen,  die  Verbindungen  a  +  t&,  a^  +  tfr^, . .  .  heissen 
nach  §33  constante  eomplexe  Qrässen^  die  Verbindung  x  +  iy 
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mrd  eine  variable  complexe  Grösse,  der  Ausdruck  selbst  eine 
algebraische  rationale  Function  der  complexen  Variable  x-^-iy  ge- 
nannt und  mit 

(1)  f('!  +  iy) 

notirt.  In  der  durch  Trennung  des  reellen  und  imaginären 
Theils  erhaltenen  Gleichung  • 

(2)  f{x+iy)  =  t-{'iu 

sind  dann  t  und  u  reelle  rationale  Functionen  der  beiden  Va- 
riabein X  und  y.  Es  wurde  in  dem  citirten  §  33  der  DiflFe- 
rentialquotient  eines  Ausdrucks  eingeführt,  dessen  reeller  und 
imaginärer  Theil  von  einer  veränderlichen  Grösse  abhängen.  Auf 
entsprechende  Weise  bildet  man  für  einen  complexen  Ausdruck, 
dessen  reeller  und  von  dem  Factor  i  befreiter  imaginärer 
Theil  reelle  Functionen  von  zwei  und  mehr  Variabein  sind,  das 
vollständige  Differential  des  reellen  und  des  von  t  befreiten 
imaginären  Theils,  und  definirt  das  vollständige  Differential  des 
gegebenen  complexen  Ausdrucks  cp  +  ix  durch  die  Gleichung 

(3)  d{q)  +  ix)  =  d(p  +  idx- 

Dann  entsteht  die  Aufgabe,  für  die  obige  Function  fix-hiy) 
das  vollständige  Differential 

(4)  df{x  +  iy)  =  dt'\-idu 
aufzusuchen. 

Da  t  und  u  Functionen  der  zwei  Variabein  x  und  y  sind, 
so  ist 

(5)  .  dt=lldx  +  lUy 

,  du  ,      ,   du  j 

du  =  ^-dx  +  ^-^dy, 
folglich 

(6)  d<  +  idM  =  (|^  +  t|^)dx+(|^  +  i|^)dy. 

Bedenkt  mau  aber,  dass  bei  der  partiellen  Differentiation  nach  x 
die  Variable  y,  bei  der  partiellen  Differentiation  nach  y  die 
Variable  x  nicht  geändert  wird,  so  leuchtet  ein,  dass  der  Aus- 

druck  t  +  iu  für  die  Bildung  von  z-  +i^  als  eine  rationale 

O  X  O  X 

Verbindung  von  constanten  Elementen  und  der  reellen  Variable  Xj 
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für  die  Bilduog  von  3-  +»3-  als  eine  rationale  Verbindung  von 

dy      dy 

Constanten   Elementen   und   der   reellen  Variable  y   aufgefasst 

werden    darf.      Es  lassen   sich   daher   beide   Operationen    mit 

Hülfe  der  in  §  33  mitgetheilten  Vorschrift  ausfuhren,   dass  der 

Bifferentialquotient  einer  jeden  algebraischen   aus   einer  redien 

Variable  und  complexen  constanten  Grössen  gebildeten  Function 

in  Bezug  auf  die  Variable  nach  den  für  das  Gebiet  der  reellen 

Grossen  geltenden  Regeln  erhalten  wird.    Der  leichtem  Ueber- 

sicht  wegen  trennen  wir  den  Fall,   in  welchem  f{x  +  iy)  eine 

ganze,   und  denjenigen,  in  welchem  f{x  +  iy)  eine  gebrochene 

Function  von  x  +  iy  ist.    Im  erstem  hat  man 

(7)    f{x+iy)=Hx+iy)  =  {a,+ib,)ix+iyyHa,+ib,){x+iy)'^'-^..+^^^ 

im  zweiten  Falle  ist  f(x  +  iy)  gleich  einem  Bruche,  dessen  Zähler 
l{x+iy)  und  dessen  Nenner  ^i{x-¥iy)  rationale  ganze  Functio- 
nen von  {x-^iy)  sind,  mithin  bei  entsprechender  Bezeichnung 

mfix-^-i  )  ^^(^-^^y)^  («o+^'U  {^+^yT  +  («1  +  ib,) (a?-hty)"^^+ ...  H^^  +tfej 
*  M^  +  *y)      {c^'^id^)(x+iy)*  '\'{c^-¥id;i{x^iy)''^  +\,.-¥{c^-{'%dj 

Auf  Grund  des  §  33  bekommt   für  eine   mit  einer   beliebigen 

ganzen  Zahlm  gebildete  Potenz  (a^+ty)*"  der  nach  x  genommene 
partielle  Differentialquotient  den  Werth 

(9)  ---^--=w(a:  +  ty)      , 

während  bei  dem  nach  y  genommenen  partiellen  Differentiml- 
quotienten  der  Factor  %  hinzutritt  und  die  Gleichung    ' 

(10)  ^-^^^^  =  »m(a?  +  iy) 

entsteht.  Wenn  man  jetzt  in  Uebereinstimmung  mit  I,  §  49  die 
ersten  Ableitungen  der  rationalen  ganzen  FnnclioBeB  i.(#), /i(#) 
respective  durch  )J (e)^  f.i* {e)  bezeichnet,  so  fdgca  wm  (7)  die 
Gleichungeu 

{  dt    ,   .du       5,.    ^  • 

und  ebenso  aus  (8)  die  Gleichnngm 
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(12) 


ö^       .du X' (o?  +  iy)/ii {x  +  iy)  —  X(a:  +  iy)fi* {x  4-  iy) 

dx        dx  t^(x^iy)fi{X'\' iy^ 

32  ^  ^  Bu^X{x  -f  iy)fi{x  -f  iy)  —  l{x  +  iy)fi'{x'^iy)  . 
Sy       dy  f^{x-¥iy)fi{x-\-iy) 

dieselben  gehen,  sobald  bei  (7)  die  Notation 

(13)  r{x  +  iy)  =  V{x  +  iy\ 

und  bei  (8)  die  Notation 

(14)  ri^x^iy)='L^^-±iyM^^:^M 

angewendet  wird,  in  die  gemeinsame  Gestalt 

—  4-  '—  =  f  (    4-  *  "i 

Über.  Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  (6)  liefert  alsdann 
fUr  das  zu  bestimmende  vollständige  Differential  di-^-idu  die 
Gleichung 

(16)  dt'\'%du=f*{x'¥iy){dx  +  %dy). 

Wie  die  linke  Seite  nach  (4)  das  vollständige  Differential  der 
Function  f{x  4-  iy)  darstellt,  so  heisst  der  auf  der  rechten  Seite 
befindliche  zweite  Factor 

(17)  dx  -\-idy  =  d(x  +  iy) 

das  vollständige  Differential  der  complexen  Variable  {x  4-  iy). 
Der  erste  Factor  f  (x  +  i  y)  wird  aus  der  rationalen  Function 
f{x  +  iy)  abgeleitet^  indem  man  statt  jeder  complexen  Constante 
ein  einziges  Zeichen,  statt  der  complexen  VariMe  x  +  iy  eben" 
falls  ein  einziges  Zeichen  z  setzt^  und  von  dem  erhaltenen  nach 
z  rationalen  Ausdruck  in  Bezug  auf  z  nach  den  auf  dem  Ge- 
biete der  reellen  Grössen  geltenden  Gesetzen  den  ersten  Diffe- 
rentialquotienten  nimmt.  Man  spricht  somit  den  Inhalt  der  Glei- 
chung (16)  dahin  aus,  dass  das  vollständige  Differential  der 
rationalen  Function  f{x+iy)  gleich  dem  Product  aus  dem  voll- 
ständigen Differential  der  complexen  Variable  x  +  iy  und  der 
Function  f'{x-hiy)  ist,  und  nennt  die  letztere  den  in  Bezug  auf 
die  complexe  Variable  x  +  iy  genommenen  Differentialquotienten 
der  rationalen  Function  f(x  4-  iy). 
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Hierin  besteht  die  Ausdehnung  der  Begriffe  des  Differen- 
tials und  des  Diiferentialquotienten  auf  rationale  Functionen 
oomplexen  Variable. 


i  106.    Allgemeine  Definition  einer  Fnnotion  einer  oomplexen 

Variable.    Oeometrisolie  Deatons^  dieses  BegrüTii  dnroh  eine 

in  den  kleinsten  Tbeilen  lUmliobe  Abbildang  einer 

Ebene  auf  eine  zweite  Ebene. 

In  I,  §  107  wurde  der  Begriff  einer  rationalen  ganzen 
Function  einer  oomplexen  Grösse  aufgestellt,  und  dann  zu  der 
Betrachtung  von  convergenten  nach  den  positiven  Potenzen 
einer  complexen  Grösse  fortschreitenden  unendlichen  Reihen 
Übergegangen,  deren  Werth  ebenfalls  eine  Function  der  complexen 
Grösse  genannt  wurde.  Gegenwärtig  soll  zur  allgemeinen  Defini- 
tion einer  Function  einer  complexen  Grösse  ein  anderer  Weg  ein- 
geschlagen werden,  der  sich  erst  später  mit  dem  so  eben 
berührten  vereinigen  wird.  Die  im  vorigen  §  zu  der  rationalen 
Function  f{x+iy)  gehörende  Gleichung  (16)  lässt  sich  verall- 
gemeinern, indem  man  zwei  reellen  i\inctionen  t  und  u  der 
beiden  reellen  Variabein  x  und  y  die  Bedingung  vorschreibt, 
d(iss  der  aus  den  vollständigen  Differentialen  gebildete  Ausdruck 
dt  +  idu  gleich  dem  Product  des  Ausdrucks  dx  +  idy  in  eine 
Verbindung  l  +  i/,  von  irgend  swei  reellen  Functionen  ^  und  ?/ 
seij  mithin  die  Gleichung 

(1)  dt +  idu^{^  +  ir})  (dx  +  idy) 

befriedige.  Nach  dem  im  vorigen  §  eingeführten  Sprachge- 
brauche ist  dann  die  linke  Seite  das  vollständige  Diflferential 
von  (t  +  im),  der  zweite  Factor  der  rechten  das  vollständige 
Differential  von  (x  +  iy).  Eine  der  Forderung  (1)  getiügende 
Verbindung  t-^-iu  wird,  wie  in  der  in  §  102  angeführten  Inau- 
guraldissertation RiemannSy  als  eine  Function  der  complexen  Va- 
riable x+iy  bezeichnet ,  also  eine  solche  Function  durch  die 
Gleichung  (1)  allgemein  definirt.    Gleichseitig   heisst    dann   de>- 

Werth  ^  +  irj  des  Quotienten    , .^      der   von    der   Function 

t+iu  nach  der  Variable  x  +  iy  genommene  Differentialquotient. 
Auch   ist  es  gebräuchlich,    die   complexe  Variable  x  +  iy  durch 
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einen  einzelnen  Buchstaben  0,  die  Function  t  +  iu  durch  eine 
Characteristik  f{e\  den  Differentidlquotienten  durch  eu  be- 

zeichnen. Die  Gleichung  (1)  bezieht  sich  nach  der  Natur  der 
vollständigen  Differentiale  auf  die  Voraussetzung,  dass  die 
Functionen  t  und  u  «tetige  Functionen  von  x  und  y  sind  und 
in  Bezug  auf  dieselben  bestimmte  endliche  partielle  Differential- 
quotienten haben,  dass  mithin  |  und  rj  bestimmte  endliche 
Grössen  sind.  So  lange  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  sagt  man, 
dciss  t-\'iu  eine  stetige  Fundion  von  x  +  iy  sei,  und  zwar  stimmt 
dieser  Sprachgebranch  mit  demjenigen  Uberein,  welcher  in  I, 
§  108  angewendet  ist.  Eine  rationale  ganze  Function  von  x-k-iy 
wurde  schon  an  der  erwähnten  Stelle  als  Beispiel  einer  Func- 
tion angeführt,  die  fUr  jeden  endlichen  Werth  von  x+iy  stetig 
ist.  Betrachtet  man  aber  bei  einer  rationalen  gebrochenen 
Function  t  +  iu  von  x  +  iy  einen  Werth  der  Variable,  für  welchen 
der  Nenner  des  Bruches  gleich  Null  wird,  der  Zähler  aber  nicht 
verschwindet,  so  hört  für  den  betreffenden  Werth  sowohl  die 
Function  t  +  iu  wie  auch  der  zugehörige  nach  den  Vorschriften 
des  vorigen  §  zu  bildende  Ausdruck  |  +  t)?  ^^^  endlich  und 
stetig  zu  sein,  so  dass  die  Gleichung  (1)  eine  Ausnahme  erleidet 

Um  die  Beschränkungen  kennen  zu  lernen,  welche  den 
Functionen  t  und  u  durch  (1)  auferlegt  werden,  hat  man  statt 
der  linken  Seite  die  entwickelte  Gestalt  der  rechten  Seite  von 
(6)  des  vorigen  §  anzuwenden  und  die  Factoren  der  unabhän- 
gigen Differentiale  d  x  und  d  y  beziehungsweise  gleich  zu  setzen. 
So  entstehen  die  beiden  GleicJmngen 

aus  denen  durch  Elimination  von  ^+iri  die  eine  Gleichung 
,Q\  S{t  -hiu) ,d(t  +  iu) 

resultirt  Die  letztere  führt  durch  Trennung  des  reellen  und 
imaginären  Theiles  zu  dem  System  von  partiellen  Differential- 
gleichungen 
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du 

dy  ' 

tcelches  die  vorhandene  Abhängigkeit  der  Functionen  t  und  u  von 
den  Variabein  x  und  y  ausdrückt.  Hierbei  ist  zu  beachten,  dass 
aas  (4),  indem  die  zweite  Gleichung  mit  i  mnltiplicirt  und  zu 
der  ersten  addirt  wird,  die  Gleichung  (3)  hervorgeht,  dass  temer 
bei  Einführung  der  Bezeichnungen 

ftL\  '  dt        y    du 

aus  (4)  die  Gleichungen 

und  daher  auch  die  Gleichungen  (2)  folgen,  von  denen  man 
durch  bezügliche  Hultiplication  mit  dx  und  dy  und  Addition  zu 
(1)  zurückkehrt.  Auf  diese  Art  leuchtet  ein,  dass  die  beiden 
Gleichungen  (4)  mit  der  Gleichung  (1)  vollkommen  denselben 
Inhalt  haben. 

Das  Wesen  der  Gleichung  (1)  lässt  sich  auf  characteristi- 
Bche  Weise  anschaulich  machen,  sobald  man,  wie  in  §  104,  die 
Variabeln  x  und  y  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes 
einer  ersten,  die  Variabeln  t  und  u  als  rechtwinklige  Coordina- 
ten eines  Punktes  einer  zweiten  Ebene  auffasst,  und  vermittelst 
der  Functionen  ^,  u  von  a;,  y  jedem  Punkt  der  ersten  Ebene 
einen  Punkt  der  zweiten  entsprechen  lässt.  Dass  hierbei  ^  und 
7}  endliche  Werthe  haben  müssen,  braucht  als  selbstverständlich 
kaum  erwähnt  zu  werden;  dagegen  mag  ausdrücklich  ge- 
sagt werden,  dass  die  Annahme  des  gleichzeitigen  Verschwin- 
dens  von  ^  und  tj  ebenfalls  ausgeschlossen  bleibt.  Nach  der 
in  I,  §  42  auseinandergesetzten  Darstellung  der  complexen  Grös- 
sen darf  ein  Punkt  der  ersten  Ebene  mit  x-^-iy^  der  zuge- 
ordnete Punkt  der  zweiten  mit  t-¥%u  bezeichnet  werden.  Da 
ferner  zu  den  Differentialen  dx,  dy  die  bestimmten  Differentiale 
dt^  du  gehören,  so  correspondirt  dem  Punkte  x-^iy+dx-^idy 
der  ersten  Ebene  der  Punkt  t-^iu-^dt-k-idu  der  zweiten. 
Hier  sind  für  die  erste  Ebene  dx,  dy  die  relativen  Coordinaten 
des  Punktes  x-^riy-^dx-^ridy  in  Bezug  auf  den  Punkt  x-^riy^ 
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weshalb  in  Uebereinstimmung  mit  I,  §  42  die  relative  Lage  des 
Punktes  x  +  iy-hdx  +  idff  gegen  den  Punkt  x  +  iy  durch  den 
Ausdruck  dx  +  idy  repräsentirt  wird.  In  gleicher  Weise  stellt 
flir  die  zweite  Ebene  der  Ausdruck  dt-hidu  die  relative  Lage 
des  Punktes  t  +  iu-^-dt  +  idu  gegen  den  Pnnkt  t  +  iu  dar. 
Wofern  den  Differentialen  von  x  und  y  ein  beliebiges  anderes 
System  von  Werthen  dx  und  dy  beigelegt  wird,  mögen  dt  und 
du  die  entsprechenden  Differentiale  von  t  und  u  sein, 

dt  =  ^-  dx  +  ^—  dy 

(7)  <  ^"^  ^^ 

du=-r-  dx  +  -^-  dy, 
da  dy 

dann  ziehen  die  vorausgesetzten  Relationen  (5)  und  (6)  die 
nach  dem  Schema  von  (1)  gebildete  Gleichung 

(8)  dt'\-idu  =  {^  +  if-)(dx  +  idy) 

nach  sich.  Man  wendet  jetzt  auf  (1)  und  (8)  die  Betrachtun- 
gen an,  die  in  I^  §  42  zur  Deutung  des  Products  von  zwei  com- 
plexen  Grössen  benutzt  sind,  und  setzt,  da  ^  und  r^  nicht  gleich- 
zeitig gleich  Null  sein  dürfen, 

(9)  ?  =  ^  cos  y,  1;  =  o  sin  y, 
wo  die  positive  Grösse  a  den  Werth 

(10)  a  =  |/^"' +  yy« 

hat,  und  der  Winkel  y  innerhalb  einer  Kreisperipherie  eindeutig 
bestimmt  ist  Dann  folgt,  dass  dem  aus  den  Punkten  der  ersten 
Ebene 

(11)  x  +  iy  +  dx-^idy,  x  -\'  iy,  x  -h  iy  +  dx  +  idy 
gebildeten  Dreieck  das  aus  den  zugeordnetefi  Punkten  der  zwei- 
ten Ebene 

(12)  t-^-iu  +  dt+idu,  t  ■{-  iu,  t  +  iu  +  dt  +  idu 
gebildete  Dreieck  ähnlich  ist,  dass  die  Seiten  des  ersten  zu  denen 
des  zweiten  in  dem  Verhältniss  der  Einheit  zu  der  Grösse  o  stehen^ 
dass^  die  drei  Ecken  des  zweiten  Dreiecks  eine  gleiche  Lage  zu 
einander  haben  une  die  des  ersten,  und  dass,  sobald  die  erste 
Ebene  mit  dem  Punkte  x  +  iy  auf  den  Punkt  t-^-iu  der  zweiten 
Ebene  und  mit  entsprechenden  positiven  Richtungen  der  x  auf  die 
t  Axe,  der  y  auf  die  u  Axe  gelegt  wird,  das  erste  Dreieck,  um  in 
das  zweite  zu  fallen,  in  der  Richtung  von  der  positiven  tAxe  zu 
der  positiven  u  Axe  um  den  Winkel  y  gedreht  werden  muss.  Durch 
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den  ersten  und  dritten  Ausdruck  in  (11)  werden  irgend  zwei 
Punkte  der  ersten  Ebene  bezeichnet,  die  in  der  Nähe  des  Punk- 
tes x  +  iy  liegen.  Die  ewischen  der  ersten  und  sweiten  Ebene 
obwaltende  Beziehung  kann  daher  als  eine  Abbildung  aufgefasst 
werden,  bei  welcher  jedem  in  der  ersten  Ebene  gewählten  Dreiecke 
van  unendlich  kleinen  Seiten  in  der  zweiten  Ebene  ein  ähnliches 
Dreieck  von  unendlich  kleinen  Seiten  entspricht.  In  der  Abhandlung: 
Allgemeine  Auß'ösung  der  Aufgabe,  die  Theile  einer  gegebenen 
Fläche  auf  einer  anderen  gegebenen  Fläche  so  abeubilden,  dass 
die  Abbildung  dem  Abgebildeten  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich 
wird,  hat  Gai4ss  den  analytischen  Ausdruck  für  die  in  Rede 
stehende  Beziehung  zweier  Ebenen  aus  der  Lösung  der  in  der 
üeberschrift  bezeichneten  allgemeineren  Aufgabe  abgeleitet.  Seine 
Untersuchung  gründet  sich  auf  die  in  §  104  erwähnte  Darstel- 
lung des  Quadrats  des  zu  einer  Fläche  gehörenden  Linienele- 
ments.  Demgemäss  wollen  wir  den  Zusammenhang  der  obigen 
Gleichung  (1)  mit  dem  Quadrate  des  ftir  die  betreifenden  Ebenen 
genommenen  Linienelements  nachweisen. 

Weil  die  in  (1)  vorkommenden  Differentiale  dx,  dy,  di, 
d  u  und  die  Functionen  ^,  t]  reelle  Grössen  sind,  so  erhält  man 
durch  Verwandlung  von  i  in  —  i  die  nach  I,  §  27  gültige  Glei- 
chung 

(1*)  dt'-idu={^^ir{){dx^idy\ 

und  durch  Multiplication  der  zu  einander  conjugirten  Ausdrücke 
die  Gleichung  zwischen  den  betreflfenden  Normen 

(13)  dt^  +  dw*=(|*  -h  17«)  {dx^  4  dy^). 

Hier  ist  nach  (4)  des  §  104  die  quadratische  Form  dx*  +  dy* 
gleich  dem  Quadrat  des  Linienelements  der  ersten,  die  quadra- 
tische Form  dt^  +  du'^  gleich  dem  Quadrate  des  Linienelements 
der  zweiten  Ebene,  und  es  hängen  /  und  u  in  der  Weise  von 
X  und  y  ab,  dass  die  zweite  Form  gleich  der  mit  einem  gewis- 
sen Factor  multiplicirten  ersten  Form  wird.  Zufolge  den  von 
Gauss  aufgestellten  Grundsätzen  erfordert  die  in  den  kleinsten 
Theilen  ähnliche,  oder,  wie  man  jetzt  meistens  sagt,  conforme 
Abbildtmg  einer  Ebene  auf  eine  zweite  das  Bestehen  einer  Glei- 
chung von  der  Gestalt  (13),  in  der  m'  eine  reelle  positive  von 
X  und  y  abhängige  Grösse  bedeutet, 

(14)  d^*  +  rfu>=m*(dx>  +dy*). 
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Es  bleibt  daher  zu  zeigen,  wie  von  (14)  zu  der  Gleichung  (1) 
übergegangen  wird. 

Eine  quadratische  Form  von  zwei  Variabeln  hat  die  in 
I,  §  78  hervorgehobene  allgemeine  Eigenschaft,  auf  eine  und 
nur  eine  Weise  in  zwei  ganze  homogene  Factoren  des  ersten 
Grades  zerlegt  werden  zu  können.  Bei  einer  wesentlich  positiven 
Form  wird  für  diese  Zerlegung  die  Rechnung  mit  imaginären 
Grössen  vorausgesetzt,  und  es  existirt  bei  den  vorliegenden  Qua- 
dratsummen  von  zwei  Differentialen  die  Zerlegung 

^^^^  \  dx'^dy'  =  {dx  +  idy){dx-idy). 

Durch  Substitution  in  (14)  kommt 

(16)  {dt-¥idu){dt—idu)=m'{dx-¥idy){dX'-%dy). 

Hier  hat  man  wieder  dt^  du  als  die  Variabein  der  zweiten, 
dXj  dy  als  die  Variabeln  der  ersten  Form,  die  Diiferentiale 
dt,  du  als  lineare  Functionen  von  dx,  dy,  femer  m*  als 
eine  von  den  Diiferentialen  unabhängige  Grösse  zu  betrachten. 
Es  kann  daher  die  Gleichung  (16)  auf  zwei  und  nur  auf 
zwei  Arten  befriedigt  werden.  Entweder  ist  der  erste  Factor 
links  gleich  dem  mit  einer  von  den  Diiferentialen  unabhängigen 
Grösse  multiplicirten  ersten  Factor  rechts,  oder  gleich  dem  mit 
einer  von  den  Diiferentialen  unabhängigen  Grösse  multiplicirten 
zweiten  Factor  rechts.    Im  ersten  Falle  ergiebt  sich 

(17)  d^+tdw=(A+vi)  {dx+idy\  dt—idu={k  —  ifi){dx — idy) 

im  zweiten  Falle 

(18)  dt-^idu=(v+iQ) (dx  —  idy),  dt—idu={v  —  iQ)(dx-¥idy) 

V*  4-  ^*  =  m'. 

Die  Gleichungen  (17)  stimmen  mit  den  obigen  Gleichungen 
(1)  und  (1*)  überein  und  ziehen  die  Gleichung  (3)  sowie  das 
System  von  Gleichungen  f4)  nach  sich.  Dagegen  liefern  die 
Gleichungen  (18),  genau  entsprechend  behandelt,  die  Gleichung 

nQ\  d{t-¥iu)_      .d(t+iu) 

und  das  System  von  Gleichungen 


§  106.  Conforme  Abbildung  einer  Ebene  auf  eine  zweite.  687 

I     Bx  dy 

\    da  dy 

Da  (18)  aus  (17)  darch  Verwandlung  von  y  in  —  y  entsteht,  so 
darf  man  den  Ausdruck  gebrauchen,  dass  durch  (18)  die  Verbin- 
dung t  +  iu  als  eine  Function  der  camplexen  Variable  x—iy 
deßnirt  werde. 

Zwischen  der  xy  und  der  t  u  Ebene  findet  unter  der  letzte- 
ren Voraussetzung  eine  solche  Beziehung  statt,  dass^  wie  verlangt 
war,  eu  einem  Dreieck  mit  unendlich  kleinen  Seiten  in  der  ersten 
Ebene  ein  ähnliches  Dreieck  mit  unendlich  kleinen  Seiten  in  der 
zweiten  Ebene  gehört,  dass  aber  die  drei  Ecken  des  einen  Dreiecks 
eine  umgekehrte  Lage  zu  einander  haben  wie  die  des  andern,  und 
dass  folglich  um  das  Dreieck  der  ersten  Ebene  mit  einer  Ecke 
und  zwei  entsprechenden  Seiten  auf  das  correspondirende  Dreieck 
der  zweiten  Ebene  zu  legen,  die  beiden  Seiten  der  ersten  Ebene 
durch  Umkefirung  vertauscht  werden  müssen. 

Bei  der  Aehnlichkeit  der  correspondirenden  unendlich  klei- 
nen Dreiecke  sind  die  betreffenden  Dreieckswinkel  einander 
genau  gleich.  Wenn  man  daher  in  der  ersten  Ebene  von  einem 
Punkte  unter  irgend  einem  Winkel  zwei  Linien  ausgehen  lässt, 
so  bilden  in  der  zweiten  Ebene  die  von  dem  zugehörigen 
Punkte  ausgehenden  entsprechenden  Linien  einen  gleichen  Win- 
kel. Mithin  müssen  die  zu  ^  =  const.,  u  =  const.  in  der  ersten 
Ebene  gehörenden  Linien  stets  einen  rechten  Winkel  mit  ein- 
ander machen,  weil  in  der  zweiten  Ebene  die  Gleichungen 
^  =  const.  und  tt  =  const.  gegen  einander  rechtwinklige  gerade 
Linien  darstellen.  Aus  gleichem  Grunde  schliessen  die  in  der 
zweiten  Ebene  zu  x  =  const.  und  y  =  const.  gehörenden  Linien 
mit  einander  einen  rechten  Winkel  ein.  Diese  Eigenschaft  der 
conformen  Abbildung  einer  Ebene  auf  eine  zweite  wird  analy- 
tisch durch  die  Thatsache  ausgedrückt,  dass  die  obige  Gleichung 
(14)  einen  besondern  Fall  der  in  §  104  mit  (28)  bezeichneten 
Gleichung  bildet,  welche  sich  auf  die  Verwandlung  der  ursprÜDg- 
liehen  Coordinaten  x,  y  in  beliebige  orthogonale  Coordinaten 
t^,  t^  bezieht. 

Durch  die  vorhin  angestellte  Betrachtung  ergab  sich,  dass 
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ans  der  Gleichung  (14)  mit  Nothwendigkeit  entweder  das  System 
(4)  oder  das  System  (20)  folgt.  Dasselbe  Ziel  lässt  sich  ohne 
Hülfe  der  Rechnung  mit  imaginären  Grössen  aus  der  Beschaffen- 
heit der  vorausgesetzten  Transformation  ableiten.  Substituirt 
man  in  (14)  für  di  und  du  die  vollständigen  Ausdrücke  (5) 
des  vorigen  §,  so  liefert  die  Gleichsetzung  der  Coefficienten  von 
dx*,  dxdy,  dy^  die  Gleichungen 


(21)  l 


dt  dt  .     du    du           , 

ox  öx  dx    ox 

dt  dt  du    du  ^ 

dx  dy  dx    dy          ' 

dt  dt  du^    du           a 


dy    dy        dy    dy 
aus  denen  die  Gleichung 

^^^^  [dxdy       äyä^;-*^ 

entsteht    Es  sei  £  gleich  der  positiven  oder  negativen  Einheity 

dann  muss 

(22*)  --  ^  — Ü  i^  =  £m» 

dx   dy        dy    dx 

d  u 

sein.    Indem  nun  in  (21)  die  erste  Gleichung  mit  ^    >  die  zweite 

du 

mit  —  T—  multiplicirt,  und  dann  addirt  wird,  kommt  vermöge 

O  X 

(22*) 

(23)  em*p-=m*p- 

dx  d  y^ 

dt 

sobald  ferner  in  (21)  die  erste  Gleichung  mit  —  p->  die  zweite 

dt 

mit  -T-  multiplicirt,  und  hierauf  addirt  wird,  findet  sich 

/o>4\  «du  ^  dt 

dxdy 
Nach  Weglassung  des  nothwendig  von  Null  verschiedenen  Fac- 
tors w'  vereinigen  sich  (23)  und  (24)  zu  dem  System  von  Glei- 
chungen 

dt  ^       du 

dx  dy  ' 
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das  für  6  =  1  in  (4),  für  €= — 1  in  (20)  übergeht  Es  mnss  also 
das  eine  oder  das  andere  System  Gültigkeit  haben,  wie  zn  be- 
weisen war,  und  zwar  tritt  der  eine  oder  andere  Fall  ein,  je 
nachdem  die  in  (22*)  dargestellte  Functionaldeterminante  einen 
positiven  oder  negativen  Werth  besitzt. 


§  107.    DUrerenÜaÜoii  einer  Bnmme,  einer  DüTerens,  eines 
Prodacts  und  eines  Quotienten  von  swei  Functionen 

einer  oomplezen  Variable. 

Bei  der  im  vorigen  §  aufgestellten  Definition  einer  Func- 
tion ^  4- 1  w  der  complexen  Variable  x  +  iy  durch  die  Gleichung 

,-.  d(i  +  iu)_.d(t  +  iu) 

bedarf  es  eines  Beweises,  dass  die  Summe,  die  Differenz,  das 
Product  und  der  Quotient  von  zwei  solchen  Functionen  wieder 
Functionen  der  betreffenden  complexen  Variable  sind.  Mit  die- 
sem Beweise  erhält  man  zugleich  die  Regeln  für  die  Bildung 
des  Differentialquotienten  der  genannten  Verbindungen  zweier 
Functionen.  Ausser  t-\'  iu  werde  eine  zweite  Function  p  +  iq 
betrachtet,  für  welche  die  entsprechende  Gleichung 

/m  3{p+iq)  __.  d{p  +  iq) 

gelte.  Dann  entstehen  durch  Combination  von  (1)  und  (2)  die 
folgenden  Gleichungen,  vermöge  deren 

f4-tM  +  »  +  ig,  ^  +  ttt— » — iq,  (t  -hin)  (p +iq), 

p  +  tq 

in  der  That  Functionen  von  x-^iy  sind, 

(A\  d(t  +  iu — p — iq)  .  d{t  +  iu — p — ig) 

(5)  a((t  +  iu)  (p  +  ig)) ^  .  d(it  +  iu){p  +  ig)) 

dy  dx  ' 


TO  .-^^Y'-.='  ■    i. 


d{p  +  iq) 
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Sobald  wie  im  rorigen  §  der  von  t+iu  nach  x  +  iy  genom- 
mene Differentialquotient  l  +  ii;  dorch  die  Gleichungen 

{    d{l+iu)        .^. 
j  dz        =^-^*'? 

I   -Vy— =»(1  +  »"/) 

dargestellt,  und  für  den  von  p-hiq  nach  x  +  iy  genommenen 
Diiferentialquotienten  ^  +  iv  das  entsprechende  System 

gebildet  wird,  geben  die  Gleichungen  (3)  bis  (6)  für  die  aufzu- 
suchenden Differentialquotienten  die  Regeln 

n  o\  \P±i_iZ  =  (S  + 1  iy)  ( p  + 1  g)  -  (^  + 1  tt)  (iu  -f  t  y) 

Dieselben  sind  mit  den  für  reelle  Functionen  einer  reellen  Variable 
bestehenden  Hegeln  gleichlautend  und  scJäiessen  die  in  §  106 
angegebenen  Regeln  eur  Differentiation  einer  rationalen  Function 
von  x  +  iy  in  sich,  wie  mit  Hülfe  der  Bemerkung,  dass  der 
Differentialquotient  einer  complexen  Constante  gleich  Null,  der 
complexen  Variable  x  +  iy  in  Bezug  auf  diese  selbst  gleich  der 
EinJmt  ist,  sofort  einleuchtet. 


%  108.    Wiederholte  Diiferentiation  einer  Fimotion  einer 

complexen  Variable. 

Es  lässt  sich  nachweisen,  dass  der  von  einer  Function 
einer  complexen  Variable  nach  dieser  genommene  Differential- 
quotient der  für  eine  Function  einer  complexen  Variable  gelten- 
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den  Bedingung  genfigt,  das  beisst,  ebenfalls  eine  solche  I^^nc- 
tion  ist.  Aus  der  fUr  die  Function  ^  +  tu  von  x-hiy  bestehen- 
den Gleichung 

folgen  nach  (5)  und  (6)  des  §  106  die  Gleichungen 

(    dt  _      ^     du_ 

l    dt  au      ^ 

und  umgekehrt  folgt  aus  (2)  die  Gleichung  (l).  Stützt  man 
sich  nun  auf  den  Satz,  dass  sowohl  für  die  Function  t  wie  fUr 
die  Function  u  bei  der  Bildung  des  nach  x  und  y  zu  nehmen- 
den ])artiellen  Differentialquotienten  die  Reihenfolge  der  Diife- 
rentiationen  vertauscht  werden  darf,  so  erhält  man  aus  (2)  die 
beiden  Gleichungen 

(3)  (   ^^  ^^ 

dx  Sy 

die  den  Gleichungen  (4)  des  §  106  entsprechen  und  die  be- 
hauptete Thatsache  ausdrtlcken,  dass  ^  +  «7;  eine  Function  von 
x-hiy  ist.  Hieraus  folgt  die  Berechtigung,  den  Diiferential- 
quotienten  der  Function  ^  +  ii;  nach  x  +  iy  zu  bilden,  für  den 
die  Gleichung 

d(x+iy)        dx  dx  \Sy  dy ) 

gilt.  Insofern  aber  ^-^itj  der  von  t  +  iu  nach  x  +  iy  genom- 
mene Differentialquotient  ist,  wird  der  vorliegende  Differential- 

quotient   .^^ — ,1  der  von  t  +  iu  nach  x+iy  genommene  zweite 

IHfferenticdquotient  genannt.  Auch  folgt  aus  dem  Bisherigen, 
dass  derselbe  wieder  eine  Function  von  x  +  iy  ist  und  eine 
nochmalige  Differentiation  nach  der  complexen  Variable  erlaubt. 
So  gelangt  man  bei  einer  Function  einer  complexen  Va- 
riable zu  der  Bildung  ihrer  nach  einander  folgenden  auf  die 
complexe  Variable  bezüglichen  Differentialquotienten,  für  welche, 
indem 

LiptohiU,  Analyiifl  IL  41 
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(5)  a;  +  iy  =  ir,    t  +  iu=^f(e) 

gesetzt  wird,  respective  die  Bezeichnungen 

(6)       ^^)=^-(.),  ^=/-(,), .  .,^^ri') 

angewendet  werden. 

§  109.    DUDBTMitlatlon  eln«r  Fimotion,  d«ren  Arflrnment  elii« 
Fimotlon  einor  oomplezen  Variable  tat,  nach  der  letxtem 

Variable. 

Wenn  g  +  ih  eine  Function  der  complexen  Variable  <  +  tM, 
das  Argument  t  +  iu  eine  Function  der  complexen  Variable 
x  +  iy  ist,  so  ist  auch  g-^-ih  eine  Function  der  complexen 
Variable  rc  +  ty.  Denn  aus  den  ^rg  +  ih  und  t-{-iu  beste- 
henden Voraussetzungen,  welche  man  so  darstellen  kann, 

(1)  d(ß+ih)^:{a  +  iß)  d{t  +  iu\ 

(2)  d(t  +  tu)  =  (^  +  irj)  d{x  +  iyl 
folgt  durch  Einsetzen  die  Gleichung 

(3)  d(ß-hih)  =  {a+iß){^+irj)  d{x+iy\ 

durch  welche  die  gemachte  Aussage  bcgrtlndet  wird.  Zugleich 
erhält  man  für  den  Diflferentialquotienten  der  Function  g  +  ih 
in  Bezug  auf  die  Variable  x  +  iy  den  Ausdruck 

oder 

.^.  d(g-¥ih)  ^d{g+ih)   d(t+iu) 

^  ^  d{x  +  iy)      d(t+iu)   dia+iy)' 

Eine  Function^  deren  Argument  eine  Function  einer  complexen 
Variable  ist^  wird  also  in  Bezug  auf  diese  Variuble  vermöge  der 
gleichen  Regel  differentiirt,  die  nach  (4)  des  §  12  für  das  Gebiet 
der  reellen  Grössen  bestellt. 

Bei  der  in  §  106  entwickelten  geometrischen  Repräsenta- 
tion bezeichnet  x  +  iy  einen  Punkt  einer  ersten,  t  +  tu  den  ent- 
sprechenden Punkt  einer  zweiten  Ebene,  welche  eine  in  den 
kleinsten  Theilen  ähnliche  und  gleichliegende  Abbildung  der 
ersten  liefert.  Ebenso  kann  man  durch  g  -f  ih  den  Punkt  einer 
dritten  Ebene  andeuten,  welcher  zu  dem  Punkte  t'\-iu  der 
zweiten  gehört,  und  wo  die  dritte  Ebene  eine  in  den  kleinsten 
Theilen   ähnliche    und    gleichliegende   Abbildung   der   zweiten 
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darstellt.  Alsdann  drückt  der  Satz,  nach  welchem  g-¥ih  noth- 
wendig  eine  Function  Tonrr  +  ty  ist,  die  ans  den  geometrischen 
Principien  der  Aehnlichkeit  einleuchtende  Thatsache  ans,  das» 
die  dritte  Ebene  eine  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche  and 
gleichliegende  Abbildung  der  ersten  Ebene  ergiebt.  Die  Auf- 
fassung der  Eigenthttmlichkeiten  der  verschiedenen  Functionen 
einer  complexen  Grösse  wird  sehr  erleichtert,  indem  man  eine 
gegebene  Operation  in  eine  Folge  nach  einander  Torzunehmender 
einfacher  Operationen  zerlegt,  fUr  jede  einzelne  Operation  die 
ihr  zugehörige  Art  der  conformen  Abbildung  untersucht,  und 
eine  entsprechende  Folge  von  Ebenen  betrachtet,  von  denen 
jede  eine  coniorme  Abbildung  der  nächst  vorhergehenden,  mithin 
nach  dem  aufgestellten  Satze  die  letzte  eine  conforme  Abbil- 
dung der  ersten  ausmacht  Demnach  wird  jetzt  die  Art  der 
Abbildung,  welche  den  einfachsten  algebraischen  Operationen 
entspricht,  erörtert  werden. 

I.    Die  Function  t  +  iu  entstdie  aus  x  +  ip  durch  Addition 
einer  complexen  Constante, 

(6)  t-\'iu='a  +  ib  +x-^  iy. 

Gemäss  I,  §  42  ist  die  betreffende  Abbildung  von  der  Art,  dass  zu 
dem  Punkte  a;+iy=0  der  ersten  Ebene  der  Punkt  <4-tu=a4-»& 
der  zweiten  gehört;  legt  man  die  erste  Ebene  so  auf  die  zweite, 
dass  der  eine  genannte  Punkt  auf  den  andern  fällt,  die  positive 
X  der  positiven  t  Axe,  die  positive  y  der  positiven  u  Axe  parallel 
wird,  so  fällt  jeder  Punkt  der  ersten  Ebene  auf  den  entspre- 
chenden der  zweiten.  Die  zweite  Ebene  liefert  also  eine  congruenie 
Äbhildung  der  ersten, 

IL    Die  Function  t-\'iu   gehe  aus  x-^-iy  durch  Multipli- 
ccUion  mit  einer  complexen  Constante  a'{'ib  hervor, 

(7)  t  +  iu=^{a-\'  ib)  (x  +  iy). 

Hier  gehört  zu  dem  Punkte  x-^iy=0  der  ersten  Ebene  der 
Punkt  t+iu=0  der  zweiten.  Da  femer  die  Gleichung  (7)  in 
Bezug  auf  a:-*-ty  und  <4- tu  genau  ebenso  gebildet  ist,  wie  die 
Gleichung  (1)  des  §106  in  Bezug  auf  dx+idy  und  dt  +  idu, 
so  gilt  dasjenige,  was  dort  von  Dreiecken  mit  unendlich  kleinen 
Seiten  gesagt  ist,  hier  für  Dreiecke  von  beliebigen  Seiten,  deren 
eine  Ecke  in  den  Nullpunkt  der  betreffenden  Ebene  fällt. 
Indem  also 
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(8)  .  a  +  ib  =  ya*+6*  (cos  y  +  <  sin  y) 

gesetzt  wird,  erweist  sich  die  Abbildung  als  eine  solche,  bei 
der,  nachdem  der  Nullponkt  der  ersten  Ebene  aaf  den  Null- 
punkt der  zweiten,  ferner  das  System  der  xy  Axen  auf  das 
System  der  tu  Axen  gelegt  und  um  den  Winkel  y  gedreht, 
nachdem  endlich  jede  in  der  ersten  Ebene  Ton  dem  Nullpunkt 

ausgehende  gerade  Linie  in  dem  Verhältniss  von  1  zu  /a^  +  6* 
Tergrössert  ist,  die  nunmehr  correspondirenden  Punkte  der  beiden 
Ebenen  zur  Deckung  kommen.  Demnach  liefert  die  zweite  Ebene 
eine  Abbildung  der  ersten,  bei  welcher  zwischen  den  entsprechen- 
den  Theilen  vollkommene  AehhlicMceit  stattfindet,  und  die  Ver- 
grösserung  der  zugeordneten  Linien  im  Verhältniss  der  Einheit 
zu  der  Orbsse  j/ä*  +5*  geschehen  ist.  Offenbar  nimmt  auch  diese 
Abbildung  die  Eigenschaft  der  Congruenz  an,  wofern  a*  -h  6*, 
die  Norm  der  complexen  Constante  a+ib,  gleich  der  Einheit 
wird. 

ni.    Die  Function  t  +  iu  werde  durch  Division  von  x  +  iy 
in  die  positive  Einheit  erzeugt, 

(9)  ^  +  iu  =  — ^. 
^  ^  x-¥%y 

Durch  Trennung  des   reellen    und   imaginären  Theils   kommen 

fUr  t  und  u  die  Ausdrücke 

aus  denen  durch  Quadriren  und  Addiren  die  Gleichung 

(11)  /«+w«  =  -^^— ^ 

entsteht  Wir  wollen  nun  in  der  ersten  Ebene  für  gegebene  Werthe 
von  X  und  y  denjenigen  Punkt  construiren,  dessen  erste  Coordinate 
gleicli  /,  dessen  zweite  Coordinate  gleich  u  ist.  Wegen  der  Glei- 
chungen (10)  entstehen  t  und  u  beziehungsweise  aus  x  und  — y 
durch  Multiplication  mit  derselben  positiven  Grösse.  Sobald 
daher  von  dem  Nullpunkt  0  der  a;y  Ebene  nach  dem  Punkte 
(x,  —y)  oder  jR  eine  gerade  Linie  gezogen  und  über  R  hinaus 
unbegrenzt  verlängert  wird,  so  befindet  sich  auf  derselben  noth- 
wendig  der  aufzusuchende  Punkt  JB,.  Die  Quadrate  der  von 
demselben  Punkte  0  ausgehenden  Strecken  oder  radii  vectores 
OR  und  07?i  sind  beziehungsweise  gleich  a;'  +  t/'  und  ^*+m', 
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mithin   muss  in  Folge  der  Gleichung  (11)  zwischen   denselben 
die  Gleichung 

OTJ.OÄ,  =  1 
bestehen.  Also  wird  der  Ort  des  Punktes  Ä,  dadurch  bestimmt, 
dass  er  auf  der  von  0  nach  dem  Punkte  R  gezogenen  und 
eventuell  über  R  hinaus  verlängerten  Linie  in  derjenigen  Ent- 
fernung von  0  liegt,  welche  gleich  dem  reciproken  Werthe 
der  Entfernung  OR  ist.  Das  Gesetz,  nach  welchem  jedem 
Punkte  R  der  Ebene  ein  Punkt  JB,  zugeordnet  ist,  hat  die 
leicht  erkennbare  Eigenschaft,  dass,  wenn  der  Punkt  R  inner- 
halb eines  mit  der  Einheit  als  Radius  um  0  beschriebenen  Kreises 
angenommen  wird,  der  entsprechende  Punkt  R^  ausserhalb  dieses 
Kreises  fällt,  und  dass  umgekehrt,  wenn  R  die  Stelle  des  anfangs 
mit  R^  bezeichneten  Punktes  erhält,  R^  an  die  Stelle  des  frü- 
heren Punktes  JB  tritt;  dass  ferner,  wenn  7J  in  die  Peripherie  des 
genannten  Kreises  rückt,  der  entsprechende  Punkt  R^  mit  R  zu- 
sammenrällt.  Man  nennt  diese  Beziehung  der  Punkte  R  und  Zit,, 
welche  von  Newton  in  den  Principicn,  Über  I,  Sectio  XII,  und 
seitdem  vielfach  angewendet  ist,  das  Frincip  der  reeiprohen  radii 
vectores.  Um  zu  deni  PunJcte  x  +  ti/  der  ersten  Ebene  den  Funkt 
t  +  iu  der  zweiten  zu  construirai,  hat  man  in  der  ersteti  Ebene 
zu  dein  Punkte  x  +  iy  oder  (x,  y)  den  zugehörigen  Punkt  (x,  — y) 
oder  x  —  iy  aufzusuchen^  welcher  nach  1,  §  42,  wofern  die  Axc 
der  reellen  Werthe  als  Spiegel  diente  das  Spiegelbild  des  erstem 
ist.  Sobald  dann  für  den  Punkt  {x  —  iy)  oder  R  der  nach  dem 
erwüJintefi  Princip  der  reciproken  radii  vectores  zugehörige  Punkt 
7f  j  cofhstruirtj  und  diö  erste  Ebene  mit  at4 feinander  fallenden  Null- 
punkten und  Axensystemcn  auf  die  zweite  gelegt  wird,  so  coinci- 
dirt  der  Punkt  R^  mit  dem  Punkte  t+iu. 

Bei  der  vorliegenden  Function  t  -*-  iu  ist  zu  beachten,  dass, 
wenn  die  Norm  der  Variable  x-^-iy  der  Null  genähert  wird, 
die  Norm  von  t-^-iu  über  jedes  Mass  hinauswächst,  und  dass 
einer  über  jedes  Mass  wachsenden  Norm  a;'  +  y*  eine  gegen 
die  Null  abnehmende  Norm  t^  +  u'  entspricht  Man  mUsste 
daher,  um  ganz  strenge  zu  sein,  in  der  ersten  Ebene  den  Punkt 
x^iy=^0  mit  einem  kleinen  FlächenstUck,  etwa  einem  Kreise 
von  einem  kleinen  Radius  q  umgeben,  und  diesen  Theil  der 
Fläche  ausschliessen,  desgleichen  wäre  die  Betrachtung  auf  das 
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Innere   eines  Kreises  zu    beschränken,  welcher  um  den  Punkt 

x-\-iy  =  0  mit   einem  beliebig  grossen  Radius  —  beschrieben 

ist.  Vermöge  der  Gleichung  (9)  entspricht  dem  Theile  der 
ersten  Ebene,  welcher  von  den  mit  den  Radien  q  und  Eins  um 
den  Nullpunkt   beschriebenen  Kreisen    begrenzt   ist,    derjenige 

Theil  der  zweiten  Ebene,   welcher  von  den  mit  den  Radien 

9 

und  Eins  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreisen  begrenzt 
wird,  und  gleichzeitig  entspricht  dem  Theile  der  ersten  Ebene, 

der  von  den  mit  den  Radien  Eins  und  —    um    den  Nullpunkt 

beschriebenen  Kreisen  begrenzt  ist,  der  Theil  der  zweiten  Ebene, 
der  von  den  mit  den  Radien  Eins  und  a  um  den  Nullpunkt  be- 
schriebenen Kreisen  begrenzt  wird.  Doch  ist  man  übereinge- 
kommen, den  kürzeren  Ausdruck  anzuwenden,  dass  zu  dem  Punkt 
x  +  iy=0  der  ersten  Ebene  der  im  Unendlichen  liegende  Punkt 
der  zweiten,  and  dass  zu  dem  im  Unendlichen  liegenden 
Punkt  der  ersten  Ebene  der  Punkt  t+  iu=^0  der  zweiten  ge- 
höre. Diese  Ausdrucks  weise  schliesst  sich  an  die  in  §  106  ge- 
brauchte Bezeichnung  an,  nach  der  man  sagt,  dass  die  Function 

— — :—  für  den  Werth  x-hiy^O   aufhöre,  endlich  und   stetig 

tC  *i    »1/ 

zu  sein. 

IV.  Mit  alleiniger  Anwendung  der  in  I,  II,  III  unter- 
suchten Operationen  lässt  sich  ein  Bruch  bilden,  dessen  Zähler 
und  Nenner  ganze  rationale  Functionen  des  ersten  Grades  von 
X  4-  iy  sind.  Wenn  daher  t  +  iu  gleich  der  folgenden  Function 
von  x-^iy  ist, 

(12)  t  +  iu=  (^].i;--^^F\^^±^ , 

wo  die  vorkommenden  vier  complexen  Constanten,  damit  t-^-  iu 
nicht  ghich  einer  Constante  werde,  nur  die  Bedingung  eu  erfüllen 
haben,  dass  der  Ausdruck 

(13)  E={a'\'ih)(c,-¥id,)-{a,-\'ih,){c-¥id) 

nicht  gleich  Null  sei^  so  kann  nach  dem  Vorhergehenden  die  Ab- 
bildung der  xy  Ebene  auf  die  tu  Ebene  durch  Verbindung  der 
drei  Arten  der  Abbildung  hervorgebracht  icerden,  die  durch  1, 11, 
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III  characterisifi  sind.  Die  Aasftthrnng  bietet  keine  Schwierig- 
keit dar. 

§  110.    Fimotlonen  von  mehreren  oomplezen  Variabein. 

Man  kann  von  der  in  §  lOG  aufgestellten  Definition  einer 
Function  einer  complexen  Variable  zu  der  Definition  einer  Func- 
tion von  mehreren  complexen  Variabein  übergehen.  Für  einen 
Ausdruck,  welcher  aus  beliebigen  complexen  Constanten  und 
den  n  complexen  Variabein 

rational  gebildet  ist  und  die  Bezeichnung 

(1)  ^  +  iu  =  /"(^„  ^2,.. -O 

haben  möge,  wird  nach  den  in  §  105  angefahrten  Grundsätzen 
das  vollständige  Differential  erhalten,  indem  man  vermöge 
der  fitr  das  Gebiet  der  reellen  Grössen  bekannten  Kegeln  die 
partiellen  Differentialquotienten  von  f{js^^  ^.^,...  js^)  in  Bezug  auf 
5p  jsf^y.,.  z^  nimmt  und  mittelst  derselben  den  Ausdruck 

(2)  Ai^-iäu 

aufstellt.  Dem  entsprechend  heisst  eine  Verbindung  t  +  iu,  bei 
toelcher  die  reellen  Bestandtheile  t  und  u  von  den  2n  reellen 
Variabein  x^^  j/„  x^^  ^j,  • . .  x,i  y„  abhängen^  eine  Function  der  n 
complexen  Variabein  x^-^-iy^^  x^+iy^^,.,  ^n'^^Vn^  wofern  für 
die  Verbindung  der  vollständigeti  Differentiale  dt  +idu  die  Glei- 
chung 

(3)  dt  +  idu=^{^,  +  ii^^){dx,-¥idy,)  -h ...  +  {^^+ifi^)(dx^'hidyj 

besteht,  in  der  f„  rj^,  £j,  rj^j...  ^^,  ry,  reelle  Functionen  der  2w 
reellen  Variabein  bedeuten. 

In  Folge  der  Gleichung  (3)  hat  jede  der  Verbindungen 
?i  +  *  ^r  $1+ » %y  •  •  •  ^«+  *  ^«  wieder  die  Eigenschaft,  eine  Func- 
tion der  n  complexen  Variabein  x^  +  i yj,  x^+iy^,...x^+i y^  zu 
sein.  Den  Beweis  wollen  wir  für  zwei  Variabein  mittheilen; 
derselbe  lässt  sich  für  beliebig  viele  Variabein  ebenso  ftlhren. 
Bei  n  =  2  enthält  die  Gleichung  (3)  die  Gleichungen 
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(4) 


=  1., 


=-';ii 


du                   dt          ^ 

dx,     '^*'  dx^     ^*' 

d« 

a^.  - '-' 

du         j.         dt 

5y. 

für  ^i  +  ifji  und  ^j+i*?,  sind  die  entsprechenden  Systeme  von 
Gleichungen  zu  beweisen.  Wegen  der  vollständigen  Symmetrie 
braucht  man  nur  einen  Ausdruck,  etwa  li  +  i'/i,  zu  betrachten; 
fUr  diesen  handelt  es  sich,  wenn  man  den  Gebrauch  neuer  Be- 
zeichnungen ersparen  will,  um  die  Gleichungen 

d^^ ö5i         df|^^ di^ 

dx^  ~  dy^  '  dx^  ""  dy^ 
Die  beiden  Gleichungen,  in  denen  $»  und  r^^  nach  x^  und  y, 
differentiirt  sind,  folgen  aus  den  Gleichungen  (4),  in  welchen  t 
und  u  nach  x^  und  iy^  differentiirt  vorkommen,  genau  so  wie 
in  §  108  die  Gleichungen  (3)  aus  den  Gleichungen  (2).  Da- 
gegen leitet  man  die  beiden  übrigen  Gleichungen  (5)  folgender- 
massen  aus  (4)  ab: 


(6) 


—  > 


\      dx^  dx^  dx^  dy^ 

_dh_     ^       ^g«       ^       di^     ^       dfj, 
dx^  dx^  dx^  dy^ 

f!(M.!.(-t)._!(t)._._i(t) 

(7)  'J      dx^  dx^  dx^  dy^ 

dx^  dx^  dx^  dy^ 

wodurch  unsere  Behauptung  gerechtfertigt  ist. 
Unter  der  Voraussetzung  von  (3)  wird 

respective  der  von  der  Function  t  +  iu  nach  der  Variable 
^i'^^Vv  ^i'^iVv'"  ^n'^^yn  genommene  partielle  Differential- 
quotient genannt,  und  zwar  kommen  die  Bezeichnungen 
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zur  Anwendnog.  Auch  liegt  in  dem  Bisherigen  die  Berech- 
tigung, das  Verfahren  der  partiellen  Differentiation  der  Func- 
tion t  +  tu  in  Bezug  auf  die  einzelnen  complexen  Variabein  zu 
wiederholen,  und  so  partielle  Differentialquotienten  von  beliebi- 
gen Ordnungen  abzuleiten. 


Capitel  II. 

Umkehrang  einer  Function  einer  complexen 

variabeln  Grösse. 

§  lU.   Anftlyttsoher  und  geometrisohw  ProoMW  der 
Umkehnmiir  •tner  Fnnotlon  einer  complexen  Tariftblen  Chrösse. 

Wenn  t  +  iu  eine  gegebene  Function  von  x  +  iy  bedeutet, 
also  t  und  u  gegebene  Functionen  von  x  und  y  sind,  so  kann 
die  Umkehning  dieses  Systems  von  Functionen  geucht,  und 
vermöge  der  Grundsätze  des  Capitels  XIV,  Abschnitt  I,  die 
Abhängigkeit  ermittelt  werden,  in  welcher  x  und  y  von  t  und 
tt  stehen.  Hierbei  zeigt  sich,  dass  x  +  iy  wieder  eine  Function 
von  t  +  iu  ist.  Dem  §  103  entsprechend  wird  unter  der 
Voraussetzung,  dass  einem  Werthsystem  x  =  x{0),  y  =  y(0) 
das  Werthsystem  ^=^(0),  u  =  u{0)  zugeordnet  sei,  das  zu 
x  =  x{l),  y  =  y(l)  gehörende  Werthsystem  ^  =  ^(1),  M  =  tt(l) 
bestimmt.  Dann  hat  man  zuerst  das  System  von  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen 

dt 


(1) 


dx 

sy 

du 

dt 

du            dt 

du 

dx 

dy        dy 
dt 

dx 

dy_ 

dt 

dx 

du 

du         dt 

du 

dx 

dy        dy 

dx 

und  hierauf  das  System  von  eben  solchen  Differentialgleichungen 
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(2) 


du 


da 
~di 


dt 


sy 

dt 

dx 

du 

■  — 

dt 

du 

dx 

— 

d 
d. 

U 
X 

dt     du  dt     du 

dx    dy  dy    dx 

in  der  dort   bezeichneten  Weise  zu   integriren.    Zugleich  folgt 
aus  (18)  des  §  104,   dass,  sobald  man  x  und  y  als  Functionen 

von  t  und  u   auffasst,   die   in  (1)  für  -—  und   ^  i   in  (2)    für 

^  du  du 

~  und  -~  angegebenen  Ausdrücke   beziehungsweise  den  par- 
tiellen Differentialquotienten  -r— >  t,-»  -^-tj  -M  gleich  sind.  Aus 

du    du    dt     dt   ° 

der  für  die  Function  t  -\riu  geltenden  Definitionsgleichung 
(3)  dt  -i-  iäu  =  (^4-  tri)  {dx  +  idy) 

folgen   nun   characteristische  Vereinfachungen.    Weil  die  Glei- 
chungen 

dt  du 


(4) 


dt 


dx 

du 

dx  dy      ' 

gelten,  so  erhält  die  Functumaldeterminante  der  Functionen  t  und 
u  den  Werth 

^^^     dxdy     dydx^\dx)      \dy)^\d^)      Uy/  "^  ' 

der  gleich  einer  Summe  von  jswei  QtiadrcUen  ist.  Ferner  ent- 
stehen aus  (1)  und  (2),  indem  auf  der  linken  Seite  die  Zeichen 
der  partiellen  Differentialquotienten  eingeführt  werden,  die  Glei- 
chungen 

du 

dx  dx 

d 


(6) 


u      (duV     (duV 
\dx)  '^[dyj 


dy_ 

d 


du 


[dx)  '^[dy) 
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dl 

dx  dx 

Tt'' 


(7) 


dt 


ö_t_ 
dy dy 

Da  die  beiden  Nenner  denselben  Werth  haben,  so  giebt  die 
Anwendung  von  (4)  das  Resultat 

d  X dy 

dt        du 

nach  welchem,  wie  vorhin  behauptet  wurde,  in  der  That  x+iy 
eine  Function  von  t  +  iu  ist. 

Wofern  x  und  y  schon  als  Function  von  t  und  u  bestimmt 
sind,  erweist  sich  X'\-iy  dadurch  als  Function  von  ^  +  fu,  dass 
die  Gleichung  (3),  indem  beide  Seiten  mit  §  +  if]  dividirt  wer- 
den, in  die  Gestalt 

(9)  dz+idu  =  :rT-^(dt  +  idu) 

g  +  ifl 

übergeht.  Auch  sieht  man  sogleich  ein,  dass  der  von  x-^-iy 
nach  t  +  iu  genommene  Differentialquotient  gleich  dem  reciproken 
Werthe  des  von  t  +  iu  nach  x  +  iy  genommenen  DiffererUialqwh 
tienten  ist.   In  der  betreffenden  Gleichung 

noi  £(^L±lA  —  —±— 

^    ^  d(t  +  iu)  ~  l  +  M 

ist  die  Regel  des  §  11  verallgemeinert 

Bei  der  geometrischen  Betrachtung,  in  welcher  x-^iy 
einen  Punkt  einer  ersten,  t-^iu  einen  Punkt  einer  zweiten 
Ebene  bezeichnet,  läoft  der  Hatz,  dass,  wenn  /  +  tu  eine  Func- 
tion von  x-i-iy  ist,  aneh  nmgekefart  x-¥iy  eine  Function  von 
t'¥iu  sein  moM,  aaf  die  augenfällige  Tbatsache  hinaus,  das«, 
wenn  mit  einem  I>rde^k  der  ertiten  Ebene  von  unendlich  klei- 
nen Seiten  da«i  zogf^rjirdnete  Dreieck  der  zweiten  Ebene  ähnlich 
und  filtithl\^4iitnA  mI,  mi^M  Am  ernte  Dreieck  mit  dem  zweiten 
ähnlich  and  gleicKli^^end  Ui.    Ferner  hat  der  Umstand,  das« 
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bei  der  Vertauschung  der  beiden  Ebenen  statt  ^  +  ifj  der  Aus- 
drack  z—--  auftritt,  und  dass  dureh  Einführung  der  in  (9)  des 
§  106  bezeichneten  Grössen  die  Gleichungen 

(11)         ^4-ii/=(j(cosy  +  i8iny),  ;r-— T-=  —  (cosr  — isiny) 

entstehen,  den  ebenfalls  evidenten  geometrischen  Inhalt,  dass 
bei  dieser  Vertauschung  das  Verhältniss  der  linearen  Vergrös- 
serung  in  den  reciproken  Werth  und  der  durch  y  dargestellte 
Drehungswinkel  in  den  gleichen  und  entgegengesetzten  Werth 
verwandelt  wird. 

Was  die  zur  Lösung  der  Umkehrungsaufgabe  gebildeten 
Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  anlangt,  so 
bestimmt  nach  §  103  das  System  (l)  auf  der  ersten  Ebene  die- 
jenige von  dem  Punkt  x{0)  +  iy(())  ausgehende  Linie,  welche 
zu  der  auf  der  zweiten  Ebene  von  dem  Punkte  ^(0)4-iu(0)  bis 
zu  dem  Punkte  t(0)  +  iu{l)  gezogenen,  mit  der  u  Axe  parallelen 
geraden  Linie  gehört,  ferner  giebt  das  System  (2)  auf  der  ersten 
Ebene  die  Linie,  welche  an  die  so  eben  bezeichnete  anschliesst, 
zu  der  auf  der  zweiten  Ebene  von  dem  Punkte  t(0)-^iu(l)  bis 
zu  dem  Punkte  ^(l)-4-if<(l)  gezogenen  mit  der  f  Axe  parallelen 
geraden  Linie  gehört,  und  den  gesuchten  Punkt  a;(l) -f-iy(l) 
zum  Endpunkt  hat. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  fiir  die  Umkehrungsaufgabe 
ist  die  Voraussetzung,  dass  die  betreffende  Functijonaldeterrai- 
nante  nicht  verschwinden  darf.  In  Folge  von  (3)  ist  die  letz- 
tere, wie  in  (5)  angegeben,  gleich  der  Quadratsumme  ^^-^-tj^^ 
und  kann  daher  nur  mit  der  coraplexen  Grösse  ^  +  iti  zusam- 
men verschwinden.    Sobald  für  einen  Werth  x  +  iy  der  Diflfe- 

rentialquotient  -}      *   •^==g4-tiy   gleich   Null   wird,   verlieren 

die  Schlüsse,  mittelst  deren  in  §  106  aus  der  dortigen  Gleichung 
(1)  gefolgert  wurde,  dass  das  in  der  zweiten  Ebene  befindliche 
Dreieck  von  den  Ecken  (12)  dem  in  der  ersten  Ebene  befind- 
lichen Dreieck  von  den  Ecken  (11)  ähnlich  sei,  wie  dort  be- 
merkt ist,  ihre  Gültigkeit,  und  unter  dieser  Voraussetzung  fehlt 
das  Recht,  aus  der  obigen  Gleichung  (3)  die  Gleichung  (9)  ab- 
zuleiten. 


§  111.  Geometrische  Deutung.  658 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Umkehrung  der  rationalen 
Functionen  einer  complexen  Variable,  und  beginnen  mit  der 
gebrochenen  Function,  welche  in  §  109  unter  IV  angeführt  ist, 
deren  Zähler  und  Nenner  ganze  rationale  Functionen  des  ersten 
Grades  von  rc  +  iy  sind, 

(12)  t^iu=:^±l§^^±^±^^^±l^- 

hierbei  wird  die  Verbindung 

(13)  JE  =  (a  +  ib)  (c,  +  id,)  —  (a,  +ib,)  (c  +  id) 

als  von  Null  verschieden  vorausgesetzt.    Aus  (12)  ergiebt  sich 

für  x  +  iy  eine  Gleichung  des  ersten  Grades,   deren  Anfl^ung 

die  Bestimmung 

ri4^  X  \  iü-  ^^»  +^'0(^  +  *^)-(«i  +*^) 

liefert.  Es  wird  also  x  +  iy  ebenfalls  gleich  einem  Bruche,  des- 
sen Zähler  und  Nenner  ganze  rationale  Functionen  des  ersten 
Grades  von  t  +  iu  sind,  und  bei  dem  die  mit  E  correspondirende 
Verbindung  ebenfalls  gleich  E  ist.  Nach  (12)  gehört  zu  jedem 
x  +  iy  ein  eindeutig  bestimmter  Werth  (-{-iu,  nach  (14)  zu  je- 
dem t  +  iu  ein  eindeutig  bestimmter  Werth  x  +  iy.  Für  die 
betrefifenden  Differentialquotienten  entstehen  ans  (12)  und  (14) 
nach  §  105  und  107  die  Ausdrücke 

d(t  +  iu)  E 


(15) 


dije-^-iy)       ((c  +  id)  {a  +  iy)  +  c,  +  trfj' 


^     ^  d(t+iu)       {-{c'^id)it+iu)  +  a  +  ihy  ' 

deren  Product  gleich  der  Einheit  sein  muss;  dies  wird  durch  die 
aus  (12)  folgende  Gleichung 

(17)  ({c+id)(x^iy)+c,  +id,){'-{c+id)(t  +  iu)  +  a-^ib)=E 
bestätigt.      Wie   man    sieht,    nähert   sich    der   Differentialquo- 
tient -TT — ---  V  dann   und  nur  dann  der  Null,   wenn  die  Norm 
dLv  +  iy) 

von  x  +  iy  über  jedes  Mass  zunimmt  und  ^-t-ttt=  — -7-^  wird; 
^  *'  C+id 

derselbe    Differentialqnotient    hat    dann    und    nur   dann    eine 

über  jedes  Mass  wachsende  Norm,   wenn  die  Norm  von  t  +  in 

c  +  id 

über  jedes  Mass  wächst  und  x  +  iy  = ^ — ^,*  wird.  Beider 

**  ^'  c  +  td 
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in  (12)  dargestellten  Abhängigkeit  entsprechen  daher  die  ganze 
X  y  und  die  ganze  t  u  Ebene  einander  eindeutig  mit  einer  in 
den  zugehörigen  kleinsten  Theilen  vorhandenen  Aehnlichkeit. 
Ausnahmen  von  diesem  Gesetz  finden  nur  dann  statt,  sobald  der 

Punkt  a?+»y  dem  Werthe — r^:    und  sobald   der  Punkt 

t-k-iu  dem  Werthe      .  .  ,  genähert  wird,  und  zwar  in  der  Weise, 

dass  im  ersten  Falle  einem  Dreieck  von  unendlich  kleinen  Sei- 
ten in  der  ersten  Ebene  nicht  mehr  ein  ähnliches  Dreieck  von 
unendlich  kleinen  Seiten  in  der  zweiten,  und  im  zweiten  Falle 
einem  Dreieck  von  unendlich  kleinen  Seiten  in  der  zweiten 
Ebene  nicht  mehr  ein  ähnliches  Dreieck  von  unendlich  kleinen 
Seiten  in  der  ersten  Ebene  entspricht. 


§  ua.    Umkjfthnmff  eln«r  poiltiTon  ganxen  Polens  einer 
Variftbie.    Wlndnngepnnkt  einer  Blemann'schen  Fl&ohe. 

Die  Forderung,  aus  der  Gleichung 

(1)  t+%u=^{X'^iy)\ 

in  welcher  »eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  x+iy 
als  Function  von  <  + » w  zu  bestimmen,  fällt  mit  der  Aufgabe  zu- 
sammen, eine  reine  Gleichung  des  nten  Grades  aufzulösen,  in 
welcher  t-{-%u  beliebig  gegeben  ist  und  die  Unbekannte  mit 
x-^iy  bezeichnet  wird.  Von  der  letztem  Aufgabe  ist  in  I,  §  33 
eine  für  jeden  Werth  von  n  geltende  vollständige  Behandlung 
mitgetheilt  worden,  bei  welcher  die  Eigenschaften  der  trigono- 
metrischen Functionen  benutzt  sind.  Dann  folgt  in  I,  §  34  eine 
Auflösung  der  reinen  quadratischen  Gleichung,  wobei  nur  die 
Ausziehung  von  Quadratwurzeln  aus  reellen  positiven  Grössen 
zur  Anwendung  kommt.  Zufolge  dieser  Methode  genügen  der 
Gleichung 

(2)  ^  +  iw  =  (a:  +  fy)« 

zwei  und  nur  zwei  Werthe  von  x-\-i  y,  welche,  sofern  man  die 
mit  dem  Vorzeichen  von  u  versehene  Einheit  mit  t  bezeichnet 
und  die  Quadratwurzel  positiv  nimmt,  folgendermassen  lauten 

(3)  a:  +  »y=      ^ ^ +  »C^ 1: > 
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(4)  a;  +  fy  = 


~"  2  *'  2  ' 

Auf  die  vorstehenden  Ausdrücke  ist  in  §  14  dieses  Bandes  eine 
rein,  analytische  Definition  der  inversen  und  directen  trigono- 
metrischen Functionen  gegründet  worden,  ans  der  die  Eigen- 
schaften der  trigonometrischen  Functionen  folgen,  welche  zur 
Beherrschung  der  mit  einem  beliebigen  n  gebildeten  Gleichung 
(1)  gebraucht  werden. 

Da  der  DifTerentialquotient 

(5)  y+«u)  .-, 

für  den  Werth  x  +  iy  =  0  verschwindet,  so  hat  man  nach  dem 
vorigen  §  fllr  die  Umgebung  des  zugeordneten  Punktes  der 
ersten  Ebene  eine  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche  Abbildung 
nicht  zu  erwarten.  Sobald  die  Grössen  x,  y,  ty  u  wie  die  ent- 
sprechenden Grössen  in  I,  §  33  durch  die  Polarcoordinaten 

(6)  a:  =  rcosd,  y  =  rsind,  ^  =  «cos(jf>,  fi  =  ssin9) 
ausgedrückt  werden,  wobei  r  und  s  stets  positiv  sind,  verwan- 
delt sich  (1)  in  die  Gleichung 

(7)  s  (cos  qp  -f- » sin  y)  =  r"  (cos  n  ^  +  t  sin  n  v^) ; 
hiernach  wird 

(8)  «co8  9>  =  r"cosn^,  S8in9)  =  r"8inn^, 
und 

(9)  «  =  r",  cosqp  =  cosn^,  sin  qp  =  sin  n  ^. 

Der  Betrag  r  der  complexen  Grösse  x  '\-  iy  giebt  für  die 
erste  Ebene  den  Abstand  des  Punktes  x  +  iy  von  dem  Null- 
punkt, der  mit  dem  Werthe  Null  beginnende  Winkel  ^  den 
Drehungswinkel  des  radius  vector  an,  dessen  An&ngslage  mit 
der  positiven  x  Axe  zusammenfällt;  8  und  9)  haben  für  den 
Punkt  t  +  iu  der  zweiten  Ebene  die  entsprechende  Bedeutung. 

Wegen  der  Gleichung  s  =  r"  bleibt  bei  ungeändertem  Betrage 
r  der  Betrag  s  ebenfalls  ungeändert.  Während  in  der  ersten 
Ebene  der  Punkt  x-hiy  um  den  Nullpunkt  auf  einer  Kreislinie, 
deren  Halbmesser  den  festen  Werth  r  hat,  fortschreitet,  und  9 
von  der  Null  stets  zunehmend  zu  einem  Werthe  ^,  übergeht, 
bewegt  sich  der  zugeordnete  Punkt  t  +  iu  in  der  zweiten  Ebene 
auf  einer  Kreislinie,  deren  Halbmesser  gleich  8  ist,  und  der  be- 
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treffoDde  Winkel  y,  der  beständig  gleich  dem  n  fachen  Winkel 
^  ist,  wächst  von  der  Null  bis  zu  dem  Werthe  g>i  =  ndj.  Es 
sei  nun  0^^  kleiner  als  der  nte  Theil  der  ganzen  Peripherie 
2  TT,  so  dass  q>  kleiner  als  2  n  bleibt,  dann  entspricht  dem  Drei- 
eck der  efsten  Ebene  mit  den  Eckpunkten 

r,  0,  r(cos  ^,  + 1  sin  *,) 
das  Dreieck  der  zweiten  Ebene  mit  den  Eckpunkten 

s,  0,  s(co8  (jf>i  +  i  sin  qpj ; 
auch  werden  für  einen  hinreichend  kleinen  Werth  von  r  sowohl 
die  Seiten  des  ersten  wie  des  zweiten  Dreiecks  beliebig  klein; 
jedoch  findet  zwischen  den  beiden  Dreiecken  vermöge  der  Un- 
gleichheit der  an  den  Nullpunkten  liegenden  Winkel  keine 
Aehnlichkeit  statt. 

Zufolge  I,  §  33  entsprechen  einer  beliebig  gegebenen 
Grösse  <  +  i  w  =  s  (cos  (jp  4-  i  sin  q>)  die  n  von  einander  verschiede- 
nen Werthe  von  x  +  iy^ 

(10)  ys  (cos-^ -f-tsin^^ 1» 

wobei  h  der  Reihe  nach  gleich  0, 1,  2, . .  n  —  1  zu  setzen  ist 
Daselbst  wird  x  4-  iy  eine  n-deutige  Function  von  t  +  iu  genannt, 


und  nach  I,  §  54  durch  das  n-detäige  Wurzelzeichen  ^t  -h  iy  dar- 
gestellt, statt  dessen  man  auch  das  Zeichen 

(11)  a:  +  ty=(<-f-tw)" 

gebraucht.  In  der  geometrischen  Repräsentation  entspricht  also 
einem  Punkte  x  +  iy  nur  ein  Punkt  t  +  iu^  während  zu  einem 
Punkte  t+iu  hingegen  n  Punkte  x  +  iy  gehören,  die  nach  (10) 

n 

auf  dem  Umtange  des  mit  dem  Halbmesser  ]fs  um  den  Null- 
punkt beschriebenen  Kreises  so  liegen,  dass  sie  die  Kreislinie 
in  n  gleiche  Theile  theilen.  Eine  neue  Ansicht  dieser  Beziehung 
entsteht  aus  einem  Gedanken,  der  in  §  93  zu  einem  anderen 
Zwecke  angewendet  ist.  Man  darf  sich  vorstellen,  dass  das 
abzubildende  ebene  Stück  wie  ein  Blatt  auf  der  x  y  Ebene 
liege,  dass  jeder  kleinste  Theil  dieses  Blattes  den  zugeordneten 
kleinsten  Theil  eines  auf  der  tu  Ebene  befindlichen  ebenen  Blattes 
erzeuge,  und  dass  die  Theile  des  zweiten  Blattes  genau  in  der- 
selben Weise  wie  die  correspondirenden  Theile  des  ersten  Blattes 
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stetig  zusammenhängen.  Wir  betrachten  jetzt  den  Theil  der 
xy  Ebene,  welcher  nach  den  obigen  Bezeichnungen  durch  den 
vom  Nullpunkte  nach  x-k-iy  gezogenen   festen  radius  vector  r 

bestrichen  wird,  während  der  Winkel  ^  von  0  bis   -   zunimmt. 

n 

In  Folge  dessen  bestreicht  in  der  ^m  Ebene  der  vom  Nullpunkt 

nach  t  +  iu  gezogene  feste  radius  vector  s  das  Flächenstück, 

für   welches   der  Winkel  fp  von  0  bis  27r  wächst.    Nach  der 

angegebenen  Vorstellung  liegt  nunmehr  auf  der  ersten  Ebene 

271 

ein  Kreissector  von   dem  Winkel  —   und   dem  Halbmesser  r, 

welcher  auf  der  zweiten  Ebene  einen  Kreis  vom  Radius  s  erzeugt. 

Wofern  der  Winkel  ^  nochmals  um  —  grösser  wird,  beschreibt 

der  Winkel  <)p   eine   zweite    Kreisperipherie;    jedem    Zuwachs 

von   t^    um  -     entspricht   also   die    Zunahme   von  (p   um    2n, 

Mithin  liegen  auf  der  ersten  Ebene  n  auf  einander  folgende 
Sectoren,  bei  denen  der  n  te  an  den  ersten  anschliesst  und 
dadurch  ein  kreisförmiges  Blatt  vollendet.  Auf  der  zweiten 
Ebene  befinden  sich  dagegen  n  kreisförmige  Blätter,  bei  denen 
nach  der  gegebenen  Regel  der  letzte  Radius  vector  des 
ersten  mit  dem  ersten  radius  vector  des  zweiten,  der  letzte 
radius  vector  des  zweiten  mit  dem  ersten  radius  vector  des 
dritten,  u.  s.  f.  der  letzte  radius  vector  des  nten  mit  dem 
ersten  radius  vector  des  ersten  Blattes  zusammenhängt.  8o 
entsteht  ein  Glanzes  von  n  über  einander  liegenden  in  der  be- 
zeichneten Weise  zusammenhängenden  Blättern,  wobei  das  letzte 
Blatt  wieder  mit  dem  ersten  verbunden  ist.  Dieses  Bild  einer 
n-blätterigen  Fläche  ist  von  Riemann  in  der  schon  erwähnten 
Inauguraldissertation  eingeführt  und  nach  ihm  benannt  wor- 
den. Die  so  eben  beschriebene  auf  der  tu  Ebene  liegende 
n-blätterige  Fläche  besitzt  den  Vorzug,  dass  jedem  Punkte  t  +  iu 
derselben  ein  einziger  Punkt  x  +  iy  entspricht,  und  dass  daher 
x-^-iy  zu  einer  eindeutigen  Function  des  Ortes  t'¥iu  auf  den- 
Fläche  wird.  Insofern  ein  auf  jener  Fläche  durchlaufener  Weg, 
nachdem  um  den  bezeichneten  Nullpunkt  n  Windungen  gemacht 
sind,  zu  dem  Ausgangspunkte  zurückführt,   bat  Rietnann   einen 

UiMchlU.  Aiuüytlfl  II.  42 
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PaDkt  TOD  der  Beschaffenheit  des  Nullpunktes  einen  Windungs- 
punkt genannt,  und  zwar  einen  Windungspunkt  der  (n  —  l)ten 
Ordnung. 

Vermittelst  der  allgemeinen  in  (10)  des  vorigen  §  enthal- 
tenen Regel  erhält  man  aus  (5)  für  den  Differentialquotienten 
der  in  (11)  bezeichneten  Function  x  +  iy  den  Ausdruck 

(12)  jQr  +  ij^)^  ^   -^-r 

d{t-\'iu)       n(x  +  ipy 

Auf  der  rechten  Seite  ist  dann  derjenige  unter  den  n  Werthen 

von  (t  +  iu)  ,  dessen  Differentialquotient  gesucht  veird,  zu  sub- 

stitniren,  wodurch  die  Gleichung 

i_ 

nQ\  djt  +  iuf      I    /.  .   .   N^""' 

(13)  ,/.  .   .  X  =  —  (t  +  tu) 
'                           d(<  +  tu)        n 

entsteht.  Während  die  Function  (^  +  *w)  für  einen  gegen  die 
Null  abnehmenden  Betrag  von  t-^iu  oder  für  eine  Annähe- 
rung von  i'\-iu  gegen  den  Werth  Null  einen  ebenfalls  gegen 
die  Null  convergirenden  Betrag  erhält,  wächst  dabei  der 
Betrag  der  rechten  Seite  von  (13)  über  jedes  Mass  hinaus. 
Mithin  bildet  der  Werth  ^+i'tt  =  0  selbst  eine  Ausnahme,    för 

welche    die    Gleichung    (13)    strenge    genommen    nicht    mehr 

1 

gilt;  nach  dem  eingeführten  Sprachgebrauche  ist  (^-j-tw)  für 
^  +  {u=0  zwar  noch  eine  endliche  aber  nicht  mehr  eine  stetige 
Function  von  i  +  iu. 

Da  für  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  m  die 
Gleichung 

(")       '^^="(-'»>" 

gilt,  so  wird  der  Differentialquotient  einer  Potent  von  Z  +  tw 
mit  beliebigem  rationalem  Exponenten  ->  welche  durch  die 
Gleichung 

m  1 


"'.« 


(15)  (^+»«)    =((^4- tu)  )• 

definirt  ist,    und,   falls  m   und  n  keinen  gemeinsamen  Theiler 
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haben,    eine  w-deutige  Function  von  t-hiu  bildet,   nach  §  109 
durch  die  Gleichung 


m 


^-1 

n 


a{t+  tu)  n  ^ 

ausgedrückt,  die  mit  (19)  des  §  9  übereinstimmt.  Auf  der  letz- 
teren beruht  die  Differentiation  der  algebraischen  mit  Hülfe 
von  Wurzelzeichen  dargestellten  Functionen  einer  reellen  Va- 
riable, so  dass  wieder  für  die  Differentiation  der  gleichnamigen 
Functionen  einer  complexen  Variable  die  gleichen  Regeln 
gelten. 
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Variable.    FnndamentalMktz  der  algebraischen  Olelchongen« 

Eine  beliebige  rationale  ganze  Function  des  nten  Grades 
von  der  Variable  x-^iy  sei  folgendermassen  bezeichnet 

( I)  f{x+iy)^(a, 4-  ih,)  (x+iyy  +  (a,  +  ib,)  (x  +  iy^'  4- . .  +  a,  4-  i6„, 

wobei  der  Coefficient  o«  +  ib^   von  Null  verschieden  vorausge- 
setzt ist.    Wenn  nun  bei  der  Gleichung 
(2)  t  +  iu=f{x-{'iy) 

die  Grösse  x  +  iy  als  Function  von  t  +  iu  betrachtet  wird, 
so  hat  man  für  jeden  beliebig  gewählten  complexen  Werth 
<(l)4-iw(l)  alle  der  Gleichung  (2)  genügenden  Werthe  von 
x  +  iy  aufeusuchen.  Diese  ist  in  Bezug  auf  a;  +  »y  eine  alge- 
braische Gleichung  des  nten  Grades  und  liefert  nach  dem  in 
I,  §  61  u.  ff.  bewiesenen  Fundamentalsatze  stets  n  Wurzeln, 
von  denen  unter  gewissen  Bedingungen  mehrere  zusammenfallen 
können.  Somit  wird  durch  die  Umlehrung  der  Gleichung  (2) 
die  Grösse  x-i-iy  als  eine  n-deutige  Function  der  Grösse  t  +  iu 
bestimmt.  Für  den  Differentialquotienten  von  t  +  iu  ergiebt  sich 
(    d{t  +  iu)        .,,         .   . 

(3)      d(:^T7-y)=^(^+»y)' 

woraus  nnter  Ansschliessnng  der  Werthe,  ttlr.die  f'{x  +  %y)  ver- 
schwindet, nach  (9)  des  §  112  der  Differentialquotient  von 
X+iy 
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/ix  d{a  +  ip)  ^ 1_ 

^  ^  dQ  +  iu)       r(x+iy) 

hervorgeht. 

Es  wird  zu  einem  genaueren  Verständniss  der  Abhängig- 
keit, in  welcher  x  +  iy  von  t  +  iu  steht,  beitragen,  wenn  wir 
von  dem  gegenwärtigen  Standpunkte  auf  den  angeführten  Be- 
weis des  algebraischen  Fundamentaltheorems  zurückblicken  und 
denselben  zur  Lösung  der  Aufgabe  verwenden,  für  den  so  eben 
mit  ^(l)  +  tu(l)  bezeichneten  Werth  einen  Werth  rr  +  iy  zu  er- 
mitteln, der  die  Function 

(5)  t  +  iu—til)-iu{l)=fix-{'iy)-t{l)-iu(l) 

zum  Verschwinden  bringt.  Das  dortige  Verfahren  lehrt  eine 
Folge  von  Grössen  bestimmen 

(6)  x"'^+  iy^'^^Z^"^,  x^''+  W''=Z^\ . . . 

bei  deren  Substitution  die  Beträge  der  linken  Seite  von  (5) 
immer  abnehmend  der  Null  beliebig  ^lahe  kommen,  und  die 
gegen  einen  festen  Grenzwerth,  den  gesuchten  Werth  x  +  iy^ 
convergiren.  In  der  im  ersten  Bande  mitgetheilten  Darstel- 
lung wird  X'\'iy  durch  einen  Punkt  einer  Ebene,  doch  t  +  iu 
nicht  durch  den  zugeordneten  Punkt  einer  zweiten  Ebene 
repräsentirt.  Da  bei  der  neuen  Anschauung  der  Betrag  der 
linken  Seite  von  (5)  den  Abstand  des  Punktes  t  +  iu  von  dem 
Punkte  <(l)  +  iw(l)  ausdrückt,  so  sind  die  Punkte  (6)  der  Be- 
dingung unterworfen,  ddss  die  Entfernungen  der  auf  der  zweiten 
Ebene  zugeordneten  Punkte 

(7)  f'^  U''=  W^'\  f'+  iu'''=  W''\  . . . 

von  dem  gegebenen  Punkte 

(8)  ti\)  +  iu{l)=W{l) 

der  Reihe  nach  stets  abnehmen  und  der  Null  beliebig  nahe 
kommen.  Man  bestimmt  die  Grössen  (6)  aus  der  ersten  Z^°\ 
indem  nach  einer  gewissen  Vorschrift  die  succeösiven  Differenzen 

(9)  Z^'^-Z''^  =  JZ''\  Z^'^-Z^'^=JZ^'\  . . . 

gebildet  werden;  dies  bedingt  die  in  der  zweiten  Ebene  von 
dem  ersten  zum  zweiten,  vom  zweiten  zum  dritten  Punkt  u.  s.  f. 
gezogenen  geraden  Linien.  Die  Richtung  und  Länge  der  Linien 
wird  aus  der  betreffenden  Differenz /"(Z-i-^Z) — /*(Z)  gefunden, 
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die  nach  dem  in  I,  §  49  enthaltenen  Satze  ftlr  irgend  zwei 
coniplexe  Werthe  Zund  Z+z/Z  den  Ausdruck  hat 

(10)  az+jz)  f[Z)=nz)jz-^f^f {jzf+...-\rf^^^ 

hier  ist  wieder  nach  §  108  für  jede  Zahl  p 

(11)  ^'m^^f^xz). 

dZ 
Denkt  man  sich,  dass  auf  der  zweiten  Ebene  eine  gerade  Linie 
von  dem  Punkte  f{Z)=  T+iU  nach  dem  gegebenen  Punkte 
^(l)+iM(l)  und  eine  gerade  Linie  von  dem  Punkte /*(Z)  =  T4-»  17 
nach  dem  Punkte  f^Z-^-JZ)  gezogen  sei,  und  verlangt,  dass 
die  zweite  Linie  in  die  Richtung  der  ersten  falle,  so  muss  der 
reelle  Theil  zu  dem  Factor  von  t  in  der  Differenz  (10)  dasselbe 
Verhältniss  haben  wie  in  der  Differenz 

(12)  .  -j— icr+^(i)+tM(i), 

oder  die  erstere  aus  der  letztem  durch  Multiplication  mit  einem 
positiven  reellen  Factor  hervorgehn.  Wenn  jedoch  diese  Forde- 
rung nur  für  Werthe  JZ  von  beliebig  kleinem  Betrage  erflillt  sein 
soll,  so  darf  man  statt  (10)  den  ersten  Bestandtheil  der  rechten 

Seite  nehmen,  bei  welchem  die  betreffende  Ableitung  f^\Z) 
nicht  gleich  Null  ist,  und  mit  einer  reellen  positiven  Grösse  h 
die  Gleichung 

(13)  --^Ä(^z)«=,_A(j+iI7«^(l)_i,,(l)). 

aufstellen.  Durch  eine  Vergrösserung  des  positiven  Werthes 
h  wird  in  JZ  nur  der  Betrag,  dagegen  nicht  das  Verhält- 
niss des  reellen  und  imaginären  Theils  geändert.  Wenn  man 
daher  aus  (13)  für  einen  gewissen  Werth  von  Z  die  Differenz 
JZ  bestimmt,  so  ist  die  Richtung  der  von  dem.  Punkte  Z 
nach  dem  Punkte  Z  4- ^Z  zu  ziehenden  geraden  Linie  durch 
die  Richtung  der  in  der  zweiten  Ebene  von  T-k-iü  nach 
^(l)  +  tu(l)  geführten  geraden  Linie  gegeben,  während  die 
Länge  der  ersten  geraden  Linie  von  der  Grösse  des  Werthes  h 
abhängt.  Bei  einer  Vergleichung  dieses  Verfahrens  mit  dem- 
jenigen, welches  in  §  85  zur  Behandlung  des  dortigen  Systems 
von  Differenzengleichungen  gedient  hat,  wird  man  finden,  dass 
den  beiden  Processen  derselbe  Gedanke  zu  Grunde  liegt,   und 
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dass  der  in  Rede  stehende  Beweis  des  algebraischen  Fnnda- 
mentaltheorems  mit  der  Untersuchung  über  die  Möglichkeit  der 
Integration  eines  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 
genau  correspondirt. 

Vermittelst  (13)  wird  die  Differenz  JZ  eindeutig  oder 
mehrdeutig  bestimmt,  je  nachdem  die  Zahl  a  gleich  oder  grös- 
ser als  Eins  ist.  Im  ersten  Falle  ist  itir  den  bezüglichen 
Werth  Z  die  Function  f*(Z)  nothwendig  von  Null  verschieden, 
im  zweiten  Falle  verschwinden  dagegen  nach  der  Voraussetzung 
die  Functionen 

(14)  r{z\r{z\...f-^\z), 

während  f'^\Z)  nicht  gleich  Null  ist.  Demnach  kann  o  nur  für 
solche  Werthe  von  Z  die  Einheit  übertreffen,  für  welche  die 
Function  des  (n — l)ten  Grades  r{Z)  gleich  Null  wird.  Weil 
aber  nach  einer  in  I,  §  62  gemachten  Bemerkung  bei  dem  Be- 
weise der  Existenz  einer  Wurzel  einer  beliebigen  Gleichung  des 
nten  Grades  vorausgesetzt  werden  darf,  dass  der  entsprechende 
Beweis  vorher  für  die  Gleichungen  des  nächst  niedrigeren  Gra- 
des erbracht  sei,  so  haben  wir  angenommen,  dass  die  Wurzeln 
der  Gleichung  /'(£r)  =  0  bekannt  seien  und  die  folgende  Zer- 
legung von  f*[js)  in  Factoren  des  ersten  Grades  liefern 

(15)  f\z)  =  n{% 4- 1 6^)  (^  -'?i)  (^—  '?2)  •  •  •  ^^—%-.^' 

Hier  möge  ri  für  den  jedesmaligen  Zeiger  g  eine  6  te  Wurzel 
der  Gleichung  f*{ßs)=^Q  sein,  so  dass  die  Functionen 

(16)  f'(%),f"i%\---f'''\%) 

gleichzeitig  verschwinden,  f  ^^  (ij^)  aber  von  Null  verschieden 
ist.  In  Folge  dessen  nimmt  die  Zahl  a  in  (13)  dann  und  nur 
dann  einen  von  der  Einheit  verschiedenen  Werth  an,  wenn  Z 
einer  der  Grössen 

(17)  r/i,  rj^j . . .  %^j^ 

gleich  wird,  und  zwar  ist  für  t]^  die  Zahl  0  =  6^  -f-  1.  Um 
sicher  zu  sein,  dass  bei  der  fortgesetzten  Anwendung  des  Ver- 
fahrens kein  Werth  von  Z  vorkommen  kann,  für  den  a  >  1  ist, 
wird  mit  einem  dieser  Werthe  in  der  folgenden  Weise  angefan- 
gen. Unter  den  Grössen  (17)  sei  ry,  so  ausgewählt,  dass  der 
Betrag  der  Differenz 
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(18)  f(f},)-t(\)-iu(\) 

kleiner  oder  doch  nicht  grösser  als  fllr  die  übrigen  ist,  das 
heisst,  der  Abstand  des  in  der  zweiten  Ebene  zu  rj^  zagehöri- 
gen Punktes  von  dem  gegebenen  Punkte  ^(1)  +  tw(l)  =  W(l) 
kleiner  oder  doch  nicht  grösser  ausfällt  als  für  die  zu 
^2>  ^v  "  V.-i  gehörigen  Punkte.  In  Folge  der  angenommenen 
Bezeichnung  wird  für  den  Werth  Z=  rj^  die  in  (13)  auftretende 
Zahl  a  gleich  6,  +  l.    Mithin   gehen   in  der  ersten  Ebene  von 

dem  Punkte  Z^^^^=ri^  unter  gleichen  Winkeln  6^+1  gerade 
Linien  aus,  von  denen  irgend  eine  zum  Beginne  des  Verfahrens 

benutzt   werden    darf.     Dem    nächsten   Werthe  !^^^  entspricht 

dann  ein  Punkt  f{Z^^^)  =  W^^^  der  zweiten  Ebene,  welcher  dem 

Punkte  ^(l)+itt(l)  näher  liegt  als  der  Punkt  /•(Z^^^=T^^®^ 
ferner  ist  die  zu  der  neuen  Gleichung  gehörende  Zahl  a  noth- 
wendig  gleich  Eins;  ebenso  gelangt  man  unter  passender 
Verfügung  über  die  positiven  Grössen  h  zu  einer  beliebig 
genauen  Bestimmung  eines  Werthes  x  +  iy,  ftlr  den  die 
linke  Seite  von  (5)  gleich. Null  ist.  Nach  I,  §  49  können  von 
den  n  Werthen  x  +  iy,  welche  zu  t(l)+iu(l)  gehören,  nur 
dann   mehrere  zusammenfallen,    wenn  die  erste  Ableitung  der 

rechten  Seite  von  (5),  das  heisst    /,     .  .  ^.^  verschwindet,  und 

^  ^'  d(x-{-ty)  ' 

dies  geschieht  eben  nur  für  die  Werthe  (17)  von  x+iy. 

Für  diese  Werthe  verliert  die  Function  f{z)  ihre  Stetigkeit 
und  die  Gleichung  (4)  hört  auf  zu  gelten.  Wendet  man  nun 
die  im  vorigen  §  entwickelte  i2iemann*sche  Vorstellung  auf  die 
zu  (2)  gehörende  n-deutige  Function  a:  +  ty  von  t  +  iu  an,  so 
entsteht  demnach  eine  die  t  u  Ebene  bedeckende  Fläche  von  n 
Blättern,  die  nur  in  denjenigen  Punkten  zusammenhängen,  welche 
zu  den  Punkten  (17)  der  a;y  Ebene  gehören  und  respective  mit 

(19)  f{ri,\f{ri,)...f{%^,) 

bezeichnet  werden.  Wenn  Z  in  der  Gleichung  (10)  der  Reihe 
nach  gleich  i^j,  r;^, . .  %_^  oder  ly^  gesetzt  wird,  so  folgt  aus  dem 
Umstände,    dass    die    Entwickelung   rechts    mit    dem    Gliede 

(5  + 1 ) !    (-^^)*^^'  beginnt,  das  Resultat,  dass  hier  6^+ 1  Blätter 
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der  Riemann' sehen  Fläche  durch  einen  Windungspunkt  der  b,  ten 
Ordnung  vereinigt  sind.  Es  werden  also  in  (19)  die  sämmt- 
lichen  Windungspunkte  der  Fläche  dargestellt,  welche  sonst 
überall  eine  streng  conforme  Abbildung  der  xy  Ebene  liefert 
Bei  dem  Gebrauche  dieser  Anschauung  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass,  indem  das  vorhin  besprochene  Verfahren  mit  dem  Punkte 
der  ersten  Ebene  Z^^^=tj^  anfängt,  die  oben  erwähnten  von 
diesem  Punkte  unter  gleichen  Winkeln  ausgehenden  &,+l  ge- 
raden Linien  die  Möglichkeit  bieten,  von  ly,  in  der  Art  fort- 
zuschreiten, dass  der  entsprechende  Punkt  der  zweiten  Ebene 
von  dem  zugehörigen  Windungspunkte  f{r]J  in  jedem  der  dort 
zusammenhängenden  6,4-1  Blätter  auf  den  mit  ^(l)-hitt(l)  zu 
bezeichnenden  Punkt  hinrückt,  und  dabei  das  einmal  gewählte 
Blatt  nie  verlässt.  Hierdurch  wird  zugleich  bemerklich  gemacht, 
dass  jenes  Verfahren  für  einen  gegebenen  Werth  ^(l)  +  tw(l) 
die  Anzahl  5^+1  von  zusammengehörigen  entsprechenden  Wer- 
then  flf+iy  hervorbringt. 

§  114.    Abhing^keit  swiiohen  xw«i  duroh  eine  algebraisohe 

Oleiohnng  verbundenen  oomplexen  Variabein.    Aoedmok 

einer  allgemeinen  algebraieohen  Fnnotion  einer 

oomplexen  Variable. 

Man  habe  eine  rationale  ganze  Function  der  zwei  oom- 
plexen Variabein  x-^iy^^e  und  t-{-tu=^Wj  welche  nach  ir  vom 
mten,  nach  w  vom  nten  Grade  ist, 

(1)  F(js,  w)  =  ^0 m;"  +  4,  u;""^  +  . . .  +  JL^; 

hier  seien  ^4^,,  -4,, . . .  A^  die  folgenden  mit  beliebigen  oomplexen 
Goefficienten  gebildeten  ganzen  Functionen  von  e^ 

(2)  A,  =  A,,  ^"^  +  ^,,  .r-"^  4-  . . .  +  A,„,^ 


und  m  gleich  der  grösten  in  der  Reihe  mQ,my,.,,m^  vorkom- 
menden Zahl.    Durch  die  Gleichung 
(3)  F{e,  w)  =  Q 

wird  dann  zwischen  den  oomplexen  Grössen  e  und  w  eine  solche 
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Abhängigkeit  ausgedrückt,  dass  nach  dem  Fandamentalsatze 
der  algebraischen  Gleichungen  nWerthe  von  w  zu  jedem  Werthe 
von  £fj  und  m  Werthe  von  e  zu  jedem  Werthe  von  w  gehören. 
Weil  nun  aus  (3)  das  Verschwinden  des  vollständigen  Differen- 
tials dF(Wyg)  folgt,  und  dieses  vermöge  §  110  den  Ausdruck 

(4)  — ^  d(a;  +  ty)  +      ^^     d(t  +  tu) 

hat,  so  gilt  die  Bedingung,  durch  welche  w  als  eine  Function 
von  js,  und  s  als  eine  Function  von  w  characterisirt  ist;  die  be- 
treffenden Differentialquotienten  sind  daher, 

d  F(e,  w) 
,j,v  d(t  -f  iu) dz 

dw 

d  F(z,  w) 
(fC\  <f (a? 4- iy)  __  _        dw 

^^  dit-^iu)  d  F{z,  w) 

d$ 
Damit  die  zu  einem  Werthe  von  m  gehörenden  nWerthe  von  w 

von  einander  verschieden  seien,  darf  — ^  '       nicht  mit  F(jer,  w) 

dw 

gleichzeitig  verschwinden;  ebenso  darf,  damit  die  zu  einem 
Werthe  von  w  gehörenden  nWerthe  von  z  von   einander  diffe- 

riren,  — ^ — -  nicht  mit  Fie^  w)  gleichzeitig  verschwinden. 

öz 

Das  gegenwärtige  Verfahren  entspricht  genau  demjenigen, 
welches  in  §  49  benutzt  ist,  um  den  Differentialquotienten  einer 
durch  eine  algebraische  Gleichung  gegebenen  reellen  Function 
einer  reellen  Variable  zu  erhalten.  Doch  erscheint  die  gegen- 
seitige Abhängigkeit  zweier  Grössen,  zwischen  denen  eine  alge- 
braische Gleichung  besteht,  erst  dann  in  voller  Regelmässigkeit, 
wenn  beiden  Grössen  die  Eigenschaft  von  complexen  Variabein 
beigelegt  wird.  Auch  lässt  sich  jetzt  die  am  Schlüsse  des  §  9 
aufgestellte  Definition,  wonach  eine  algebraische  Function  einer 
Variable  eine  solche  ist,  die  aus  der  Variable  mittelst  einer 
beschränkten  Anzahl  von  algebraischen  Operationen  entspringt, 
und  wonach  ausser  den  rationalen  Operationen  das  Bestimmen 
der  Wurzel  einer  Gleichung,  deren  Coefficienten  rationale  Fanc- 
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tionen  der  Variable  sind,  eine  algebraische  Operation  genannt 
wird,  auf  eine  coniplexe  Variable  und  auf  die  Anwendung  von 
beliebigen  complexen  Gonstanten  in  den  rationalen  Operationen 
ausdehnen;  gleichzeitig  enthält  das  Vorhergehende  den  Beweis, 
dass  das  Ergebniss  der  bezeichneten  mit  einer  complexen  Va- 
riable x-i-iy  vorgenommenen  Operationen  der  Forderung  (1)  des 
§  1Q6  gentigt  und  daher  eine  Function  der  Variable  x-hiy  lie- 
fert Man  kann  deshalb  eine  allgemeine  algebraische  Function  der 
Variable  s=^x-\'iy  als  einen  Bruch  ausdrücken,  dessen  Zähler 
und  Nenner  rationale  ganze  Functionen  der  Wurzel  w  einer 
Gleichung  des  nten  Grades  von  der  Gestalt  (3)  sind.  Ein  solcher 
Bruch  ist  in  §  69  für  das  reelle  Gebiet  betrachtet  worden,  und 
dabei  wurde  erwähnt,  wie  der  Zähler  und  Nenner,  nach  den 
Potenzen  der  Wurzelgrösse  geordnet,  welche  einer  Gleichung 
vom  nten  Grade  genügt,  stets  auf  den  (n— l)ten  Grad  herab- 
gedrückt werden  kann.  Mit  Hülfe  einer  gleichen  Ueberlegung 
ergiebt  sich  gegenwärtig  die  folgende  Darstellung  einer  allge- 
meinen algebraischen  Function  K(g,w)y 

wo  KQ(jg)j,.K^_^(£}),  Lq{z\ , , L^_^{z)  ganze  Functionen  der  Va- 
riable z  bezeichnen. 


Capitel  III. 
Integration  von  Functionen  complexer  Variabein. 

§  116.    Integration  von  Fonotionon  einer  complexen  Variable. 
Transformation  eines  Integrals  dnroh  XUnftthmng  einer 

neuen  complexen  Variable. 

In  Capitel  XIII,  Abschnitt  I,  wurden  die  Bedingungen  ent- 
wickelt, unter  denen  ein  mit  mehreren  DiflFerentialen  gebildeter 
Ausdruck  gleich  dem  vollständigen  Differential  einer  Function 
der  betreffenden  Variabein  ist,  und  es  ward  gezeigt,  wie  man  die 
zugehörige  Function  durch  Integration  findet.  Wenn  nun  zwei 
reelle  Functionen  f  und  i;  für  ein  gewisses  Gebiet  der  reellen 
Variabein  x  undy  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind  und  nach 


diesen  Variabetn  ebensolche  ers^te  )>artieUe  Uiffi'^iviiliHUiuotiwtou 
haben,  nnd  wenn  gefordert  wirtt.  dasM  )^\^t  der  beiden  autt  | 
nnd  r^  hergestellten  AnsdrUcke 

(1)  Mjp~i.d¥. 

(2)  i;rfx4-|rfy, 

gleich  einem  vollstHndigen  Differential  8ei,  80  besteht  waeb  (tt) 
des  §97  als  nothwendige  und  hinreiehende  Hedingnng  fUr  (U 
die  partielle  Differentialgleichung 

(3)  f +-!''=«>. 

nnd  für  (2)  die  partielle  Difforentialgloichung 

(4)  f*»  -  f   =0. 

dy        üx 

Unter  der  Voraussetzung  von  (3)  und  (4)  IttÄiüu  «icJi  röHpüCJtivü 
eine  Function  i  und  eine  Function  u,  die  hi«  auf  liinKU/uadcli- 
rende  Constanten  bestimmt  sind,  angeben,  bei  denen 

g  idt  -^^dx-'Tjdy 

Idu^tjdz  +  ^dy 

ist.  Sobald  die  zweite  Oleicbung  mit  i  multiplicirt  und  zu  der 
ersten  addirt  wird,  mt  folgt  die  (iieicbung 

(6)  ät^idu"-  i^'¥iti){dx-¥idy)j 

durch  welche  i»i^b  d^r  knnAtm'k  t-^iu  als  eine  Function  von 
x  +  iy  do^utmuiin.    Hi^ruMAih  bat  i^in  Ausdruck 

(7)  4  4  ifj)<d/;4^idy), 

von  desüeti  fb^iU«^  vMt  ^iMif^iui^rt^^u  J'bi^il  die,  Jiedinguug^a  der 
Integrabiütät  <^ilU)  «>iu4J  M44jr  4i^  i'yi^i-niiMibaft,  durch  Ausftth- 
mng  der  lut^^fatloü  ühm  Ifuin^iou  iU^r  4'>omplexeu  Variable 
x-^iy  h«^f \ orzubrLgi'ji  Aud#i'Y^;ii^  falU'/U  du;  beiden  partiellen 
Differ«?ütiÄlgl*ticliuiij^i^u  ('/;)  und  ^4^  wi*;  j»4;bon  iu  ft  108  hervor- 
gebobeu  ist.  mit  d<Mi|i>uii^ji  /un^iiimjii.  W4ib;b«'  deu  Ausdruck 
^^-f/  aU  ein«;  Kuu<;ti<Hi  vou/;4/]^  diarMA^U^riatiren.  Ko  eot- 
ift^kt  da^  Üi^uitat.  <ia^.  m;;«»»  ^'^  ''^,  ^^^  Pm^Mofi  4^  ami- 
piUäum,  Vu^kabU  ^  -r  ^y  O^/sf^tc/iH^f  d^r  MUffsd^/fijfi'  AuttdrwJc  H) 
tm  volUtaiiäty^  JJtff^^f^UuM  aii.  m^  da^  d^  d^At^ii  hU>^,^utUm 
dt^sadtM^i  y*iM,ißm40si^:  VtsrhwydMfttjf  i-\  %yL  i^^nU^  *m^  t'm¥^i>^f'  ^^on 
x-^ty  u/t.     In  dteti^fir  Jür^4;4tyuf^   d^   ^'m^^^/i*  ^"9*^1/  ij^uM  dk 
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van  Cauchy  ♦)  herrührende  Ausdehnung  der  Operation  des  Integri- 
rens  auf  eine  Function  einer  complexen  Variable.  Der  Ausdrucky 
dass  t  4-  iu  das  nach  x  4-  iy  genommene  Integral  der  Function 
^•hirj  genannt  wird^  entspricht  der  Bezeichnung  der  Function 
l  +  iiy  als  des  von  t-i-iu  nach  x-{-iy  genommenen  Differential- 
quotienten. 

Als  dag  Fundament  der  in  §  97  enthaltenen  Lehre  von  der 
Integration  vollständiger  Differentialausdrücke  zweier  Variabein 
ist  der  Satz  zu  betrachten^  nach  welchem  das  über  eine  Man- 
nigfaltigkeit E  der  Variabelu  x,  y  ausgedehnte  doppelte  Integral 


fM-^h^' 


gleich  dem  in  einem  bestimmten  und  sich  gleich  bleibenden 
Sinne  längs  der  ganzen  Begrenzung  von  E  auszuführenden  ein- 
fachen Integral 

ßPdx-^'Qdy) 

ist,  mithin  das  letztere  Integral  wegen  der  vorausgesetzten  Be- 
dingung der  Integrabilität 

dy  dx 

den  Werth  Null  haben  muss.  Wählt  man  innerhalb  des  Gebiets, 
tür  welches  die  obigen  Functionen  ^  und  rj  gegeben  sind  und 
die  bezeichneten  Eigenschaften  besitzen,  ein  Gebiet  E  aus,  und 
wendet  den  vorstehenden  Satz  auf  die  beiden  Differentialaus- 
drücke (1)  und'  (2)  an,  so  entstehen  zwei  über  die  ganze  Be- 
grenzung von  E  in  einem  bestimmten  und  sich  gleich  bleibenden 
Sinne  auszudehnende  Integrale  von  verschwindendem  Werth, 
die,  als  reeller  Theil  und  als  Factor  von  t  einer  complexen 
Grösse  geschrieben,  die  folgende  Gleichung  liefern 

(8)  ^(f  +  if])  {dx  -f-  idy)  =  0. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  das  Gebiete  von  einer  einzigen 
in  sich  zurückkehrenden  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ordnung 
begrenzt  und  nach  einem  in  §  102  gebrauchten  Ausdrucke  ein- 


*)  Memoire  sur  les  integrales  definies,  prises  entre  des  limites  ima- 
ginaires. 
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fach  susammenhängend  sei,  kann  die  über  die  ganze  Begrenzung 
zu  nehmende  Integration  in  zwei  Integrationen  zerlegt  werden, 
deren  erste  auf  einem  Theile  der  Begrenznng  in  dem  früher 
bestimmten  Sinne  von  einem  Werthsystem  (x^j  Vo)  bis  zu  einem 
Werthsystem  (a;„  y  J,  und  deren  zweite  auf  dem  übrig  blei- 
benden Theile  der  Begrenzung  in  einem  dem  früheren  entgegen- 
gesetzten Sinne  von  (a;„,  y^)  nach^^,,  y  J  erstreckt  wird;  deshalb 
stellen  die  von  (a;„,  y^)  nach  (a;,,  y,)  auf  den  zwei  verschiedenen 
Mannigfaltigkeiten  der  ersten  Ordnung  geführten  Integrationen 

J  (Pdx  +  Qdy) 

denselben  Werth  dar.  In  gleicher  Weise  lässt  sich  bei  der 
über  das  Grebiet  E  gemachten  Annahme  gleichzeitig  mit  dem 
reellen  und  imaginären  Theil  des  Integrals  (8)  verfahren ;  dann 
sieht  man,  dass  das  durch  Vereinigung  der  Theile  entstehende 
auf  zwei  verschiedenen  Mannigfaltigkeiten  der  ersten  Ordnung 
von  dem  Werthsystem  x^,,y^  nach  dem  Werthsystem  a?,,y,  in 
der  angegelienen  Weise  erstreckte  Integral 

(9)  Jd+irjjidx-^idy), 

bei  dem  dz-¥idy  den  Zuwachs  der  complexeu  Variable  ^  +  ^y 
andeutet  und  in  Uebereiustimmnng  mit  der  Bezeichnung  ^r+iy^f 
durch  dz  ersetzt  werden  kann,  beide  Male  denselben  Werth 
erhält.  Dieses  Integral  drückt  zugleich  nach  den  in  §  97  fest- 
gestellten Prineipien  den  Werth  der  vorhin  mit  Mi«  bezeich- 
neten Function  für  den  Werth  x^  +  f y,  aus,  und  bestimmt  diese 
Function  bis  auf  eine  dem  reellen  und  imaginären  hinzuzu- 
fügende Constante,  das  beisst  bis  auf  eine  additive  complexe 
Constante.  Wir  fassen  jetzt  das  so  eben  abgeleitete  und  das 
in  (Bj  enthaltene  Resultat  zu  den  beiden  folgenden  Sätzen  zu- 
sammen. 

(I)  Wenn  eine  Ftmdum  ^-^irj  von  z-r  iy  für  em  gewisses 
Gebiet  mit  EinschUiss  der  ersten  AbleiUmg  eindeutig,  endlich  und 
stetig  gegd^en  ist  und  über  die  gasue  Begrenzung  eines  in  jenem 
enthaUenen  Gebietes  in  einem  gegen  das  Innere  desselben  stets 
gleich  bleibenden  Sinne  mach  x^iy  isdegrirt  wird,  so  hat  das 
Efgebniss  der  Integration  den  Werth  Null. 
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(II)  Wenn  eine  Function  ^  + 1  ly  von  x  +  iy  dieselben  Bedin- 
gungen wie  in  (I)  erfüllt^  und  von  einem  Werthsystem  x^+i^o 
nach  einem  Werthsystem  x^  +  iy^  auf  ewei  verschiedenen  Wegen, 
die  zusammen  und  für  sich  allein  einen  Theil  des  betreffenden 
G^netes  vollständig  begrenzen  j  nach  x-{-iy  integrirt  wird,  so 
nimmt  das  Ergebniss  der  Integration  in  beiden  Fällen  denselben 
Werth  an. 

Bei  der  geometrischen  Interpretation  der  complexea  Grösse 
x^-iy  lässt  sich  die  Forderung,  dass  in  (I)  der  Gang  der  Inte- 
gration längs  der  Begrenzung  des  Gebietes  J?  in  einem  bestimm- 
ten und  sieh  gleich  bleibenden  Sinne  geschehe,  wie  in  §  97 
ausgeführt  ißt,  durch  die  Vorschrift  ersetzen,  dass  der  während 
des  Ganges  der  Integration  in  der  Begrenzung  fortschreitende 
Punkt  um  das  Innere  von  E  stets  links  herum,  oder  auch  stets 
rechts  herum  bewegt  werde.  Insofern  durch  das  Verfahren  der 
Integration  eine  neue  Function  t  -^riu  von  x-hiy  erzeugt  wird, 
kann  der  zu  t-^-i  u  gehörende  Punkt  auf  einer  zweiten  Ebene 
aufgesucht  werden.  Indem  man  sich  des  mit  (9)  bezeichneten 
Integrals  bedient,  ist  der  Punkt  x^  -f  t  y^  festzuhalten,  der  Punkt 
.r,  4-ty,  beliebig  zu  verändern;  weil  nun  der  Werth  des  Inte- 
grals den  Werth  t  +  iu  bis  auf  eine  complexe  Constante  a-hiß 
ausdrückt,  so  muss 

{^■{-irj){dx  +  idy) 

sein.  Mithin  entspricht  dem  Punkte  x^-i-iy^,  insofern  das  In- 
tegral für  das  Zusammenfallen  von  x^'^iy^  mit  x^,  +  ii/^  ver- 
schwindet, in  der  zweiten  Ebene  der  willkürlich  gewählte  Punkt 
t-\-iu  =  a-hiß,  während  die  relative  Lage,  welche  der  zu  einem 
beliebigen  ^r, 4-iy,  gehörende  Punkt  t  +  iu  gegen  den  Punkt 
a-i-iß  einnimmt,  nach  den  geltenden  Voraussetzungen  durch 
den  Werth  des  Integrals  eindeutig  bestimmt  wird.  Lässt  man 
den  Punkt  x^  -f  i  y^  so  fortschreiten,  dass  er  um  einen  Theil 
des  Gebiets,  der  die  angegebenen  Bedingungen  erfüllt,  herum- 
läuft und  dann  an  seinen  ursprünglichen  Ort  zurückkehrt,  so 
kehrt  auch  der  zugehörige  Punkt  t-^iu  nach  Vollendung  seines 
Weges  an  den  ursprünglichen  Ort  zurück. 

In  §  09  ist  gezeigt  worden,   dass  ein  Differentialausdruck 
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der  die  Bedingungen  der  Integrabilität  erfüllt,  durch  Einftlhrung 
eines  Systems  neuer  Variabein  in  einen  Differentialausdruck 
von  der  gleichen  Eigenschaft  übergeht,  und  dass  die  aus  der 
Integration  der  beiden  Differentialausdrücke  entstehenden  Func- 
tionen bis  auf  eine  additive  Gonstante  einander  gleich  sind. 
Wenn  daher  in  dem  reellen  und  imaginären  Theil  des  obigen 
Ausdrucks  (7)  die  Variabein  x  und  y  als  Functionen  von  zwei 
neuen  Variabein  p  und  q  betrachtet  werden,  so  lässt  sich  jener 
Satz  auf  die  Bestimmung  der  mit  t  und  u  bezeichneten  Func- 
tionen anwenden.  Dies  gilt  auch  fUr  die  engere  Voraussetzung, 
bei  der  x  +  iy  eine  Function  der  complexen  Variable  p -¥ iq  und 

(11)  dx  +  idy==   f^lif^  (dp  +  idq) 

ist.  In  Folge  derselben  verwandelt  sich  (7)  in  den  Ausdruck 

der,  in  der  vorhin  bezeichneten  Weise  integrirt,  eine  Function 
von  ^-f  ig  liefert,  welche  von  der  obigen  Function  t-i-iu  nur 
um  eine  additive  complexe  Gonstante  differireji  kann.  Durch 
eine  entsprechende  Wahl  der  Anfangswerthe  und  der  Wege  der 
beiden  Integrationen  lässt  sich  eine  vollkommene  Uebereinstim- 
mung  herstellen,  und  man  hat  für  die  Transformation  eines  nach 
der  Variable  x  +  iy  auszuführenden  Integrals  durch  Einführung 
der  neuen  Variable  p  +  iq  die  Formel 

(13)  ß^^in){dx  +  idy)=ß^  +  irj)j^^^{^dp  +  idq), 

welche  genau  wie  die  Gleichung  (35)  des  §  25  gebildet  ist. 


§  116.    Integratioii  einer  positiven  oder  nesr*tlven  ganzen 

Potenz  einer  oomplexen  Variable.    Entstehung  des  Xiogarlth- 

mne  und  der  Ezponentlalftinotlon  duroh  Integration  und 

ümkelimng. 

Aus  den  bei  der  Differentiation  einer  ganzen  Potenz  einer 
complexen  Variable  z'=x-\'iy   geltenden  Regeln  folgt  für  das 

Integral  einer  Potenz  ^*,  deren  Exponent  Tc  jede  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  mit  Ausnahme  der  negativen  Einheit  sein 
darf,  der  Ausdruck 
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(1)  —^  +  const. 

Dagegen  nimmt  die  Potenz,  deren  Exponent  die  negative  Ein- 
heit ist,  eine  besondere  Stellung  ein.  Um  das  Integral  der- 
selben mittelst  der  im  vorigen  §  angegebenen  Grundsätze  zu 
untersuchen,  ist  vor  allem  darauf  zu  achten,  dass  die  Function 

—  für  den  Werth  jsf  =  0  aufhört,  endlich  zu  sein.    Wenn  daher 

das  zu  betrachtende  Integral 


(2) 

C'otfo) 

auf  zwei  verschiedenen  Wegen  von  dem  Werthe  x^  +  iy^  =  e^ 
bis  zu  dem  Werthe  x^'{'iy^'=  g^  ausgedehnt  wird,  so  darf  man 
aus  dem  Satze  (II)  des  vorigen  §  nur  unter  der  Bedingung  auf 
die  Gleichheit  der  hervorgehenden  Werthe  schliessen,  dass  die 
beiden  Wege  zusammen  ein  Gebiet  vollständig  begrenzen,  iu 
welchem  der  Werth  jer  =  0  nicht  enthalten  ist.  Durch  Tren- 
ds 
nung  des  reellen  und  imaginären  Theiles  geht  —  in  den  Aus- 

druck 

,Qv  dx  +  idy    xdx-^ydy      ij^cdy-'ydx) 

^  X  •\' ly  x^-¥y*  x  •¥  y^ 

Über,  welcher  sich  mit  Anwendung  der  Functionen  Logarithmus 
naturalis  und  Arcus  tangentis  so  darstellt, 

(3*)  y  d  log  [x^  -f  y «)  + 1  d  arctg  ^  |  J  • 

Es  möge  jetzt  die  Integration  wie  auf  der  rechten  Seite  von 
(23)  in  §  97  so  eingerichtet  werden,  dass  in  geometrischer 
Sprache  der  Punkt  a?  -f-  i  y  geradlinig,  und  zwar  zuerst  parallel 
der  a;  Axe  von  x^-^-iy^  nach  ajj  +  iy,,,  dann  parallel  der  y  Axe 
vonx^-ftyo  Dach  x^'\'iy^  fortschreitet;  dann  \9,i  de^=dx'¥idy 
für  den  ersten  Theil  durch  dx^  für  den  zweiten  durch  idy  zu 
ersetzen,  und  (2)  erhält  die  Gestalt 

(4)  r  ^^    ^  f  '^y   . 
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Von  diesen  Integralen  bekommt  das  erste  den  Werth 
(5)         y  log(:rJ  +  yl)-\  log(:rJ  +  yf)  +  i(arctg(|-; )  -  ^'"'^^fe)) ' 

das  zweite  den  Werth 
(0)         |log(xJ+yJ)-|log(a:;  +yl)  4.t(arctg(|^) -arctg(|-^)). 

In  dem  ersten  ist  die  Fanction  arctg  [  - "  j  so  zu  wählen,  dass 
sie  sich  von  x=^Xo  bis  x  =  Xj  stetig  ändert;  in  dem  zweiten 
hat  die  Function  arctg  f  —  1  die  Bedingung  der  Stetigkeit  für 
das  Intervall  von  y  =  yo  bis  y  =  y,  zu  erfbllen.  Unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  der  Functionswerth  arctg  [— ]  in  beiden  Aus- 
drücken derselbe  sei,  geht  dann  durch  Addition  von  (5)  und 
(6)  der  Werth  des  Integrals 

(7)         Y  log(a^I  +  yl)  -  -2"  log(a^J  +  yj)  +  i  (arctg (^|-)  -  arctg  ( *• )) 

hervor. 

Sobald 

(8)  ^o  +  iyo  =  l 

gesetzt  und  die  Function  arctg  —  >  wie  auch  früher  geschehen, 

der  Bedingung  unterworfen  wird,  mit  ihrem  Argument  zusam- 
men zu  verschwinden,  so  folgt 

(9)  Y  '^g(^o  +  y:) =0,  arctg  ^  =  0, 
und  (7)  wird  gleich 

(10)  |logW+y;)  +  farctg(^'J. 

Die  Function  arctg  ( -- j  hat  hier  den  Werth,  welchen  »ie  bei  be- 
ständiger stetiger  Aendemng  empfängt,  sobald  auf  dem  fttr  die 
Integration  (2)  gewählten  Wege  von  dem  Werth^ystem  x=  1,  y=0 
nach  dem  Werthsystem  x=^  x^^  y  =^  j^i  fortgew^h ritten  wird.  Um 
das  Ergebnis»  leichter  zn  nberneheiif  kann  man  difi  Integration  so 
einrichten,   dass   in   dem   ein^'n  Tbnili*.  di^ii  W^gen   der  imagi- 

LIpwfaite,  Aaaljuto  If.  ^ 
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näre  Theil  von  (3),  in  dem  andern  der  reelle  Theil  von  (3) 
nicht   geändert   wird.    Das   erstere  geschieht,    indem  das  Ver- 

häUniss  -1   das  zweite,    indem  die  Quadratsnmme  a;*+y*    un- 

geändert  bleibt,  so  dass  der  Punkt  X'\'iy  im  ersten  Falle  auf 
einer  durch  den  Nullpunkt  gezogenen  geraden  Linie,  im  zweiten 
auf  einer  um  den  Nullpunkt  als  Centrum  beschriebenen  Kreis- 
linie fortrückt.  Nun  lässt  sich  jeder  beliebige  Punkt  x^  -f  %  y,  von 
dem  Punkte  1  aus  in  der  Weise  erreichen,  dass  man  auf  der  von 
dem  Nullpunkte  nach  dem  Punkte  1  gezogenen  und  über  diesen 
hinaus  unbegrenzt  verlängerten  geraden  Linie  L  bis  zu  dem  in 

der  Entfernung  ix\  4-  y\    vom    Nullpunkt    befindlichen   Punkte 

fortgeht,  und  hierauf  eine  mit  dem  Halbmesser  ix\-¥y]  um 
den  Nullpunkt  beschriebene  Kreislinie  in  einem  bestimmten 
Sinne,  etwa  von  der  positiven  x  zur  positiven  y  Axe,  das  heisst 
nach  der  früheren  Annahme,  rechts  herum  drehend  bis  zu  dem 
Punkt  ÄTj  +  tyi  verfolgt.  Das  Verhältniss  des  betreffenden  Kreis- 
bogens zu  dem  Halbmesser  i^^\^y\  stellt  dann  den  bei  der 
entsprechenden  Integration  anzuwendenden  Werth  der  Function 

arctg  (-1  eindeutig  dar.     Nach  der  gleichen  Definition   gelten 

bei  den  Polarcoordinaten 

(11)  rr  =  r  cos  ^,  ^  =  r  sin  '> 
die  Gleichungen 

(11*)  r  =  ^/^^M^7^    ^  =  arctg  ^M. 

so  dass  (10)  in  den  Ausdruck 

(12)  logr, +  i^. 
übergeht. 

Derselbe  bezeichnet  den  zu  x^  +  /j/,  gehörigen  Werth  der 
aus  (2)  hervorgehenden  Function  t  +  iu  von  x-\-iy\  somit  be- 
steht für  diese  die  Qleichung 

(13)  f  +  7fe=:  i-  log(a:«  +  ?/«)  +  tarctg(l^)  • 

Hier  entspricht  dem  Wertlie  a:4- ?*?/  =  !,  ftir  welchen  t  und  « 
versehwinden,  der  Werth  ^-f  im  =  0.  Wir  betrachten  jetzt  eine 
Bewegung  des  Punktes  x  +  ty,    bei  welcher  derselbe  auf  dem 
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rechten  Ufer  der  vorhin  mit  L  bezeichneten  Linie  von  dem 
Punkte  1  nach  einem  beliebigen  durch  die  positive  Grösse  r  be- 
zeichneten Punkte  fortschreitet,  dann  um  den  Nullpunkt  als  Cen- 
trum rechts  herum  einen  ganzen  Kreis  beschreibt,  von  da  aus 
auf  dem  linken  Ufer  der  Linie  L  bis  zu  dem  Punkte  1  geht, 
hierauf  um  den  Nullpunkt  als  Centrum  links  herum  einen  Kreis 
beschreibt,  und  schliesslich  auf  dem  rechten  Ufer  von  L  zu  dem 
Punkte  1  zurückkehrt  In  Folge  dessen  geht  der  zugeordnete 
Punkt  t-^-iu  von  dem  Nullpunkte  auf  der  ^Axe  bis  zu  dem 
Punkte  logr,  dann  auf  einer  zu  der  uAxe  parallelen  geraden 
Linie  bis  zu  dem  Punkte  logr +t27r,  von  hier  auf  einer  der  ^Axe 
parallelen  geraden  Linie  bis  zu  dem  Punkte  1 2  7r,  und  schliesslich 
auf  der  u  Axe  zu  dem  Nullpunkte  zurttck.  Es  correspondirt  also 
dem  Flächenstttck  in  der  xy  Ebene,  das  von  zwei  ganzen  Kreis- 
linien und  einer  doppelt  durchlaufenen  geraden  Linie  begrenzt 
ist,  und  das  wir  uns  wieder  als  ebenes  Blatt  denken  wollen,  in 
der  ^ti  Ebene  ein  Rechteck,  bei  dem  eine  Seite  in  der  ^  Axe,  und 
eine  anstossende  Seite  in  der  u  Axe  liegt.  Für  einen  Werth  It 
von  r,  der  grösser  als  Eins  ist,  dehnt  sich  die  Grösse  t  von  der 
Null  bis  zu  dem  positiven  Werthe  log  jR,  für  einen  unter  der 
Einheit  liegenden  Werth  q  von  r  von  der  Null  bis  zu  dem 
negativen  Werthe  log(>  aus.  Bei  stets  wachsendem  R  und 
gegen  die  Null  abnehmendem  q  wird  die  xy  Ebene  nach 
und  nach  immer  vollständiger  von  einem  Blatte  bedeckt,  gleich- 
zeitig erhält  man  in  der  tu  Ebene  einen  rechteckigen  Streifen, 
dessen  auf  der  t  Axe  liegende  Seite  von  einem  beliebig  grossen 
negativen  bis  zu  einem  beliebig  grossen  positiven  t  geht, 
während  die  nach  den  positiven  u  hin  zu  errichtende  Höhe  den 
Werth  2  7t  behält. 

Das  auf  der  ;ry  Ebene  befindliche  Blatt  hat  einen  längs 
der  Linie  L  von  r=^  bis  r=-jR  reichenden,  das  heisst  im 
Grenzfalle,  einen  von  dein  NidljmnJcte  an  unbegrenzt  ausge- 
dehnten Schnitt,  Auf  diesem  Blatte  ist  es  nicht  möglich,  von 
einem  Punkte  zu  einem  zweiten  in  der  Weise  zwei  Linien  zu 
ziehen,  dass  ein  von  denselben  begrenztes  Flächenstttck  den 
Nullpunkt  einschliesst.  Sobald  daher  das  Integral  (2)  für  zwei 
in  diesem  Blatte  zwischen  zwei  bestimmten  Punkten  gezogene 
Wege  gebildet  wird,  so  müssen  die  beiden  Werthe  des  Integrals 
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nach  dem  Satze  (II)  des  vorigen  §  einander  gleich  sein,  and 
es  ist  deshalb  anter  der  gleichen  Bedingung  auch  das  von  dem 
Punkte  1  bis  zu  dem  Pankte  x  +  iy  geftlhrte  Integral,  welches 
die  obige  Function  t  +  iu  definirt,  eindeutig  bestimmt.  Vermöge 
der  vorhin  beschriebenen  von  dem  Punkte  1  ausgehenden  Be- 
wegung des  Punktes  x  +  iy  gelangt  derselbe  zu  jedem  Punkte 
der  Ebene  ein  Mal  und  nur  ein  Mal.  Soll  der  Punkt  x  +  iy^ 
nachdem  er  auf  einer  Kreislinie  von  einem  Punkte  des  rechten 
Ufers  der  Linie  L  zu  dem  gleichnamigen  Punkte  des  linken 
Ufers  geführt  ist,  die  Linie  L  überschreiten  und  dieselbe  Kreis- 
linie in  dem  gleichen  Sinne  zum  zweiten  Male  durchlaufen,  so 

geht  in  der  zugehörigen  Function  t+iu  die  Grösse  tt=arctg  — 

tu 

von  dem  früheren  extremen  Werthe  2/r  stets  wachsend  zu  dem 
Werthe  4  n  ttber.  An  das  die  ganze  x  y  Ebene  bedeckende 
erste  Blatt  schliesst  sich  ein  dieselbe  ebenfalls  bedeckendes 
zweites  Blatt,  dagegen  an  das  auf  der  ^«  Ebene  befindliche 
Rechteck  ein  neues  Rechteck  an,  bei  dem  u  von  2n  bis  47r 
zunimmt.  Die  Function  t'¥iu  bekommt  ftlr  ein  auf  dem  zweiten 
Blatte  befindliches  x+iy  einen  Werth,  welcher  den  zu  dem 
x+iy  des  ersten  Blattes  gehörenden  Werth  um  die  Grösse 
übertrifft,  welcher  das  Integral  (2)  fQr  einen  Ein  Mal  rechts 
herum  vollständig  um  den  Nullpunkt  geführten  Umgang  gleich 
wird.  Diese  Grösse  muss  bei  jedem  solchen  Umgange  die- 
selbe sein.  Denn  zwei  derartige  Umgänge,  welche  sich  nicht 
schneiden,  schliessen  ein  Gebiet  ein,  für  das  der  Satz  (I)  des 
vorigen  §  wieder  Anwendung  findet;  auf  diesen  Fall  können 
die  übrigen  leicht  zurückgeführt  werden.  Nach  jenem  Satze 
entsteht  ein  verschwindendes  Resultat,  wofern  bei  der  Inte- 
gration die  ganze  Begrenzung  in  einem  gegen  das  Innere 
des  Gebietes  stets  gleich  bleibenden  Sinne  durchlaufen  wird. 
Alsdann  muss  aber  der  eine  Umgang  um  den  Nullpunkt 
rechts  herum ,  der  andere  links  herum  durchlaufen  werden. 
Mithin  nimmt  das  Integral  denselben  Werth  an,  falls  jeder 
der  beiden  Umgänge  rechts  herum  durchlaufen  wird.  Für  eine 
um   den  Nullpunkt   mit   beliebigem  Halbmesser   rechts   herum 

beschriebene  Kreislinie    sehen   wir  die   Function   arctg--  von 
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Nail  bis  2/t  zunebmeD,  mithin  hcU  das  Integral  (2)  für  jeden 
Ein  Mal  rechts  herum  vollständig  um  den  Nullpunkt  geführten 
Umgang  den  Werth  27iu  Zu  den  beiden  auf  der  xy  Ebene  be- 
findlichen Blättern,  die  durch  einen  im  Nullpunkte  vorhandenen 
Windnngspunkt  verbunden  sind,  gehören  also  auf  der  tu  Ebene 
zwei  neben  einander  befindliche  und  zusammenhängende  recht- 
eckige Streifen/  zu  den  gleichnamigen  Punkten  x-\riy  des  ersten 
und  zweiten  Blattes  der  ersten  Ebene  respective  die  Punkte 
t-^iu  und  ^  +  t(u  +  2/r)  der  zweiten  Ebene.  Offenbar  lässt 
sich  in  der  gleichen  Weise  fortfahren,  so  dass  durch  jede  neue 
um  den  Nullpunkt  ausgeführte  Bewegung  des  Punktes  x  +  iy 
ein  die  xy  Ebene  bedeckendes  neues  Blatt,  und  auf  der  tu  Ebene 
ein  anliegender  neuer  Streifen  erhalten  wird,  wobei  jeder 
rechts  herum  gemachten  Drehung  ein  Wachsen  der  Grösse  u  um 
27r,  jeder  entgegengesetzten  Drehung  ein  Abnehmen  um  27r 
entspricht,  und  die  Anzahl  der  auf  der  xy  Ebene  durch  einen 
Windungspunkt  vereinigten  Blätter  der  Anzahl  der  auf  der 
tu  Ebene  an  einander  gefügten  rechteckigen  Streifen  von  der 
Höhe  2  ff  gleich    ist.    Die  auf  diese   Weise  in   der  Gleichung 

(13)  dargestellte  Function  t-\-iu  von  x+iy^  welche  sich  für  ein 
positives  reelles  Argument  x  auf  den  Logarithmus  naturalis  von  x 
reducirt,  wird  der  Logarithmus  naturalis  des  complexen  Argument 
x-\-iy  genannt  und  hai  die  Bezeichnung 

(14)  log(a:  +  iy)  =  y  log(a;«  +  t/«)  + 1  arctg  (  j). 

Sie  ist  eine  vieldeutige  Function  des  Arguments  x  +  iy^  deren 
sämmtliche  Werthe  aus  einem  beliebigen  durch  Addition  eines 
beliebigen  Vielfachen  der  Grösse  2ni  J^ervor gehen,  und  die  eu 
einer   eindeutigen    gemacht    wird,    indem    man    dem    in    ihrem 

Werthe  vorkommenden  Factor  von  i  vorschreibt,  ein  gewisses 
Intervall  von  der  Grösse  2/r  nicht  eu  Überschreiten.    Durch  die 

Wahl  der  Grenewerthe  0  und  2 tt,  2n  und  Atc,,,.  —  2  tt  und 
0,  —  4/r  und  —  2  /r,  . . .  sind  respective  die  vorhin  erwähnten^  die 
xy  Ebene  bedeckenden  Blätter  characterisirt.  Diese  Function 
w  =  logz  ist  durch  die  Forderung  gegeben,  dass  sie  der  Gleichung 

genüge,  wid  für  ^=-.1  die  Bedingung  w  =  0  erfüUe. 
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Wenn  man  eines  von  den  bezeichneten  die  xy  Ebene 
bedeckenden  Blättern  durch  eine  Reihe  von  geraden  vom  Null- 
punkt ausgehenden  Linien  und  eine  Reihe  von  Kreisen,  die 
um  den  Nullpunkt  als  Centrum  beschrieben  sind,  in  Theile 
zerlegt,  so  zerfällt  der  entsprechende  auf  der  tu  Ebene  be- 
findliche rechteckige  Streiten  durch  die  correspondirenden  mit 
der  t  Axe  oder  der  u  Axe  parallelen  geraden  Linien  in  lauter 
Rechtecke,  und  es  leuchtet  ein,  dass  bei  der  Umkehrung  der 
Function  (13)  zu  jedem  in  dem  rechteckigen  Streifen  enthaltenen 
Werthe  t  +  iu  ein  bestimmter  Werth  x-^riy  des  correspondiren- 
den Blattes  gehört,  folglich  bei  der  vorliegenden  Beschränkung 
x-^-iy  eine  eindeutige  Function  von  /  +  tu  ist.  Weil  al)er  die 
tu  Ebene  erst  von  dem  Inbegriff  aller  rechteckigen  Streifen 
vollständig  bedeckt  wird,  femer  bei  einem  beliebig  gegebenen 
Werthe  t-^iu  die  Grösse  von  u  den  betreffenden  Streifen  und 
damit  auch  das  entsprechende  die  x  y  Ebene  bedeckende  Blatt 
angiebt,  und  weil  zu  zwei  Grössen  /+tu,  in  welchen  die 
Werthe  u  um  ein  ganzes  Vielfache  von  2/1  differiren,  die 
gleichnamige  Grösse  x-hiy  gehört,  so  ist  für  jeden  Werth  ^-f-tw 
der  Werth  x  -{-iy  eindeutig  und  zwar  so  bestimmt,  dass  er  für 
ein  um  ein  beliebiges  Vielfache  von  2i7r  vergrössertes  t-^-in 
angeändert  bleibt  Aus  der  Gleichung  (18)  folgt,  indem  e  die 
Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet,  für  den  reellen 
Theil 


(16)  *^^'  +  /  =e\ 
ferner  für  den  Factor  von  i 

(17)  cos  u  =  -,  — ■>  sin  u  =  -~^ > 

]^.ü^  +  y^  ^x^  +  y^ 

mithin  als  Ausdruck  von  x  +  iy, 

(18)  o;  +  i  y  =  c'  (cos  u  +  /  sin  w). 

Diese  Function  von  ^  +  i  w,  die  für  ein  reelles  Argumetit  t  gleich 

der  reellen  Exponentialfunction  e  isty  wird  tMch  I,  §  116  so  be- 
zeichnet 

(19)  (?'■'"'  =  e'(cosu  +  i  sin  m), 

und  heisst  die  Exponenticdfunction  von  der  licisis  e  und  dem 
complexen  Argument  t  +  iu.  Sie  ist  für  die  ganze  Ausdeh- 
nung  des  Arguments  t  +  iu  eindeutig y  endlich,    stetig^   wnd  eine 
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periodisc/ie  Function   von   der  Periode   2/ri.    Bei   der   Notation 

£f=X'{'%i/,  w=t  -^  iu  wird  e=e  durch  die  aus  (15)  folgende 
Gleichung 

(20)  §i  =  . 

dw 

uft^er  Hineunahme  der  Bedingung,  d(iss  für  w  =  0  die  Grösse  z 
gleich  Eins  sei,  bestimnU. 

Im  Voretchendcn  ist  der  Logarithmus  naturalis  und  die 
Exponentialfunction  als  Function  einer  beliebigen  complexen 
Variable  definirt  worden,  und  zwar  sind  in  der  erstem  Defini- 
tion der  Logarithmus  naturalis  und  die  inversen  trigonometrischen 
Functionen,  in  der  zweiten  die  Expimentialfunction  und  die 
trigonometrischen  Functionen  einer  reellen  Variable  enthalten, 
indem  aus  (14)  bei  der  Voraussetzung  x*+y'^  =  l  die  Gleichung 

(21)  log(a;  +  »y)  =  iarctgf|-j, 
aus  (19)  für  ^  =  0  die  Gleichung 

(22)  e"  =  cos M  +  i  sin  u 

folgt.  Vermittelst  der  Betrachtung  der  Functionen  einer  com- 
plexen Variable  werden  also  diejenigen  fundamentalen  trans- 
cendenten  Functionen  eines  reellen  Arguments,  die  nach  einer 
am  Schlüsse  des  §  14  gemachten  Bemerkung  zu  derselben 
Gruppe  gehören,  in  je  eine  Function  vereinigt.  Zugleich  er- 
fahren wir,  dass  jede  der  beiden  nunmehr  übrig  bleibenden 
fundamentalen  transc^ndenten  Functionen  durch  einen  der 
Theorie  der  complexen  Grössen  eigenthümlichen  elementaren 
Process  entsteht-  Die  Function  Logarithmus  naturalis  wird 
durch  die  Integration  des  reciproken  Werthes  der  complexen 
Variable,  die  Exponentialfunction  durch  Umkehrung  des  Loga- 
rithmus naturalis  hervorgebracht.  Es  gentigt  daher  für  die 
Erzeugung  der  beiden  fundamentalen  transcendenten  Functionen 
einer  complexen  Variable,  die  Procosse  der  Integration  und  der 
Umkehrung  zu  den  algebraischen  rationalen  Operationen  hinzu- 
zunehmen, während  für  die  Erzeugung  der  algebraischen  Func- 
tionen einer  complexen  Variable  ausser  den  algebraischen  ratio- 
nalen Operationen  nur  noch  der  mit  der  Umkehrung  gleichartige 
Process  der  Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  erforder- 
lich ist. 
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Man  kann  das  Verfahren,  durch  welches  in  §  14  die  um- 
gekehrten trigonometrischen  Functionen  analytisch  definirt  sind, 
wegen  der  vorstehenden  Gleichung  (21)  als  eine  Methode  zur 
Darstellung  des  Logarithmus  einer  complexen  Grösse  auffas- 
sen, deren  Norm  gleich  Eins  ist,  und  dann  so  ausdehnen,  dass 
es  den  Logarithmus  einer  positiven  und  auch  einer  unbeschränk- 
ten complexen  Grösse  liefert.  Für  eine  gegebene  positive  Grösse 
r  bilde  man,  indem  die  Ausziehung  der  reellen  positiven  Wur- 
zeln durch  gebrochene  Potenzexponenten  angedeutet  wird,  die 
Reihe  von  Ausdrücken 

11  1. 

2(r'-l),  4(r*-l),...2'(r*'-l), 

die  beliebig  weit  fortgesetzt  sei.    Die  vorkommenden  Grössen 
sind  sämmtlich  positiv  oder  negativ,   je  nachdem  r  über  oder 

unter  der  Einheit  liegt   Da  die  letzte  aus  der  vorletzten  durch 

2 
Multiplication  mit  dem  Factor  -j hervorgebracht  werden  kann, 

welcher  für  r>>l  kleiner,  fllr  r<:l  grösser  als  die  Einheit  ist, 

derselben  aber   bei   wachsendem  s  beliebig  nahe    kommt,    so 

nähern  sich  die  Ausdrücke  für  ein  solches  s  einem  festen  Grenz- 

werth 

j_ 

lim.2'(r''-l). 
Derselbe  muss  mit  dem  Logarithmus  naturalis  von  r  zusammen- 
fallen, da  2*  für  ein  beständig  zunehmendes  s  gleich  einer  be- 
liebig grossen  Zahl  n  wird,  und  da   nach  §  23  der   Ausdruck 
j_ 

r  —  1 

— I —  gegen  log  r  convergirt.   Bei  einer  complexen  Grösse  x  +  iy 


n 
sei  wieder 


-_      ^  —      y  — 


|/a;«-f-y«=r,  -f  =  a,  ^  =  ß, 


so  dass  a-{'iß  die  Norm  Eins  hat.  Dann  lässt  sich  auf  a-\-iß 
das  Verfahren  des  §  14  unmittelbar  anwenden ;  auch  hier  möge 
der  Kürze  halber  a>0,  ß>Q  vorausgesetzt  werden.  Alsdann 
kommt  in  den  dortigen  Bezeichnungen 
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lim.2' (a, 4- 1/^,— !)  =  »;>, 

wo  die  Grösse  ^  zwischen  0  und  —  enthalten  ist.  Diese  Glei- 

chung  giebt  in  Verbindung  mit  der  vorhin  nachgewiesenen 

1 

lim.2'(r*'  — l)=logr 

die  neue  Gleichang 

2'(r*'(«  +  t/J.)  -  l)=logr  + 1.7  +i  L°«l:l, 

2 

welche   sich    durch   das  beständige  Zunehmen  des  Nenners  2' 

in  die  Gleichung 

lim  .  2'(r''(a,  +  i/ij  —  l)=logr  +  i^ 

verwandelt    In  der  hierher  gehörigen  Reihe  von  Ausdrücken 

}_  1 

entsteht  jeder  aus  dem  nächst  vorhergehenden  durch  Ausziehung 
einer  Quadratwurzel,  deren  Sinn  durch  die  in  §  14  angegebe- 
nen Bedingungen  eindeutig  festgestellt  ist;  der  resultirende 
Grenzwerth  log  r  +  i  ^  giebt  denjenigen  Werth  des  log  (a;  +  i  y), 
bei  welchem,  in  Uebereinstimmung  mit  der  Annahme  x>^  und 

y:>0,  der  Factor  von  i  zwischen  0  und  —  liegt.  Auf  demsel- 

ben  Wege,  auf  dem  in  §  14  die  Grundeigenschaften  der  trigo- 
nometrischen Functionen  bewiesen  sind,  kann  vermittelst  der 
gefundenen  Darstellung  der  Function  log  {x  +  i  y)  gezeigt  werden, 
dass  der  Satz,  nach  welchem  der  Logarithmus  eines  Products 
gleich  der  Summe  der  Logarithmen  der  Factoren  ist,  auch  bei 
der  erweiterten  Definition  richtig  bleibt  Von  diesem  allgemei- 
nen Additionssatze  wird  in  §  119  die  Rede  sein. 

§  117.  Xnteffratlon  einer  rationalen  Fonotlon  einer  oomplezen 

Variable. 

Bei  der  Integration  einer  rationalen  gebrochenen  Function 
der  complexen  Variable  z^ 
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WO  Zähler  und  Nenner  ganze  Functionen  respective  vom  sten 
und  nten  Grade  sein  mögen,  verläuft  die  algebraische  Behand- 
lung auf  gleiche  Art,  wie  in  §  67  ilir  das  reelle  Gebiet  ausein- 
andergesetzt ist.  Falls  s  grösser  als  n  oder  gleich  n  ist,  wird 
eine  ganze  Function  q(z)  so  bestimmt,  dass  in  der  Gleichung 

die  ganze  Function  r{z)  von  niedrigerem  Grade  als  f{z)  ist; 
hierauf  wird  mit  Hülfe  der  Darstellung  von  f(js) 

(3)  f  (^)  =  (a,  +  /  \)  (z  -  ?,r  (^  -  S,r .  • .  (^-  -  hf'  , 

bei  der  ^^  f„    .  -  £^  unter  einander  verschiedene  Grössen  sind 

r(s) 
und  n,  4-a„  +  .  .  .  +  a,=»   ist,    der   echte    Hruch     .,  .    in  Par- 

*       -^  *  /  (r) 

tialbrtlche  zerlegt.  Man  erhält  dadurch  die  in  §  68  mit  (2)  be- 
zeichnete Gestalt 

+     :::::::::::::::::: 

+   *  *■  .) *  *    j.   ^ =- — 1- 

Die  im  vorigen  §  enthaltene  Regel  gicl)t  für  eine  mit  einer  be- 
liebigen festen  Grösse  |  gebildete  complexe  Variable  s—^  die 
Resultate 

(5)  l<e-  ^r  dz=  >-,-^V- .  A  -  - 1, 


(6) 


mithin  liefert  das  Integral  der  ganzen  Function  q  (z)  eine  ganze 
Function  ^,  das  Integral  der  Summe  von  Brüchen,  deren  Nenner 
Potenzen  vom  zweiten  oder  von  höherem  Grade  sind,  eine 
Summe  von  Brüchen,  deren  Nenner  um  einen  Grad  niedrigere 
Potenzen  sind,  das  Integral  der  Summe  von  Brüchen,  deren 
Nenner  nur  den  ersten  Grad  haben, .  die  Summe  von  Producten 
aus  Logarithmen  in  complexe  Constanten 

(7)     (7^  .-liyj «!"'""  (l)  log  (^-1.)  +  . . .  +  ~^^ ,  «r-'\l,)  log  (^- 1,). 
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Das  Gesamnitintegral 


(8)  /^-.. 


besteht  demnach  aus  einer  algebraischen  rationalen  Function 
von  z  und  dem  in  (7)  dargestellten  Aggregat  von  logarithmischen 
Gliedern,  da  gegenwärtig  die  logaritlimische  Function  allein 
den  Platz  einnimmt,  welcher  bei  der  auf  dem  reellen  Gebiet 
vollzogenen  Integration  von  dem  Logarithmus  und  den  inversen 
trigonometrischen  Functionen  zusanmien  ausgefüllt  wurde.  Um 
den  Werth  von  (8)  für  eine  von  dem  Werthe  z  (0)  bis  zu  dem 
Werthe  z  (1)  ausgedehnte  Integration  zu  erhalten^  bei  welcher 
die  Werthe  von  r,  für  welche  f{z)  verschwindet,  vermieden 
werden,  ist  der  bezeichnete  Ausdruck,  der  sich  auf  ^r  =  ^  (0) 
bezieht,  von  dem  auf  ^=£:(1)  bezüglichen  Ausdruck  zu  subtra- 
hiren.  Für  die  rationalen  Bestandtheilc  bestimmt  sich  die  be- 
treifende Differenz  ohne  weiteres ,  ftlr  die  logarithmischen 
ist  aber  die  Differenz  log  (-2r(l)  —  ^)  —  log(*?(0)  —  5)  jedes 
Mal  so  zu  nehmen,  dass  sich  die  Function  log(^  — f),  indem 
die  Varial)le  z  auf  dem  Wege  der  Integration  von  z  (0)  nach 
z(y)  fortschreitet,  immer  stetig  ändert.  Bei  der  Function 
log(j— f)  spielt  hier  der  Werth  z  =  ^  dieselbe  Rolle  wie  der 
Werth  Null  für  die  Function  log  z^  so  dass  die  im  vorigen  § 
gegebene  Vorschrift  angewendet  werden  kann.  Dies  gilt  auch 
für  die  specielle,  nach  dem  Vorbilde  von  (4)  des  vorigen  § 
auszuführende  Integration  ,  bei  welcher  -?  (0)  =  x  (0)  +  i  y  (0), 
£^(1)  =  a;(l)-f-iy(l)  ist,  und  z  in  der  Weise  von  ^(0)  nach  jff(l) 
übergeht,  dass  zuerst  für  y  =  y  (0)  die  Variable  x  von  x  (0)  nach 
x{\\  dann  für  x^=x(y)  die  Variable  y  von  y(0)  nach  y(l) 
fortschreitet. 

Ebenso  wie  dies  in  §  68  geschehen  ist,  kann  gegenwärtig 

derjenige  Theil  der  Function  yy-y  welcher  den  algebraischen, 

und  derjenige,  welcher  den  transcendenten  Theil  des  Gesammt- 
integrals hervorbringt,  getrennt  werden.    Es  sei  wieder 

(9)  ^{z)  =  (a„  +  i\)  (z  - 1,)  (^  -?,).. .  (*-!,) 

und 

(10)       «Jw=(^-.^r'-'(^-^,)'"-v  ..(^-1/^-', 


684  Integral  einer  rationalen  Function.         ^  §118. 

WO  d  {z)  als  der  gröste   gemeinsame  Theiler  von  ({s)  und  f*  (z) 
ohne  Kenntniss  der  Factoren    des   ersten  Grades  von  f{z)  l)c- 
stimmbar  ist,  und  fi(js)  durch  die  Gleichung 
(11)  f{z)^ß{z)d{z) 

gefunden  wird.  Dann  lässt  sich  durch  die  dort  benutzte  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienten  eine  ganze  Function  y{z)  von 
niedrigerem  Grade  als  5{z)  und  eine  ganze  Function  a{z)  von 
niedrigerem  Grade  als  ß{z)  unzweideutig  so  bestimmen,  dass 
die  Gleichung 

befriedigt  ist.  Vermöge  derselben  wird  die  in  dem  Gesammt- 
integral (8)  enthaltene  rationale  Function  von  z  durch  den  Aus- 
druck 

(13)  /g(.)d.+  -jW, 

das  zugehörige  in  (7)  entwickelt^  Aggregat  von  Producten  aus 
Logarithmen  in  complexe  Gonstanten  durch  das  Integral 

dargestellt. 

§  U8.    Xntesrratlon  von  nifferentlalaiuidrttokMi  mehreror 

oomplezer  Variabelii.    Transformatton  dnroh  ElnfUhrnng 

eines  neuen  Byeteme  von  oomplexen  Variabein. 

Für  ein  System  von  2n  reellen  Variabein  x^yy^jX^,y^y..,x^,y^ 
seien  2  n  reelle  Functionen  ^„  i?,,  ^^,  r^^,  •  •  •  f„>  %  ^^  gegeben,  dass 
in  dem  Ausdruck 

der  reelle  Theil 

(2)  ^idx^-Tlidy^'^i,dx^''i}^dy.,'{-...-¥^^dx^'-tiJy^ 
und  der  Factor  von  % 

(3)  i7,da;i+$idy,+iy3d:r3+f,dy2+...4-iy„dar„-i-?„dy„ 

den  Bedingungen  der  Integrabilität  genügen,  oder  kürzer,  dass 
der  Ausdruck  (I)  ein  vollständiges  Differential  sei.    Dann  liefert 
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die  Aasftahrang  der  vollständigen  Integration  bei  (2)  eine  reelle 
Fanction  t,  bei  (3)  eine  reelle  Function  u  von  solcher  Beschaffen- 
heit, dass  die  Verbindung 
(4)  t  +  iu 

nach  der  in  §  110  aufgestellten  Definition  eine  Function  der 
n  complexen  Variabeln 

ist.  Bezeichnet  man  mit  o  und  b  irgend  zwei  verschiedene  von 
den  Zahlen  1,  2, ...  n,  so  gehören  nach  §  99  zu  (2)  die  Bedin- 
gungen der  Integrabilität 

öl 


(6) 


31. 


—^4-^  =  0   ^  — ^  =  0 


'b  '""tt  ''  ^6 

und  zu  (3)  die  Bedingungen  der  Integrabilität 


(7) 


d%       dl 


3%        3% 


dy. 


-^=0  — — ^=0 


dx 


dx. 


dx. 


_ii :^=0 

dy.       dx^        ' 


^ ^  =  0 


welche  man  so  zusammenfassen  kann: 


5a+t^a)_^_.i(^a  +  Ma) 


(8) 


Bx. 


dx^ 


5(5«  +  »l?a)  .    ^(Sb+Ma) 


=      % 


dx. 


dVb 


Durch  Vereinigung  der  beiden  letzten  Gleichungen  ergibt  sich 
die  Anordnung 
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(9) 


.  HK  +  il.) 


Sy. 


Kl,+i%)_^_.ö%+i%) 


Hier  mnss  jeder  Ausdruck  fb+t^^  wieder  eine  Function  der 
n  complexen  Variabein  x^+iy^,  x^+iy,^y..  -x^+iy^  sein,  da  der 
Ausdruck 

(10)      d(g,-fii;,)=2:,-^^-rf:r.H-2;.     ^l..    '''dy,, 


5  a?. 


3y, 


wo  a  successive  gleich  1,  2,  ...  n  zu  setzen  ist,  mit  Hülfe  der 
beiden  ersten  Gleichungen  (9)  die  erforderliche  Ge^italt 


(in 


dx^ 


{dx^-k-idy^ 


annimmt.  Zugleich  leuchtet  ein,  dass,  wenn  in  (l)  jede  Ver- 
bindung f,,+u;b  nur  die  Variabein  x^  und  y^  enthält  und  eine 
Function  von  x^-\-iy^  ist,  die  sämmtlichen  Bedingungen  der 
Integrabilitiit  erfüllt  sind,  und  t-\-iu  gleich  einer  Summe  von 
Functionen  wird,  deren  jede  nur  eine  complcxe  Variable  enthält. 
Um  einer  späteren  Anwendung  willen  betrachten  wir  die 
besondere  Voraussetzung,  dass  ein  Ausdruck  (1)  gegeben  sei, 
der  die  Eigenschaft  eines  vollständigen  Differentials  hat,  und  bei 
dem  die  sämmtlichen  Verbindungen  ^j+tiy„  ^^+iij2, ...  i*^+i#;^ 
rationale  Functionen  der  n  complexen  Variabein  (5)  sind.  Nun 
möge  die  Function  t  +  iu  dadurch  erhalten  werden,  dass  man 
in  der  Mannigfaltigkeit  der  2  n  reellen  Variabein  x^^  ^i,  •  • .  x^j  y^ 
von  einem  Werthsystem  a;,(0),  y/O), . . .  a:^(0),  y^(0)  bis  zu  einem 
Werthsystem  x^{\\  y,(l), . . .  xji\\  yJ^V)  integrirt,  wobei  die  Va- 
riabein ^Tj,  ^r.^, . . .  ^«  respective  von  den  festen  Anfangswertheu 
^,(0)  =  a?,(0)+ty(0\  £r^(0)  =  ^,(0)+ty./0), . . ,  ^,=  a:,(0)+iy,(0) 

zu  den  beweglichen  Endwerthen 

ir,(l)=:r,(l)  +  iy(l),  ^,(l)=:r,(l)+i>,(l),..^^(l)=a:„(l)  +  iX(l) 
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fortrücken  und  t+iu  als  Function  der  Endwerthe 

aufgefasBt  wird.  Hier  hindert  nichts,  die  Mannigfaltigkeit  der 
ersten  Ordnung,  auf  welcher  die  Integration  ausgeführt  wird, 
nach  der  Art  von  (4)  lies  §  116  so  zu  wählen,  dass  zuerst  bei 
den  festen  Werthen  y,(0),  x^{0),  ^,(0), . .  ,a:^(0),  y^(0)  die  Va- 
riable ^,  von  aj,(0)  bis  x^{l),  dann  bei  den  festen  Werthen 
^(l),  ^,(0),  y2(0),...^.(0),  y.(0)  die  Variable  y,  von  y,(0)  bis 
yj{l)  weiter  rückt,  dass  so  die  Keihe  der  2n  Variabein  zu 
Paaren  vereinigt-,  femer  jedes  Paar  wie  'das  erste  behandelt, 
und  bei  dem  letzten  Paar  zuerst  die  reelle  Variable  x,  von 
x^{0)  nach  x^{l)j  dann  die  zugehörige  reelle  Variable  y^  von 
y^(0)  nach  y„(l)  geführt  wird.  Jedes  einzelne  dieser  Paare  von 
Integrationen  ist  nach  den  Regeln  des  vorigen  §  zu  vollziehen, 
und  bringt  einen  Ausdruck  hervor,  welcher  einen  rationalen 
und  einen  logarithniischen  Theil  hat,  die  aus  den  n  Werthen 
js^il),  jg^{l),.  ..s^{})  und  den  n  Werthen  ^ß',  (0),  ^'.^  (0), . . .  £'^  (0) 
gebildet  sind.  Das  Gesammtintegral  als  die  Summe  der  ein- 
zelnen Integrale  ist  deshalb  gleich  einer  Summe  von  ebensolchen 
rationalen  und  logarithmischen  Ausdrücken.  Da  sich  nun  die 
Summe  der  rationalen  Ausdrücke  zu  einem  einzigen  rationalen 
Ausdruck  zusammenzieht,  so  gelangt  man  zu  dem  Ergebniss, 
dass  durch  Integration  des  in  Hede  stehenden  vollständigen  Dif- 
ferentials eine  Function  der  n  complexen  Variabein  -s*,,  -s'^,  • . .  -„ 
entsteht,  die  durch  Addition  einer  rationalen  Function  und  einer 
endlichen  Anzahl  von  logarithmischen  Ausdrücken  gebildet  ist. 
Wie  in  §  115  der  Ausdruck  (7)  durch  Einführung  einer 
neuen  complexen  Variable,  so  kann  der  obige  allgemeine  Aus- 
druck (1)  durch  Einführung  eines  Systems  von  complexen  Va- 
riabein transformirt  werden.  Es  seien  z^^  ^^j^-^n  Functionen 
der  m  complexen  Variabein 

und  man  habe 

(13)  ds,=c^,dv,  -f-  Cj  ,df;,  +  . . .  -i-  r,  „  dv^, 


d^n=^.,X^^l  +  ^..2^^'2  +   .  .  .  +   C^,«,  ^V 
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In  Folge  dessen  verwandelt  sich  (1)  in  einen  Ansdniek  von  der 

Gestalt 

(14)      {q^  +  taj)  (dp,  +  idq^  +  {q^  +  io^)  {dp^  +  idq^  +  ... 

wo  der  reelle  Theil  aus  (2),  der  Factor  Von  %  aus  (3)  entsteht, 
indem  die  2n  rellen  Variabcln  x^^  yp-«'^«,  y«  durch  die  2m 
reellen  Variabein  p^^  8p  •  •  .p«»  ?«  ausgedrückt  werden.  Nach  dem 
in  §  115  benutzten  Satze  des  §  99  bleiben  bei  der  Substitution, 
die  Zahl  m  möge  der  Zahl  n  gleich  oder  von  ihr  verschieden  sein, 
für  den  reellen  und  den  imaginären  Theil  von  (14)  die  Bedingungen 
der  Integrabilität  erfüllt,  weil  sie  für  den  reellen  und  imaginä- 
ren Theil  von  (1)  erfüllt  sind.  Mithin  ist  der  durch  die  Integra- 
tion von  (14)  zu  gewinnende  Ausdruck  gleich  der  Function  der 
m  complexen  Variabein  rj,  r^, . . .  r^,  in  welche  die  mit  (4)  be- 
zeichnete t-^-iu  der  n  complexen  Variabein  e^^  e^j,,.e^  durch 
die  angewendete  Substitution  übergeht. 

§  UQ.    Addition  der  XK>ffarlfluii«ii« 

Nach  §  116  wird  der  Logarithmus  einer  beliebigen  com- 
plexen Grösse  e{\)  durch  das  von  £r=l  bis  s!=^z{\)  genom- 
mene Integral 

(1)  •  ^' 


ß 


e 

1 

so  ausgedrückt,  dass  sich  die  Anzahl  und  Direction  der  bei  dem 
Integrationswege  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Umgänge  nach 
der  Anzahl  der  in  dem  imaginären  Theile  von  \ogJs{\)  enthal- 
tenen Vielfachen  der  Grösse  2t7r  richtet.  Auf  diese  Weise  kann 
man  die  Logarithmen  von  irgend  zwei  complexen  Grössen  durch 
Integrationen,  die  sich  auf  zwei  von  einander  unabhängige 
complexe  Variabein  e^  und  e^  beziehen,  darstellen,  und  es  ent- 
steht fUr  die  Summe  der  beiden  Logarithmen  die  Gleichung 

1       1 

Die  linke  Seite  derselben   darf  in  Uebereinstimmung  mit  einer 
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in  §  118  gemachten  allgemeinen  ßemerknng  als  das  Integral 
des  folgenden  mit  den  beiden  eomplexen  Variabein  s^  und  s^ 
gebildeten  vollständigen  Differentials 

(3)  ^^  +  —  * 

betrachtet  werden.  Vermöge  der  Grundregel  fttr  die  Differen- 
tiation eines  Products  gilt  aber  die  Gleichung 

(4)  ^^1    ^  _^j_  -_  ßi^i  O  j 

diese  verwandelt  sich,  sobald  das  Produet  £^,  r^  als  eine  neue 
Variable  v  eingeführt  wird,  in  die  Gleichung 

(5)  ^..  +  ^«=^^, 

deren  rechte  Seite  mit  den  einzelnen  liestandthoilen  der  linken 
gleiche  Gestalt  hat.    Aus  der  ßestininiung 

(G)  v  =  z,e, 

ergiebt  sich,  dass  für  -8^,  =  1  und  ^,=-1  auch  v^l  wird.  LUHHt 
man  nun  die  Variable  v  so  iortschreiten,  daHH  znerHt  für  /t^  =  I 
die  Variable  s^  wie  früher  von  1  zu  ^',(1),  dann  fllr  r,--  r,(l) 
die  Variable  e^  wie  früher  von  1  zu  Cy,{\)  weiter  rürkt,  und 
nimmt  v{l)  =  js!^{l)z^{l),  so  folgt  aus  (5)  die  (JIrielinng 

1  1  1 

Nun  ist  aber 

t'-  =  logr(l), 

mithin  besteht  der  in  §  110  erwähnte  Satz 

(9)  log^,(l)  +  log£,(l)==Iog(^,(I)ir,(I)), 

wonach  die  Summe  der  LogarUhmen  zweier  eomplexen  (JrröHscn 
gleich  dem  Logarithmus  ihres  Products  ist. 

Auf  diesen  Satz  gründet  sich  eine  allgemeine  Eigen- 
Schaft  des  Integrals  einer  l>eliebigen  rationalen  Function  einer 
Variable,  dessen  Gestalt  in  §  117  angegel>en  ist.  Substituirt 
man   statt    der  nrsprttngliehen   Variable  jp  irgend    eine    ratio- 

LipMliitx,  knMijwiM  IL  ^.— -^_  ^ 
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nale    Function    einer    neuen   Variable   v    und    untersucht    die 

beiden  Bestandtheile  des  Integrals  /^  \d^7   welche  in  §  117 

mit  (13)  und  (14)  bezeichnet  sind,  so  muss  der  erstere  als  eine 
rationale  Function  von  -sf  gleich  einer  rationalen  Function  von  v 
werden.  Der  zweite  Bestandtheil  ist  zufolge  der  dortigen  Glei- 
chung (7)  ein  Aggregat  von  logarithmischen  Ausdrücken  von 
der  Gestalt 

(10)  alog(ir-?), 

wo  o  und  ^  feste  complexe  Grössen  sind.  Nun  wird  das  Ar- 
gument jsf  —  ^  durch  die  bezeichnete  Substitution  ebenfalls  gleich 
einer  rationalen  Function  von  v,  das  heisst  gleich  einem  Bruche, 
dessen  Zähler  und  Nenner  ganze  Functionen  von  v  sind.  Jede 
derselben  ist  nach  dem  Fundamentaltheoreni  der  algebraischen 
Gleichungen  gleich  einem  Product  aus  Factoren,  die  in  Bezug 
auf  V  vom  ersten  Grade  sind.  Mithin  ist  der  Logarithmus  von 
jsf — ^  nach  dem  vorliegenden  Satze  gleich  der  Summe  der  Lo- 
garithmen der  Factoren  der  Zählerfunction,  vermindert  um  die 
Summe  der  Logarithmen  der  Nenncrfunction.  Es  verwandeln 
sich  deshalb  die  einzelnen  logarithmischen  Ausdrücke  (10)  in 
Ausdrücke,  welche  in  Bezug  auf  die  neue  Variable  v  ebenso 
gebildet  sind,  und  der  in  Rede  stehende  zweite  Bestandtheil 
geht  in  ein  auf  gleiche  Weise  aus  logarithmischen  Ausdrücken 
zusammengesetztes  Aggregat  über.  Indem  die  Variable  z  durch 
eine  beliebige    rationale  Function   der  neuen  Variable  v  ersetzt 

wird,  verwandelt  sich  das  zu  integrirende  Differential  -^>  !-djs 

€ ( s)     dz 
in  das  Differential     ^)  i-  --- dv.  bei  dem  dv  wieder  mit  einer 

f{z)     dv 

rationalen  Function  von  v  multiplicirt  ist.  Nimmt  man  auch 
hier  vermöge  der  in  §  117  angegebenen  Methode  eine  Zerlegung 
in  die  beiden  Theile  vor,  welche  respective  den  algebraischen 
und  den  logarithmischen  Theil  des  Gesammtintegrals  hervor- 
bringen, und  unterscheidet  dieselben  wie  vorhin  als  den  ersten 
und  zweiten,  so  folgt  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  sich  immer 

der  erste  Theil  von  -}/-{dz  in  den  ersten  Theil  von   },{  v^iv 

f{z)  f(z)  dv 

und  beziehungsweise  der  zweite  in  den  zweiten  verwandelt  Die 


einer  miMMileii  SuKMilnih^^  M^VAUhH^t^  «^  ^mm 

In  dem  Einpmjsx'  von  C^pil^l  IN»  AUnohi^tll  \,  ^\\\y\  y\\\\ 
Iniegnle  von  Fnnctionon  oinor  VnriHlilo  (W\'  iU«  v%^AW  \M\M 
in  solche  eingetheilt  woniou»  boi  «lonou  \\\k^  Kmim^IIoh  nlH^^l^i^Wt^h 
und  bei  denen  sie  nioht  nl|i:i^l»rntMoh  tut;  #U)ilo(oh  n\\\\\  \\\\\s\\ 
den  Integralen  al^ebrnisohor  Kuuoiionou  dtojnnl^on  ||i»liiMihlt  It^^l 
denen  die  Function  durch  rationiüo,  und  hnl  dnuiMt  nIm  «lMM*h 
nicht  rationale  Operationen  Kobildot  wint.  Hol  dm  MiwiiIImmmiHi 
welche  die  BegrifTe  der  nIgchraUrhnn  KunplliMi  mimI  don  ImIi* 
grationsprocesses  auf  drni  (icbinto  dor  iMtMipbuoti  UrhniuMt  m» 
halten  haben,  bleiben  bcido  Arilin  dor  KifttbM)luM|(  bMuli^liMM 
Wie  sich  auf  dem  IctzUtm  (Inbiirt  dbi  HidmiMlIiiMit  d«»  \uU^^.iti\h 
rationaler  Functionen  vcridnffi<dit,  /i^l^l  db«  Vi<r^li»b'lfMM^,  lii-f 
nächst  vorhergebenden  §i(  mit  tt  ^'^  ^^^^ti  %  W  t^Miimt  UhI  rtU- 
Lehre  von  den  Inti;graleri  iU*,r  ulj^t'UrHim'h'U  fiUUi  PHlUmnU-h 
Fonctionen  n^u^b  ihtHT  Anft4M$ttnut(  ftnt  tU*.$i  iU^ft^uU  rtsp  nfiitpUtMi 
6rii«Ko   ein^n  r^dli^^m  l/mM^bwniit^  i'-tUSmu^  4t$ft'U   4*>h   hU^ 

■IMI    iiHC  tat*«'  mmiUi^h^kr  i^^  ^^^f^^hy^rf^  iif«i#4f*i#*Jr  l<*ar  Au^ 
-htttip»    f»3»^n    V^r>-,#    fe^    •'^^f#»!yt°^»tH«»  '"^Hi»;   «»^lt#»MN^/» 


*<%*.# 
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Wir  haben  in  §  114  den  allgemeinen  Ansdruek  einer  alge- 
braischen Function  einer  Variable  z  angeführt.  Nachdem  mit 
einer  Fanotion 

(1)  F{z,w)=Ay  4-  ^,u?""'  + . . .  +  ^^, 

bei  der  -4^,  -4^, . . .  A^  ganze  Functionen  von  z  sind,  die  Glei- 
chung 

(2)  F(-8f,M;)=:0 

gebildet  ist,  erscheint  eine  algebraische  Function  von  s  als  ein 
Bruch 

(3)  K{z,  w)  =  -^- = ^^^5 -  -  > 

in  dem  K^  (z),  K^  {z), . . .  K^_^  {z\  L^  {z\  L^  W, . . .  i^_,  (z)  wie- 
der ganze  Functionen  von  z  bedeuten.  Vermöge  der  Gleichung 
(2)  ist  to  eine  n-werthige  und  mit  Ausnahme  gewisser  Werthc 
von  z  stetige  Function  von  z-,  das  heisst,  das  Gebiet  von  z  zer- 
fällt, sobald  einzelne  Stellen  ausgeschlossen  sind,  in  Theile,  flir 
welche  zu  jedem  z  genau  n  Werthe  von  w  gehcJren  und  jeder 
einzelne  Werth  sich  bei  einer  stetigen  Aenderung  von  z  gleich- 
falls stetig  ändert.  Wählt  man  einen  solchen  und  zwar  einfach 
zusammenhängenden  Gebietsthcil  von  z  und  hebt  flir  denselben 
einen  bestimmten  unter  den  n  zugehörigen  Werthen  von  w  henaus, 
so  ist  für  diese  Combination  Zj  w  die  Function  K{z^w)  durch  (3) 
eindeutig  bestimmt.  Zugleich  soll  der  Gebietsthcil  so  angenom- 
men sein,  dass  in  demselben  das  Unendlich  werden  von  (3)  aus- 
geschlossen bleibt,  was  leicht  zu  erreichen  ist.  Unter  der  er- 
wähnten Voraussetzung  hat  dann  das  über  die  Function  K  (z,  w) 
nach  z  von  einem  Werthe  z{0)  bis  zu  einem  Werthe  z{l)  auf 
einem  gewissen  Wege  ausgedehnte  Integral 

(4)  fK{z,w)Az 

einen  durch  die  frühere  Definition  genau  präcisirten  Sinn,  und 
nimmt  an  der  in  (II)  des  §  115  ausgesprochenen  Eigenschaft 
Theil,  bei  zwei  verschiedenen  von  einem  Werth  j0f(O)  nach  einem 
Werth  z{\)  geführten  Integrationswegen  denselben  Werth  zu 
bekommen.  Für  den  gegenwärtigen  Zweck  genügt  die  angege- 
bene Beschränkung  des  Gebiets  der  Variable  z\  wofern  es  bei 
anderen  Untersuchungen    nothwendig   wird,    die  Beschränkung 
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aufzuheben,  kann  das  betreffende  Gebiet  stets  in  Gebietstheile 
von  der  bezeichneten  Beschaffenheit  zerlegt  werden.  Es  besteht 
nun  der  AbeVsahe  Satz  in  der  Thatsache,  dass  die  Summe  einer 
gewissen  hinreichend  grossen  Anzahl  von  Integralen,  deren  je- 
des wie  das  Integral  (4)  gebildet  ist,  durch  einen  algebraischen 
und  logarithmischen  Ausdruck  dargestellt  werden  kann.  Sei  die 
Anzahl  der  Integrale  gleich  r,  das  erste  Integral  von  sf^  (0)  bis 
^,  (1),  das  zweite  von  ^,(0)  bis^e^, (1),  u.  s.  f.,  das  vte  von  JSf^.(0) 
bis  ^,,(1)  zu  erstrecken,  es  werde  ferner  in  jedem  Integral  die 
Intcgrationsvariable  als  eine  selbstständige  Variable  aufgefasst 
und  als  solche  sammt  der  zugehörigen  Function  w  mit  einem 
betreffenden  Zeiger  versehen,  so  ist  die  in  Rede  stehende 
Summe  von  Integralen 

nach  einer  in  §  118  enthaltenen  und  auch  im  vorigen  §  ange- 
wendeten  Bemerkung   gleich   dem  Integral  des  mit  den  com- 
plexen  Variabein  je^j,  z.^^.,.  z^  aufgestellten  vollständigen  Diffe- 
rentials 
(0)  K(,s^ ,  lüj)  dz^  +K{z^,  w^  dz^  +  .,,  +K{z^j  wj  de^. 

Eine  Transformation  des  Differentials  (6),  bei  welcher  die 
V  Variabein  z^^  ^2>  •  •  •  ^v  ^^^  ^*"®  eigenthtimliche  Art  durch  ein 
System  von  neuen  Variabein  ausgedrückt  werden,  wird  den 
Beweis  des  ^iß^schen  Satzes  liefern;  den  Zugang  vermittelt  eine 
algebraische  Betrachtung. 

Man  kann  die  in  (1)  definirte  Function  F{z^w)  mit  einer 
beliebigen  anderen  rationalen  ganzen  Function  derselben  Varia- 
bein in  der  Weise  vergleichen,  dass,  nachdem  beide  nach  den 
Potenzen  derselben  Variable  w  geordnet  sind,  die  Function  des 
höchsten  Grades  von  w  verlangt  wird,  welche  in  beide  Func- 
tionen für  unbestimmte  Werthe  von  z  algebraisch  aufgeht.  Die 
betreffende  Function  ergiebt  sich,  indem  bei  diesen  Functionen 
der  Variable  w  das  in  I,  §  68  zur  Aufsuchung  des  grösten 
gemeinsamen  Theilers  zweier  ganzen  Functionen  einer  Variable 
auseinandergesetzte  Verfahren  angewendet  wird.  Bei  den 
hierzu  erforderlichen  Divisionen  treten  als  Coefficienten  rationale 
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Functionen  von  z  auf;  das  Kennzeichen,  dass  die  beiden  gege- 
benen Functionen  von  w  für  unbestimmte  Werthe  von  z  gleich- 
zeitig durch  keine  Function  von  w  theilbar  sind,  besteht  darin, 
dass  bei  der  vorletzten  auszuftihrenden  Division  als  Rest  eine 
von  vo  unabhängige  Grösse  erscheint,  die  wieder  gleich  einer 
rationalen  Function  von  z  sein  darf.  Von  jetzt  ab  möge  die 
Function  F(Zyto)  die  Voraussetzung  erfüllen,  mit  ihrem  nach  w 
genommenen  partiellen  Differentialquotienten 

bei  unbestimmten  Werthen  von  z  keine  Function  von  w  als  ge- 
meinsamen Theiler  zu  besitzen.  In  dieser  Annahme  liegt  keine 
wesentliche  Specialisirung  ,  da  die  zugehörige  Function  (1)  in 
dem  Falle,  dass  ein  solcher  Theiler  vorhanden  ist,  in  Factoren 
von  der  verlangten  Beschaffenheit  zerfällt;  diese  bezeichnen,  ein- 
zeln gleich  Null  gesetzt,  eine  bestimmte  Abhängigkeit  der  Va- 
riable t€  von  der  Variable  z,  und  können  zur  Anwendung  kom- 
men, um  die  ursprüngliche  Gleichung  zu  ersetzen.  Zu  F{z,  w) 
wird  nun  eine  zweite  rationale  ganze  Function  von  z  und  tv 
G{ZjW)  hinzugefügt,  die  in  Bezug  auf  w  vom  (w— l)ten  Grade 
sei  und  die  Gestalt  habe, 

'  G  {z,  w)  =  Sy       +  B,  f«;"-'  +  . . .  +  J?, 


(8) 


«— p 


Diese  Function,  bei  der  die  Coefficicnten 

beliebige  von  z  unabhängige  complexe  Werthe  erhalten,  soll 
so  beschaffen  sein,  dass  für  sie  und  F(z,w)  bei  unbestimmten 
Werthen  von  z  ebenfalls  keine  Function  von  w  als  gemeinsamer 
Theiler  existirt.  Doch  können  die  beiden  Functionen  sehr  wohl 
flir  bestimmte  Werthe  von  z  durch  dieselbe  Function  von  w 
theilbar  sein,  und  zwar  ist  in  unserem  Falle  gerade  die  Frage 
nach  den  Bedingungen  zu  beantworten,  unter  denen  F(z,w) 
und  G{z^w)  durch  dieselbe  Function  des  ersten  und  keine 
Function  eines  höheren  Grades  von  w  theilbar  sind. 
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Offenbar  deckt  sich  die  aufgeworfene  Frage  mit  der  Auf- 
gabe, zu  bestimmen,  wann  die  beiden  Gleichungen 

(9)  FM  =,0,  il^ijgj^o 

gleichzeitig  bestehen  können,  und  in  Bezug  auf  die  Grösse  w 
eine  und  nur  eine  gemeinsame  Wurzel  haben.  Es  handelt  sich 
also  um  die  Untersuchung  eines  Systems  von  zwei  für  die  Un- 
bekannten z  und  w  gegebenen  algebraischen  Gleichungen.  Be- 
zeichnet man  die  zu  einem  bestimmten  js  gehörigen  Werthe  von 
w,  welche  die  erste  Gleichung  befriedigen,  mit  w^,  w^,...  w^j  die- 
jenigen, welche  die  zweite  Gleichung  befriedigen,  mit  Äj,  ä^,  . . .  h^_^, 
wonach 

ist,,  so  liegt  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
das  Vorhandensein  einer  gemeinsamen  Wurzel  in  dem  Verschwin- 
den des  Products  von  Differenzen 

(11)  (W^  — Äj)  (Wj— Äj)  .  .  .  (W^i  -  Ä„._i) 

(w^—h^)  (w^—h.;) . . .  (m^2— Vi) 


Dasselbe  wird  mit  Hülfe  von  (10)  in  die  Gestalt 

G(jer,f«;,)      G{ejwj  G^(^,  wj 

gebracht,  welche  in  Bezug  auf  die  Coefficienten  —  >  w^'"  ~t>' 

der   Gleichung  — \^ — -  =  0  rational  und  ganz,    in  Bezug  auf 

die  n  Wurzeln  «;„  u;.^, ...  w^  rational,  ganz  und  von  jeder  Ver- 
tauschung derselben  unabhängig  oder  nach  I,  §  46  symmetrisch 
ist.  Vermöge  der  in  I,  §  58  bewiesenen  Fundamentaleigcnschaft 
kann  aber  jede  rationale  ganze  symmetrische  Verbindung  von 
n  Elementen  als  ein  rationaler  ganzer  Ausdruck  der  n  symme- 
trischen Grundverbindungen  dargestellt  werden,  die  bei  den 
n  Wurzeln  w^y  w^j, , ,  w^  gleich  den  mit  abwechselnden  Zeichen 

genommenen  Coefficienten  x'X'"*X  ^^^  zugeordneten  Glei- 
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chung  — ^ — -  =  0  sind.    Hiernach  wird   die  rechte  Seite  von 

(12)  gleich  einem  Ausdruck,   der  eine   rationale   ganze   Func- 

tion  von  den  Coefficienten  -. ->  ^-v-  --  und  den  Coefficienten 

^>  »  '•••  —^~  ist.    Das  Verschwinden  desselben  oder  das  Er- 

fUUtsein  der  Gleichung 

(13)  n{g)  =  0 

ist  nach  dem  Obigen  erforderlich  und  hinreichend,  damit  die 
Gleichungen  (9)  zusammen  befriedigt  werden.  Durch  die  Vor- 
aussetzung, dass  F(ZjW)  und  G{£i,w)  flir  unbestimmte  Werthe 
von  0  keine  Function  von  w  als  gemeinsamen  Theiler  haben 
dürfen,  wird  der  Fall  ausgeschlossen,  dass  /7(^)  für  unbestimmte 
Werthe  von  js  gleich  Null  sei.  Mithin  kann  diese  rationale  Func- 
tion von  jsf  nur  für  bestimmte  Werthe  von  s  verschwinden,  und 
da  die  betreffenden  auch  die  einzigen  sind,  bei  welchen  sich 
die  Gleichungen  (9)  befriedigen  lassen,  so  ist  die  Gleichung 
(13)  die  Restdiante  der  Elimination  von  w  aus  den  beiden  Glei- 
chungen (9).    Sobald  an  die  Stelle  von  G{js^w)  der  in  (7)  dar- 

gestellte  Dififerentialquotient  — }^^f—^  =  F*{z^w)  tritt,  gelten  die 

schon  mehrfach  benutzten  Gleichungen 

^  (^»  ^i) 


0 

(1-i)      l        A 


r=  (W,^  —  W^)  {W.^  —  M?3)  .  .  .  (W.^—  W^) 


=  K~  «^1)  K-W'a)  •  •  •  (W'«— W'— i)- 


In  Folge  der  Substitution  von  -  -^—  statt  -y  —  gehtdem- 


Ao  ^0 


nach  das  Product  (11)  in  das  aus  den  sämmtlichen  Differenzen 
der  Wurzeln  Wj,  w^j. . ,  w^  gebildete  Product  über,  durch  wel- 
ches in  I,  §  59  die  Discriminante  der  zugehörigen  Glei- 
chung definirt  ist;  daher  erhält  man   aus  (12)  für  die  Disciri- 
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minante  der  nach  w  aufzulösenden  Gleichung  F{:s,w)  =  0  den 
Ausdruck 

(12*)  ^  (^)  =  _Ai-Li  -^-^ 'J-^  . 

Bei  der  oben  gemachten  Voraussetzung,  dass  F(z,w)  und  {F' z^w) 
keine  Function  von  %v  als  gemeinsamen  Theiler  haben  dttrfen, 
verschwindet  ^(js)  keinenfalls  für  unbestimmte  Werthe  von  sSy 
und  können  unmöglich  zwei  von  den  n  Wurzeln  «;,,  w,^^, , ,  w^ 
einander  gleich  sein;  umgekehrt  enthält  das  Verschwinden  von 
$  (z)  die  Bedingung  daflir,  dass  irgend  zwei  unter  den  n  Wur- 
zeln w^j  M^2>  •  •  •  ^n  einander  gleich  werden. 

Zu  einem  folgenden  Schritte  dient  ein  in  I,  §  69  bewiese- 
ner Satz,  nach  welchem,  wenn  zwei  ganze  Functionen  einer 
Variable  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  jede  Function  in 
der  Weise  mit  einer  ganzen  Function  multiplicirt  werden  kann, 
dass  das  Aggregat  der  beiden  Producte  gleich  einer  beliebigen, 
von  Null  verschiedenen  von  der  Variable  unabhängigen  Grösse 
wird.  Bei  den  Functionen  F(zyto)  und  G{£!yW)  von  w  setzen 
wir  diese  von  w  unabhängige  Grösse  gleich  der  in  (12)  definir- 
ten  Function  n{z)  und  bilden  die  Gleichung 

(15)  S  (z,  w)  — y — -  +  R  (z,  w)  — -^—^  =  n  (js). 

Da  die  Function  F(z,w)  in  Bezug  auf  w  vom  nten,  G(Zjw) 
vom  (w— l)ten  Grade  ist,  so  lässt  sich  nach  I,  §  93  bewir- 
ken, dass  S{z,w)  vom  (n— 2)ten,  i2(ier,M;)  vom  (w—l)ten  Grade 
wird.  Die  rechte  Seite  darf  gleich  TI{z)  genommen  werden, 
weil  n(z)  für  keinen  Werth  von  z,  für  den  F(js,w)  und  G(Zjtv) 
ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  verschwindet.  Nun  wird  die 
Function  R{ZyW)  für  jeden  Werth  von  z,  der  n(z)  nicht  zu 
Null  macht,  bestimmt,  indem  man  in  (15)  statt  to  der  Reihe 
nach  die  Wurzeln  w,,  u;^, ...  iv^  der  Gleichung  F(z,  w)  =  0  sub- 
stituirt.    Hierdurch  entstehen  die  n  Gleichungen 

(16)  R  (z,  w,)  -^^— -  =  n  (r), . . .  ii  {z,  m;J ^-^  =  n(z\ 

in  denen  wegen  der  über  z  gemachten  Annahme  keiner  der 
Werthe  der  Function  G{z,w)  verschwindet.  Mithin  sind  die 
n  Werthe  der  Function  des  (n— l)ten  Grades  R{z^u))  bekannt. 
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welche  sie  für  die  nach  der  Voraussetzung  untereinander  ver- 
schiedenen n  Werthe  von  w  annimmt;  R(js^xo)  wird  daher  mit 
Htllfe  der  Interpolationsformel  von  Lagrange  (I,  §  96  und  §  39 
dieses  Bandes)  folgendermassen  dargestellt 

(17)  R  (z,  w)  =  Z~^t r  -^i ^  > 

wo  a=l,  2, ...  n  zu  setzen  ist.    Weil   aber   ll{e)   nach   (12) 

gleich  dem  Product  der  n  Factoren  — ^J    ^^  ist  und  sich  daher 

durch  jeden  einzelnen  Factor  dividiren  lässt,  so  behält  22  (xr,  %o) 
auch   für   solche   Werthe  von   z  einen  endlichen   Werth ,    für 

die  ein  Factor  — p'   *^  und  damit    auch   Tl{z)  verschwindet 

Hierauf  beruht  der  Schluss,  dass  die  Function  R(z,w)  in  (17) 
nicht  nur  für  diejenigen  Werthe  von  z,  für  welche  n(z)  von 
Null  verschieden  ist,  sondern  für  jeden  Werth  von  z  der  Glei- 
chung (15)  entsprechend  dargestellt  wird.  Die  Function  R(ZfW) 
kann  mit  Hülfe  des  vorhin  angewendeten  Fundamentalsatzes 
der  symmetrischen  Functionen  als  rationale  Function  von  z  aus- 
gedrückt werden,  wonach  sich  aus  (15)  auch  f\lr  S{ZjW)  ein  in 
z  rationaler  Ausdruck  ergiebt.   In  dem  vorhin  erwähnten  Falle, 

dass  — ~ —  durch  den  partiellen  Differentialquotienten  — j^ — - 

ersetzt  wird  und  das  Product  n{z)  in  die  Discriminante  ^(z) 
übergeht,  verwandelt  sich  die  obige  Gleichung  (15)  in  diejenige, 
welche  Gauss  in  art.  8  der  Abhandlung  demonstratio  nova  altera 
theorenKdis,  omnem  functionefn  algebraicatn  rationaletn  integram 
unius  variabilis  in  factores  reales  primi  vel  secundi  gradus  resolvi 
posscj  Göttingen  1816,  behandelt  hat,  und  der  Ausdruck  J?  (jbt,  w) 
aus  (17)  in  die  von  Garns  mit  q  bezeichnete  Function. 

Für  diejenigen  Werthe  von  z^  welche  TI{z)  zum  Verschwin- 
den bringen,  liefert  die  Gleichung  (15),  deren  rechte  Seite  als- 

F(z,w) 
dann  gleich  Null  ist,  das  Resultat,  dass  der  Quotient  von  — ^. 

C^  ( 9    *n\ 

durch  — 17—  dem  Quotienten  von  —  22(^,1«;)  durch  S(ZjW)  gleich 

TP  ( PI   tn\ 

sein  muss.    Weil  nun  — J-^  i^  Bezug  auf  u;  vom  nten,  RizyW) 
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vom  (n— l)ten  Grade  ist,  so  kann  die  Gleichheit  der  beiden 
Quotienten  nur  so  bestehen,  dass  der  Zähler  und  Nenner  des 
ersten  Quotienten  eine  Function  von  to  als  gemeinsamen  Thei- 
1er  haben,   die  bei  dem  Zähler  und  Nenner  des  zweiten  Quo- 

tienten    fortgelassen   ist.    Dass    die    Functionen   — a"^   ^^^ 

— p    ^  flirWertho  von  jß^,  bei  denen  n(ß)  =  0  ist,  durch  eine 

Function  von  w  gleichzeitig  theilbar  werden,  ist  die  Folge  des 
Vorhandenseins  einer  gemeinsamen  Wurzel  der  zugehörigen 
Gleichungen  (9).  Soll  nun,  wie  gefordert  wurde,  der  gemein- 
same Factor  der  Functionen  von  keinem  höheren  als  dem  ersten 
Grade,  oder  für  die  Gleichungen  nur  eine  einzige  gemeinsame 
Wurzel  vorhanden  sein,  so  ist  es  nothwendig,  dass  die  Func- 
tion B  (zj  to)  in  Bezug  auf  w  nicht  auf  den  (n— 2)  ten  Grad  her- 
absinke. Der  Ausdruck  (17)  von  R{jSjtv)  wird  durch  Addition 
von  n  Producten  erhalten,  bei  denen  die  Function  des  (n— l)ten 

Grades  — ^ — -  mit  dem  von  w  unabhängigen  Factor 

tV  —  Wa 

multiplicirt   ist.     In  jeder  der  genannten  Functionen  hat  w 
nach  der  Definition  von  F  (jg^y  w)  in  (1)  den  Coefficienten -4«,  mit- 
hin ist  m;""''  in  R{jSyW)  mit  dem  Factor 

(18)  n^) = £  T^V-^-  ^.u    . 

,  a    G{ZyW^  F'(z,w^ 

multiplicirt,  und  dieser  muss,  damit  R  (Zj  w)  keine  Function  des 
(n — 2)  ten  Grades  von  w  werden  kann,  von  Null  verschieden 
sein. 

Sobald  —  J^    und  — ^  ^^   flir  besondere  Werthe  von  g 

eine  Function  ersten  Grades  von  w  zum  grösten  gemeinsamen 
Theiler  haben,  kann  man  auf  die  von  diesem  Factor  befreiten 
Functionen  den  Satz  anwenden,  welcher  vorhin  zu  der  Glei- 
chung (15)  geführt  hat.  Denkt  man  sich  eine  entsprechende 
Gleichung  aufgestellt  und  beide  Seiten  derselben  mit  dem  fort- 
gelassenen Factor  ersten  Grades  multiplicirt,  so  entsteht  eine 
Gleichung  von  der  Gestalt 
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(19)  D(^,  W)  -^^^^*^^  +  C(^,  W)  ^^^..  =  ^P{z)  W  -  n{z). 

Hier  bedeutet  D{z,t€)  eine  ganze  Function  des  (n— 3)ten, 
C  (^,  w)  eine  solche  des  (n— 2)  ten  Grades  in  Bezug  auf  tc.  Der 
in  dem  Ausdruck  rechts  befindliche,  an  sich  beliebige  Factor 
von  w  muss  so  gewählt  sein,  dass  er  für  die  Werthe  von  ^,  für 

welche  ~  V~~   ^^^  — ^         einen  genieinsamen  Theiler  be- 

kommen,  keinenfalls  verschwindet,  und  ist  deshalb  gleich  der 
in  (18)  definirten  Function  ^(jß^)  gesetzt.  Unzweifelhaft  wird 
durch  die  Gleichung  (19)  auch  die  nothwendige  Bedingung  da- 
für ausgedrückt,  dass  der  gemeinsame  Factor  der  beiden  Func- 
tionen von  t€  von  keinem  höheren  als  dem  ersten  Grade  sein 
kann;  denn  jeder  gemeinsame  Factor  der  Functionen  ist  ein 
Factor  der  linken  Seite  von  (19)  und  muss  deshalb  in  der  rech- 
ten Seite  aufgehen,  die  in  Bezug  auf  w  nur  vom  ersten  Grade 
und  wegen  der  Beschaflfenheit  von  'F(^)  nicht  gleich  Null  ist. 

Wiewohl  die  Gleichung  (19)  für  solche  Werthe  von  £r  ge- 
bildet wurde,  die  /T(^)  zum  Verschwinden  bringen,  so  betrach- 
ten wir  dieselbe  doch  zuerst  unter  der  Voraussetzung,  dass  z 
einen  Werth  habe,  bei  dem  n{js)j  aber  auch  *F(^)  von  Null  ver- 
schieden ist,  und  bestimmen  zuerst  die  Function  H{i).  Setzt 
man  wieder  ftlr  w  successive  die  n  Werthe  tv^,  so  kommt 

G(z,wJ 

(20)  C(z,  w^)  -^-^  =  ^{z)  w^  ~  ß(^), 

wo  —  p  ^^  nicht  den  Werth  Null  annimmt,  und  folglich,  indem 
mit  dem  Factor  -^r      {  multiplicirt  wird, 

B^nU)  B^n(z) 

(21)  C{z,  w\  n{z)  =  'F{z)  w^    '     \^  -  ß  (z)  ^r^  • 

Insofern  C{z,w)  eine  Function  des  (w— -2)ten  Grades  von«;  ist, 
hat  nach  einem  in  §  39  für  reelle  Argumente  ausgesprochenen 
aber  aus  den  gleichen  Gründen  für  complexe  Argumente  gelten- 
den Satz  die  von  a  =  1  bis  n  ausgedehnte  Summe 

(22)  ^4?''"'^ 


F-  {e,  wj 


§  120.  AbePschor  Satz.  701 

einen  verschwindenden  Werth.  Demnach  folgt  ans  (21)  durch 
Multiplication  mit  -j;rrr~ — x*  ^^^  hierauf  erfolgende  Summation 
die  Gleichung 

<^''> '^'"■F «iii;i  Ffc^j -^<"^4-;;ö- F(^)="' 

und  folglich,  da  der  Factor  von  ß(^)  gleich  W{e)  ist,  diese 
Function  aber  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben  soll, 
die  Bestimmung 

Bf,  n{z)     A^  w^ 

(24)  fl(^)  =  £  -^, f  w~N- 

^{e)  und   Sl{e)  sind  in  (18)  und  (24)  als  symmetrische  Func- 

tionen  der  n  Wurzeln  w^   der  Gleichung  — ä  —  =  0   darge- 

stellt  und  gehen  daher  in  rationale  Functionen  der  Coefficienten 
der  beiden  Gleichungen  (9),  mithin  in  rationale  Functionen  von 
z  über. 

Zur    Bestimmung    von    C{z,w)   und    D{z,w)   findet    sich 
durch  Combination  von  (15)  und  (10)  die  Gleichung 

(25)  {8(s,w)  {n^)tv  -  n{s))  -  B{0,w)  n{0)) -^^^ 

+  {B(^,tc^)(V(^)ti;~ß(^))-C(^,«;)77(^))-^%^  =  0. 

Da  F{ZjW)  und  G{z,w)  flir  unbestimmte  Werthe  von  z  keine 
Function  von  to  als  gemeinsamen  Theilcr  haben,   so  muss  hier 

der  Factor  von  —   ' — -   bis   auf   einen    von   w   unabhängigen 

TP ( ^    9n\ 

Factor  gleich  — .^        sein.    In   der  letztern  Function  hat  «?" 

die  Einheit  zum  Factor,  in  der  zu  vergleichenden  Differenz  ist 
C(z,w)  nach  w  vom  (n — 2)ten  Grade,  femer  erscheint  in  R{z,w) 

die  Potenz  w""^  mit  H^{e\  in  dem  als  Factor  hinzuzufügenden 
Ausdruck  ersten  Grades  w  ebenfalls  mit  ^{e\  folglich  in  dem 

Product  die  Potenz  M?"  mit  (^F (£-))*  multiplicirt.  Demnach  gilt 
die  Gleichung 

(26)  R{z,w)  {}P{z)w-  ß(^))  -  C{z,w)  n(z)={W{z))^  ^M  ^ 
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aas  der  fUr  C{e,w)  die  Bestimmnng 

(27)     C{B,w)n{z)  =  R{z,w)  {V^w  ~ n{j^))  - (V(z)f  ^^^'^^ 

hervorgeht.  Substituirt  man  statt  R(e^w\  V(e\  Q{e)  die  ge- 
fundenen Ausdrücke  (17),  (18),  (24)  und  wendet  als  Summations- 
buchstaben  a  und  6  an,  so  kommt 


1       m^))'=-^IS.-^.^^»"^^^    ^ 


(28) 

ferner,    indem  der  Factor  Hie),    der  gegenwärtig  nicht  gleich 
Null  sein  darf,  anf  beiden  Seiten  fortgelassen  wird, 
(29)    C(e,w)  = 


( 


Hier  hat  der  in  der  Klammer  befindliche  Ausdruck  die  Eigen- 
schaft, dass  bei  Ausführung  der  Multiplication  der  beiden  Sum- 
men die  Glieder,  in  denen  die  Zeiger  a  und  b  gleich  sind,  Pro- 
ducte  liefern,  die  sich  fortheben.  Indem  nun  eine  Summe,  die 
sich  auf  alle  abgesehen  von  der  Reihenfolge  verschiedenen 
Paare  von  verschiedenen  Zahlen  a  und  b  bezieht,  mit  J[^^  j,  be- 
zeichnet wird,  nimmt  der  Inhalt  der  Klammer  die  Gestalt  an 

Es  ist  aber 

(31)  ^-f ^-'-2  =  r- 


w  —  w^        w  —  u\  (fr  -  w^  {w—w^ 

folglich  entsteht  für  C(e,w)  der  Ausdruck 

^     ^      ^'^      rbr^(^,t^,)ö(ir,fr,)i^"(^,fi.Ji^^(£r,f^,)  ^,(«;-frJ(fr-fr,)' 
Da  Q  und  6  verschiedene  Zahlen  bedeuten,  so  enthält  n(ß)  das 

Product 5 als  Factor,  während  —  —  durch  das 

Product  {tc  —  w^(\v—tvA   aufgeht,   und   deshalb   gilt   die   ge- 
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fnndene  Darstellnng  von  C{e,w)  für  alle  Werthe  von  e  mit 
Einscbluss  derjenigen,  für  die  n{s)  verschwindet.  Als  symmetri- 
sche Function  der  Wurzeln  w^  wird  C(js,w)  gleich  einer  ratio- 
nalen Function  von  -er,  so  dass  in  gleicher  Weise  aus  (19)  der 
Ausdruck  von  D{e^w)  erhalten  wird.  Hiemach  bestehen  die 
Bedingungen  dafür,  dass  die  Functionen  F{e,u))  und  G{g,w) 
durch  dieselbe  Function  des  ersten  und  keine  Fundion  eines 
höheren  Grades  von  w  (heilbar  werden,  darin,  dass  die  Grösse  e 
eine  Wurßel  der  Gleichung 

niß)  =  o 

ist,  und  dass  für  keinen  solchen  Werth  die  Functiofi  W{£i)  ver- 
schwindet. Alsdann  hat  der  dneige  den  beiden  Functionen  ge- 
meinsame Factor  den  Ausdruck 

v(jg)w-n(jB\ 

in  welchem  H^{ßi)  und  ii{ß)  gleich  rationalen  Functionen  von  z 
sind.  Es  unrd  daJter  für  jede  Wurzel  z^  der  Gleichung  n{z)=0 
der  z^igehörige  Werth  w  =  w^^  durch  die  Gleichung 

(33)  u..=^; 

ah  rationale  Function  von  z^  ausgedrückt.  Man  gelangt  zu 
einer  Bestimmung  der  eingeführten  Functionen  n{z),  ^F(z),  ii(z), 
bei  der  sie  in  den  Coefficienten  der  Gleichungen  (9)  durch 
Bildung  von  Determinanten  ausgedrückt  sind,   indem    man   die 

Function  — 4  successive  mit  den  Factoren  l,w,w\.  .w"^^, 


\ 


G  (e,  tv) 


2       -„II— 1 


die  Function  — ^—    ebenso  mit  den  Factoren  l,w,w ,  ..w* 

multiplicirt,  in  den  von  w  freien  Gliedern  w?"  als  Factor  zufligt, 
und  das  resultirende  System  von  (2w— 1)  Ausdrücken  unter- 
sucht, die  in  Bezug  auf  die  (2n~l)  Potenzen  «;",  m;\  ...  «?*""* 
homogen  und  vom  ersten  Grade  sind.  Für  das  Folgende  ist 
jedoch  eine  Kcnntniss  der  expliciten  Darstellung  nicht  er- 
forderlich. 

Um  die  mitgetheiltcn  Eigenschaften  eines  Systems  von 
zwei  algebraischen  Gleichungen  zu  dem  Beweise  des  ^fterschen 
Satzes  zu  benutzen,  werden  die  in  der  Function  G{e,w)  vor- 
kommenden Coefficienten  ft^.oi  Kv  •  •  •  *o^o'  • '  • '  *i~i.o'  •  •  •  *ir-i^i, 
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welche  abgekürzt  b  heissen  mögen,  als  unabhängige  variMe 
Grössen  aufgefasst.    Da  die  Fanction  n{e)  eine  rationale  ganze 

A^  A^  B.     B^  B_. 

Function   der   Verbindungen  -j-  , . . .  -.    und  ^->   »"'•••  ~s — 

A)  ^0  -^0       ^0  -^0 

ist,  die  erstem  rationale  Functionen  von  e^  die  letztem  ratio- 
nale Functionen  von  z  und  von  den  6r(^ssen  b^„  sind,  so  ist 
n{e)  ebenfalls  eine  rationale  Function  von  is  und  den  Grössen 
ft  ,  und  deshalb  sind  die  Wurzeln  s^  der  Gleichung  n{B)  =  0 
als  Functionen  der  Grössen  b,„  anzusehen.  Für  lede  Wurzel 
folgt  aus  dem  Verschwinden  des  vollständigen  Differentials  von 

(34)  ^la.  +  £-^db^,  =  0, 

eine  Darstellung  des  Diiferentials  djsf  als  Aggregat  vonProducten 
der  Differentiale  di..  mit  Ausdrücken,  die  rationale  Functionen 
von  e  und  allen  b.  „»  sind.  Falls  unter  den  Wurzeln  solche  vor- 
kommen,  die  von  den  Grr)ssen  b  unabhängig  sind,  so  muss 
für  dieselben  der  betreffende  Ausdruck  von  dz  verschwinden. 
Diese  Wurzeln  werden  aus  der  folgenden  Betrachtung  heraus- 
fallen, doch  kann  von  ihrem  Vorhandensein  der  Einfachheit 
halber  abgesehen  werden.  Die  Anzahl  der  sämmtlichen,  dem- 
nach von  den  Grössen  b  abhängenden  Wurzeln  sei  gleich  v. 
Wir  lassen  nun  diese  v  Grössen  z^^  jß^j, . . .  z^  mit  den  v  Variabein 
zusammenfallen,  die  in  dem  vollständigen  Diiferential  (G)  anti- 
cipirend  mit  den  gleichen  Buchstaben  bezeichnet  sind.  Da  hier 
mit  jedem  Wcrth  z  ein  vermöge  der  Gleichung  2^(jer,  %o)  =  0  zuge- 
höriger Werth  w  zu  combiniren  ist,  so  darf  immer  mit  z^  der- 
jenige Werth  w^  combinirt  werden,  welcher  in  (33)  durch  die 

Function  ^,  "v  definirt  worden  ist.  Dieser  Quotient  ist  ans 
den  gleichen  Gründen  wie  n{z)  eine  rationale  Function  von  z 


und  von  den  Grössen  &  ^.  Wenn  man  daher  in  dem  einzelnen 
Ausdruck  K{z^^,to^dz^  die  Grösse  w^  in  der  angegebenen 
Weise  determinirt,  so  wird  der  Factor  K{z^yW^  ebenfalls  gleich 
einer  rationalen  Function  von  z^  und  ft  ^,  ferner  ist  dz^  ver- 
möge (34)  durch  eine  Summe  von  Producten  der  Differentiale 
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db^^^  in  rationale  Functionen  von  jb^  und  6  ,^,  zu  ersetzen. 
Hierbei  zeigt  sich  der  Umstand,  dass,  wenn  nach  einander  die- 
selbe Transformation  mit  den  verschiedenen  Ausdrücken 

Jr(^„  w,)  dg,y  K(e^,  lü,)  dz^y . . .  K{z^,  w^)  ds^ 
ausgeführt  wird,  nur  die  Wurzel  z^  nach  einander  in  ^er^, . . .  is^  zu 
verwandeln  ist,  während  die  Grössen  6,.^  sammt  ihren  DifFeren- 
tialen  tiberall  genau  in  derselben  Weise  auftreten.  Werden 
jetzt  alle  v  transformirten  Ausdrücke  addirt,  so  erhält  man 
statt  des  vollständigen  Differentials  (6)  ein  nach  den  sämmt- 
lichen  Differentialen  dh      zu  ordnendes  Aggregat 

(35)  '  2;e,.„dV 

bei  welchem  jeder  einzelne  Factor  Q  gleich  der  Summe  von  v 
Ausdrucken  ist,  unter  denen  jeder  einzelne  nach  einer  Grösse 
z^  und  den  sämmtlichen  h  ,^j,  rational  ist ;  alle  gehen  aus 
einem  einzelnen  durch  die  Substitution  z^  =  jßr„  -sr^, . . .  z^  hervor. 
Daher  ist  jeder  Factor  Q  eine  rationale  Function  der  sämmt- 
lichen ft^,,^,  und  zugleich  eine  symmetrische  Function  der  v  Wur- 
zeln z^  der  Gleichung  /7(-8^)  =  0;  er  ist  folglich  nach  dem  Fun- 
damentalsatze der  symmetrischen  Functionen  gleich  einer  ratio- 
nalen Function  von  den  Coefficienten  dieser  Gleichung,  mithin, 
weil  diese  ebenfalls  rationale  Functionen  der  b,.„,  sind,  selbst 
eine  rationale  Function  der  h^^„  Es  geht  also  durch  die  aus- 
geführte Substitution  das  vollständige  Differential  (6)  in  das 
Aggregat  von  Differentialen  (35)  über,  bei  dem  die  sämmt- 
lichen Factoren  Q  rationale  Functionen  der  Variabein  ft^,^. 
sind.  Nach  §  118  verwandelt  sich  ein  vollständiges  Differential 
bei  der  Substitution  eines  jeden  Systems  neuer  Variabein  wieder 
in  einen  Ausdruck,  der  die  Bedingungen  der  Integrabilität  er- 
füllt. Also  sind  diese  Bedingungen  bei  dem  Ausdruck  (35) 
befriedigt.  Andrerseits  liefert  ein  Aggregat  von  Differentialen, 
bei  dem  die  sämmtlichen  Factoren  der  Differentiale  rationale 
Functionen  der  Variabein  sind,  durch  Integration  nach  dem  ange- 
führten §  einen  Ausdruck,  der  in  Bezug  auf  die  Variabein 
theils  algebraisch  rational,  theils  logarithmisch  ist.  Wenn  daher 
das  Aggregat  (35)  in  der  Weise  integrirt  unrd,  dass  jede  Variable 
b      von  einem  Werthe  b     (0)  zu  einem  Werih  b     (1)  fortschreUet 
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und  die  Variabein  z^  in  entsprechender  Weise  van  £r^(0)  bis  JSf^(l) 
bewegt  werden^  so  wird  die  Summe  von  Integralen  (5)  gleich  dem 
sugeJwrigen  Integral  des  Aggregats  (35),  das  heisst  gleich  einem 
AusdrucJcj  welcher  in  Bezug  auf  die  Grössen  6,„(0)  und  b  (1) 
tJ^ils  algebraisch  rational  theHs  logarühmisch  ist.  Hiermit  ist 
aber  der  ^ftcfsche  Satz  begründet. 


Capitel  IV. 

Entwickelnng  yon  Functionen  einer  complexen 
yariabeln  Grösse  in  Potenzreihen. 

§  121.    Oanohy'f  ober  Bati. 

Fttr  Functionen,  die  in  einem  gewissen  Intervall  ihrer  reellen 
Variable  mit  Einschluss  der  aufeinanderfolgenden  nach  dersel- 
ben genommenen  Differentialquotienten  eindeutig,  endlich  und 
stetig  gegeben  sind,  liefert  der  in  §  27  enthaltene  ToyZor'sche 
Satz  ein  Mittel  der  Darstellung  durch  Potenzreihen,  zu  welchen, 
nachdem  sie  beliebig  weit  fortgesetzt  sind,  als  vollstllndiger 
Rest  ein  bestimmtes  Integral  hinzukommt;  wofern  dieser  Rest  bei 
stets  wachsender  Gliederzahl  beliebig  klein  wird,  convergiren 
die  Reihen  bei  unendlicher  Ausdehnung.  Es  wird  daher  die  in 
I,  §  .112  erwähnte  Aufgabe,  zu  beurtheilen,  ob  eine  bestimmte 
gegebene  Function  einer  reellen  Variable  in  eine  Potenzreihe 
entwickelbar  sei,  und,  falls  dem  so  ist,  die  Entwickelnng  aus- 
zuführen, durch  den  Ta^Zor  sehen  Satz  nur  insoweit  gelöst,  dass 
noch  eine  Convergenzuntersuchung  hinzuzufügen  bleibt  Dagegen 
gewährt  die  Uebertragung  der  Frage  auf  das  Gebiet  der  com- 
plexen Grössen  den  Vorzug,  dass  man  unter  sehr  umfassenden 
Voraussetzungen  im  Stande  ist,  die  Bedingungen  der  Entwickel- 
barkeit  einer  Function  in  eine  convergente  unendliche  Reihe, 
die  nach  den  ganzen  positiven  Potenzen  der  complexen  Variable 
fortschreitet,  von  vorne  herein  aus  den  Eigenschaften  der  Func- 
tion abzuleiten;  die  Entwickelnng  wird  dann  später  ausgeiUhrt. 
Diesem  Ziele  nähern  wir  uns  durch  die  Mittheilung  eines  Satzes, 
der  dazu  dient,  eine  Function  einer  complexen  Variable  durch 
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ein  Integral  auszudrücken,  und  der  nach  seinem  Urheber  Cauchy 
benannt  worden  ist. 

Wenn  eine  Function  f{£!)  der  complexen  Variable  ;?  für  ein 
Gebiet  E  derselben  eindeutig,  endlich  und  stetig  gegeben  ist, 
und  K  einen  bestimmten  in  diesem  Gebiet  enthaltenen  Werth 
von  ;sr  bezeichnet,  so  ist  der  durch  Division  mit  der  Verbindung 

z—t  erhaltene  Quotient  -^37^  nach  §  107  ebenfalls  eine  Func- 

tion  von  2.  Dieser  Quotient  bleibt  in  dem  ganzen  Gebiet  E 
eindeutig,  und  mit  Ausnahme  der  Stelle  s=l  gleichfalls  end- 
lich und  stetig.  Wird  nun,  geometrisch  gesprochen,  in  E  eine 
geschlossene  und  sich  nirgendwo  selbst  schneidende  Lijiie  L 
gezogen,  die  ein  einfach  zusammenhängendes,  den  Punkt  t  enthalt 
tendes  Flächenstück  begrenzt,  wird  innerhalb  desselben  um  den 
Punkt  L  als  Centrum  mit  einem  Radius  q  ein  Kreis  K  beschrie- 
ben,   dessen   Fläche   ausgeschieden,   und    der   übrig  bleibende 

Theil  des  Stücks  mit  E'  bezeichnet,  so  ist  -^^  in  E'  überall 

eindeutig,  endlich  und  stetig.  Dann  sind  in  dem  durch  die  bei- 
den Linien  L  und  K  vollständig  begrenzten  Gebiete  E'  für  das 
auf  die  complexe  Variable  z  bezügliche  Integral 

(1)  /  ^^^  äz 


f^ 


die  Bedingungen  des  Satzes  (I)  aus  §115  erfüllt;  dasselbe  muss 
daher,  längs  der  ganzen  Begrenzung  in  einem  gegen  das  Innere 
von  E'  stets  gleichen  Sinne  genommen,  verschwinden.  Nach 
einer  in  §  116  benutzten  Bemerkung  bekommt  in  Folge  dessen 
das  Integral  (1)  denselben  Werth,  wofern  die  Integration  ein  Mal 
längs  der  Linie  i,  das  zweite  Mal  längs  der  Kreislinie  Z,  und 
zwar  immer  um  den  Punkt  c  in  demselben  Sinne  herum  geführt 
wird.  Für  die  auf  die  Kreislinie  bezügliche  Integration  eignet 
sich  die  Einführung  der  Polarcoordinaten 

(2)  z  —  1:  =  r  {co^d-  +  %  9\x\iy)\ 
hierbei  folgt  aus  der  Gleichung 

(3)  dz-=dr  (cos  ^  -f  t  sin  ^)  -f-  ir  (cos  0^  +  1  sin  d)  d  0^, 
da  r  den  festen  Werth  q  annimmt,  die  Bestimmung 

(4)  -^?-^=id.% 
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Die  Variable  ^  möge  von  — tt  bis  tt  genommen  werden;  der 
hierdurch  bezeichnete  Drehungssinn  heisse  positiv.  Jetzt  ist 
das  in  demselben  Sinne  über  die  Linie  L  ausgedehnte  Integral 
gleich  dem  Integral 

(5)  y?(C  +  Q  (cos  »  4- 1  sin  »))  id^. 


—  n 


Hier  darf  die  positive  Grösse  q  nach  und  nach  immer  klei- 
nere Werthe  erhalten,  weshalb  die  Argumente  der  Function 
^  +  ^  (cos  ^  + 1  sin  ^)  für  den  ganzen  Gang  der  Integration  von 
dem  Werthe  c  um  eine  complexe  Grösse  von  beliebig  lileinem 
Betrage  abweichen.  Weil  nun  f(z)  eine  eindeutige,  endliche 
und  stetige  Function  von  z  ist,  so  wird  die  Diflferenz  von  zwei 
Functionswerthen  mit  Hülfe  des  endlichen  Diflferentialquotienten 

-^— =  /*'(£?)  für  einen  hinreichend  kleinen  Betrag  der  Diffe- 
renz der  Argumente  beliebig  genau  so  ausgedrückt 

(6)  f{^)-m=r{t){z^t\ 

Es  differirt  also  in  (5)  der  Functionswerth  /'(t+^(co8^4-l8inv^)) 
von  dem  Functionswerth  /*(t)  um  beliebig  wenig,  folglich  nähert 
sich  das  betreffende  Integral  demjenigen  Werthe,  welcher  durch 
Einsetzung  von/'(c)  entsteht;  derselbe  wird,  da  /*(c)  von  der  In- 
tegrationsvariable  ^  unabhängig  ist  und  die  Integration  des  Ele- 
ments di>  die  Grösse  2/r  ergiebt,  durch  das  Product  2  7tif(u) 
dargestellt.  Auf  diese  Weise  erhält  man  den  nachzuweisenden 
Cauchy' sehen  Satz: 

Bei  einer  Function  f(z),  die  für  ein  Gebiet  von  z  eindeutig, 
endlich  und  stetig  gegeben  ist,  wird  der  Functionswerth  f(L),  wel- 
cher zu  einem  beliebigen  in  deni  Gebiete  beßfidlichen  Werthe  C 
gehört,  durch  das  folgende  Integral  ausgedrückt,  das  längs  einer 
um  den  Punkt  ^  im  positiven  Sinne  einfach  herumlaufenden  Linie 
zu  erstrecken  ist. 


Für  den  Fall,  dass  in  dem  Integral  der  rechten  Seite  die  Grösse 
C  einen  Werth  erhält,  der  sich  ausserhalb  des  von  der  betreffen- 
den Linie  eingeschlossenen  Gebiets  befindet,  bleibt  die  Function 
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—i  in  demselben  überall  endlich,  weshalb  der  Werth  des  Inte- 

z — c, 

grals  nach  dem  Satze  (I)  des  §  115  verschwindet. 

Die  Gleichung  (7)  kann  dazu  dienen,  die  sämmtlichen  auf- 
einander folgenden  Diflferentialquotienten  der  Function  f(^)  zu 
bilden   und  in  ähnlicher  Weise  darzustellen.    Da  ^  unter  dem 

Integralzeichen  nur  in  dem  Bruche  -^^  vorkommt,  dessen  Nen- 
ner bei  der  angegebenen  Integration  niemals  verschwindet, 
so  darf  eine  Differentiation  des  Integrals  (7)  nach  dem  Argu- 
ment ^  unter  dem  Integralzeichen  ausgeführt  werden.  In  der 
That  setzt  sich  eine  nach  dem  complexen  Argument  ^  vorzu- 
nehmende einmalige  Diflferentiation  aus  zwei  partiellen  Diffe- 
rentiationen zusammen,  die  den  reellen  und  den  von  dem  Fac- 
tor •  befreiten  imaginären  Theil  von  C  betreffen.  Es  gestatten 
daher  die  in  §  75  entwickelten  Principien  der  Differentiation 
eines  bestimmten  Integrals  nach  einer  von  den  Integrations- 
grenzen unabhängigen  Grösse  eine  ein  Mal  und  auch  belie- 
big oft  unter  dem  Integralzeichen  auszuftihrende  Differentia- 
tion des  Integrals  (7)  nach  dem  Argument  ^;  denn  die  Ausdrücke 
welche  durch  einmalige  und  beliebig  fortgesetzte  Differentiation 

des  Bruches  -^^  entstehen,  behalten  die  Eigenschaft;  dass  ftir 

den  Lauf  der  Integration  ihr  Nenner  nicht  gleich  Null  wird, 
und  sie  selber  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind.  Man  erhält 
die  Bestimmungen 

(8)  _K^__l_ 

d^  (e-0'*'  ' 

und  deshalb  für  die  nach  §  108  bezeichneten  successiven  Diffe- 
rentialquotienten die  Ausdrücke 
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(9)  f^^-TnifiB^^'' 


'fr 


2^*  J  ij^-n' 


wo  der  Weg  der  Integration  wie  in  (7)  zu  nehmen  ist. 

Das  so  eben  eingeschlagene  Verfahren  liefert  den  Beweis, 
dass  eine  für  das  Gebiet  E  gegebene  eindetdige^  endliche  und  ste- 
tige Function  f{s)  die  merkwürdige  Eigenschaft  hat^  dass  von 
derselben  ßir  jeden  in  E  enthaltenen  Werth  von  z  in  Bezug  auf 
diese  Variable  die  säntinüichen  Differentialquotienten  einer  beliebig 
hohen  Ordnung  gebildet  werden  können  und  eindeutige,  endliche 
und  stetige  Functionen  von  z  sind.  Sobald  die  Gleichung  (7)  fest- 
gestellt ist,  folgt  aus  derselben  vermöge  der  angewendeten  Be- 
trachtungen zu  gleicher  Zeit  das  Vorhandensein  und  die  Dar- 
stellung der  nach  einander  aufzusuchenden  Diiferentialquotienten. 
Hierbei  ist  zu  bedenken,  dass,  indem  f(z)r=t  +  iu  itir  das  Ge- 
biet E  als  Function  der  complexen  Variable  z  definirt  wird,  nach 

(I)  des  §  106  ftlr  dasselbe  Gebiet  die  Gleichung 
(10)  dt  +  i du  =  {^  +  irj)  (dx  +  i d y) 
vorausgesetzt  wird,  welcher  die  Gleichung 

(II)  -i^P  =  ^+ir. 


Z 


d. 

entspricht.  Das  Vorhandensein  des  ersten  Differentialquotienten 
f'ie)  liegt  also  schon  in  der  für  die  Function  f{z)=^t+iu  ge- 
machten Voraussetzung,  vermöge  deren  t  und  u  in  dem  Gebiet 
E  dem  System  der  beiden  partiellen  Differentialgleichungen 

,^ct\  dt       du      du  dt 

0 X      d  y      dx  dy 

zu  genügen  haben.  Eine  fernere  Annahme  besteht  darin,  dass 
t  ■¥  iu  in  E  eindeutig,  endlich  und  stetig  sein  soll,  und  diese 
umfasst  für  E  die  Eindeutigkeit  und  Endlichkeit  der  partiellen 

Differentialquotienten  .— >  ^— >  .    i  .    •  Aus  diesen  Voraussetzun- 

0  X    d  y    d  X    d  y 

gen  ist  die  Gleichung  (7)  abgeleitet,   welche  die  Existenz  der 
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sämuitlichen  DifiFerentialquotienteii  von  fiz)  bediugt.  Während 
also  die  Existenz  des  ersten  Diflfereutialquotieuten  f  (e)  mit  zu 
den  gemachten  Voraussetzungen  gekört,  wird  aus  denselben  die 
Existenz  aller  übrigen  Differentialquotienten  als  notkwendig  ge- 
folgert; hierbei  besteht  aber  der  Unterschied,  dass  die  Func- 
tion f{z)  und  ihr  erster  Differentialquotient  für  das  betreffende 
Gebiet  von  z  mit  Einschluss  der  Begrenzung  als  gegeben  gelten, 
dass  aber  die  Existenz  der  folgenden  Differentialquotienten  für 
das  Innere  des  Gebiets  mit  Ausschluss  der  Begrenzung  erwie- 
sen wird.  , 

§  122.    DariteUmig  einer  Fnnotton  einer  complezen  Variable 

durch  eine  Potenzreihe. 

Sei  t  =  to  ein  beliebiger  Werth  des  Gebiets,  für  das  die 
Function  ({s)  wie  im  vorigen  §  eindeutig,  endlich  und  stetig 
gegeben  ist;  es  werde  eine  Entwicklung  von  /'(C) 'gesucht,  die 
nach  den  positiven  ganzen  Potenzen  der  Differenz  t —  t^  geordnet 
ist.  Eine  solche  erhält  man  aus  der  Cauchy'schen  Gleichung   . 


(1)  fii)  =  ^;^li=Td^, 


-^        27tiJ  e 


indem  man  dem  Brache p  die  Gestalt ^ — Ty'~~f-  v  gißbt, 

und  denselben,  wie  in  I,  §  94  geschehen,  in  eine  geometrische 
Reihe  verwandelt 

(2)  1  =,_!_  ■     ^-^    . 

Nach  I,  §  98  convergirt  die  Summe  für  eine  wachsende  Zahl  p 

unter  der  Bedingung,   dass  der  Betrag  des   Quotienten  -S 

kleiner  als  die  Einheit  ist.  Damit  dies  bei  der  in  dem  Ausdruck 
von  fXC)  auszuführenden  Integration  überall  der  Fall  sei,  wird 
die  im  vorigen  §  mit  L  bezeichnete  Linie  als  ein  Kreis  bestimmt, 
der  um  den  Punkt  t^  mit  einem  angemessen  zu  wählenden  Ra- 
dius ^0  beschrieben  ist;  da  nun  der  Punkt  ^  in  diesem  Kreise 
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enthalten  sein  muss,  so  ist  der  Betrag  von  C  —  C«  nothwendig 
kleiner  als  derjenige  von  z  —  t^,  Substituirt  man  die  rechte 
Seite  von  (2)  nnter  dem  Integralzeiehen  nnd  löst  das  Integral 
in  eine  anf  die  einzelnen  Summanden  bezügliche  Summe  von 
Integralen  auf,  so  kommt  die  Gleichung 


3)        /•(?) 


2ni^  z — 


dz-k-  — 


1    r  n^) 


^  d^(t— Lo)-f ... 


1   r  m 


rd^(t-g''  + 


1    r    M 


'){^--c,r'dz 


(4-g)(^-0 


?+l 


In  Folge  der  Gleichung  (1)  hat  das  erste  Integral  den  Werth 
/"(Co);  die  tlbrigen  Integrale  werden  vermöge  der  Gleichungen 
(9)  des  vorigen  §  durch  die  mit  den  zugehörigen  Zahlenfacul- 

täten   dividirten  Differentialquotienten /*' (to), ..  ./^''^ Co)  ausge- 
drückt.  Setzt  man  wieder,  mit  Benutzung  der  positiven  Grösse 
^0  und  eines  reellen  Arguments  &, 
(4)  z  -'t^  =  Q^  (cos  ^  4- 1  sin  i^), 

so  kommen  die  Gleichungen 


(5) 


=  hjn^ 


fiQ  ^hlf(^  +  eo(co8  »  +  iBin»))  d  », 


—n 


riQ 


^  +  9q{c08  i>+iBlü  &)) 


(cosc^  +  isini^) 


d^, 


—  n 


r 


—  Ä 


das  letzte  Integral  geht  in  den  Ausdruck 


(5*)     JB 


>+: 


—  n 


über,  und  es  entsteht  die  Entwickelung  von  /"(t), 


(6)  m =m +r  (g  (?-  g + -x^!,^-q 


V...  +  -.C!.^(?-g''+Ä 


1.2.3...i> 


>+i» 
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welche  mit  der  Gestal);  des  Taylor'ßahen  Satzes  ans  §  27  über- 
einstimmt. 

Wir  können  jetzt  Grössen  bestimmen,  welche  beziehungs- 
weise grösser  als  die  Beträge  der  Integrale  in  (5)  und  (5*) 
sind,  und  dadurch  zeigen,  dass  unter  den  gegenwärtigen  Vor- 
aussetzungen der  Betrag  des  Integrals  iJ^^j  für  eine  ohne  Ende 

wachsende  Zahl  p  stets  beliebig  klein  wird.  Jedes  der  Inte- 
grale (5)  und  (5*)  lässt  sich  nach  der  ursprünglichen  Definition 
eines  bestimmten  Integrals  (§  22)  als  der  Grenzwerth  einer 
Summe*  auffassen,  bei  der  die  Variable  ^  für  das  von  —  /r  bis  n 
ausgedehnte  Intervall  successive  um  positive  Grössen  wächst,  und 
wo  jedes  Increment  mit  dem  zugehörigen  Werth  der  zu  integriren- 
den  Function  multiplicirt  wird,  die  hier  eine  complexe  Grösse 
ist.  Nach  einem  in  I,  §  61  bewiesenen  Satze  ist  aber  der  Be- 
trag einer  Summe  von  mehreren  complexen  Grössen  niemals 
grösser  als  die  Summe  der  einzelnen  Beträge.  Dieser  Satz  gilt, 
wie  leicht  zu  sehen,  auch  für  den  Betrag  einer  Summe,  die  bei 
stets  zunehmender  Gliederzahl  gegen  einen  Grenzwerth  conver- 
girt.  Es  wird  daher  für  den  Betrag  jedes  Integrals  (5)  und 
(5*)  ein  zugehöriger  übertreffender  Werth  gefunden,  indem 
man  in  dem  entsprechenden  Summenausdruck  jeden  einzelnen 
Summanden  durch  seinen  Betrag  ersetzt,  mithin  auch  indem 
man  die  -  zu  integrirende  Function  durch  deren  Betrag  oder 
einen  denselben  übertreffenden  positiven  Werth  ersetzt,  und 
dann  die  Integration  ausführt.  Nun  sei  W  eine  positive 
Grösse,  welche  jeden  bei  den  Integrationen  vorkommenden  Be- 
trag der  Function  f(Ko  +  ^^  (cos  ^  +  f  sin  ^))  übertrifiFt,  der  Be- 
trag der  Differenz  t—  C^  höchstens  gleich  a«,  wobei  nach  der  Vor- 
aussetzung»  ^o^^o  sein  muss.  Die  in  (5)  und  (5*)  unter  dem 
Integralzeichen  befindliche  Function  ist  ein  Product,  so  dass 
dessen  Betrag  nach  I,  §  30  mit  dem  Product  der  Beträge  der 
einzelnen  Factoren  zusammenfällt,  und  durch  Vergrösserung  jedes 
Factors  selbst  vergrössert  wird.  In  (5)  ist  der  Betrag  des  Nen- 
ners {qq  (cos  ^  + 1  sin  &)Y  gleich  qI  ,  der  des  Zählers  kleiner  als 

2Ji,  demnach  der  Betrag  des  Ausdrucks  kleiner  als  das 

SR 
Product  der  von  ^  unabhängigen  Grösse  -^  in  das  über  dd^ 
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f^enommcDe  und  durch  2  ii  dividirte  lutegraly  weiches  gleich  der 

Einheit  i»t;   mithin    lietji   der  Betrag  van  y-^,-« unier   der 

331 
(irosHc       -  sdbsL    Ebenso  hat  in  dem  Nenner  des  Integrals  (5^) 

Co 
der  Factor  (^<,(co8^  +  isin^))'  den  Betrag  q' ^  der  Factor 

Qf,  (cos  ^  +  i  sin  3)  —  (1'  —  T.) 
nach  dem  zweiten  Theile  des  ans  I,  §  61  angeführten  Satzes 
einen  nicht  kleineren  Betrag  als  die  positive  Differenz  ^o^^o» 
während  im  Zähler  der  Betrag  von  (l'-^Q'*  nicht  grösser   als 

aj,  der  Itetrag  von  /'(L'o  +  (?«(cos^  +  t  sin  ^))  wie  angenommen 
kleiner  als  9)t  ist  Demnach  liegt  der  Betrag  der  zu  inte- 
grirenden  Function  unter  der  von  l>  unabhängigen  positiven 
Grosse 

und  aus  dem  angegebenen  Grunde  ist  wieder  der  Betrag  des  Inte- 
grals  72^^,  kleiner  als  der  vorliegende  Werth.    Dieser  nähert 

sich,  weil     "  ein  echter  Bruch  ist,    für  eine  stets  zunehmende 

Zahl  p  beliebig  der  Null,  und  deshalb  gilt  von  dem  Betrage 
des  Integrals  72^^,  das  gleiche,  wie  behauptet  worden  war.  Also 
ist  bewiesen,  dass  die  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  befindliche 
Summe  hei  unendlicher  Ausdehnung  so  lange  convergirt  und  die 
Function  f{^)  richtig  darstellt ^  als  der  Betrag  der  Differenz 
t— Lo  Meiner  als  die  Grösse  q^  ist;  diese  muss  so  gewählt  werden, 
dass  unter  der  gleichen  für  C  geltenden  Bedingung  die  Func- 
tion f{ü)  eindeutig,  endlich  und  stetig  bleibt. 

Bei  dem  so  eben  geführten  Beweise  sind  keine  anderen 
Eigenschaften  der  Function  f{js)  benutzt  worden  als  diejenigen, 
welche  derselben  im  vorigen  §  beigelegt  und  in  der  Aussage 
des  Satzes  wiederholt  sind.  Für  den  in  dem  Gebiete  E  beliebig 
angenommenen  Werth  c«  hat  mau  die  positive  Grösse  q„  so  zu 
wählen,  dass  der  um  den  Punkt  C^  mit  dem  Radius  q^  beschrie- 
bene Kreis  ganz  in  E  liegt.  Es.  darf  daher  q^  so  gross  ange- 
nommen werden,  dass  der  zugehörige  Kreis  bis  an  die  Begren- 
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zung  von  E  heranreicht,  sie  jedoch  nicht  überschreitet.  Da  dies 
für  jeden  innerhalb  E  gelegenen  Punlit  l^  geschehen  kann,  so 
Jcofnmt  die  Eigenschaft  der  Function  f(jC)j  durch  (6)  in  eine  nach 
den  Potenzen  von  C""?o  fortschreitende  Reihe  entunckdhar  eu  «ein, 
jeder  in  E  eindeutigen^  endlichen  und  stetigen  Function  von  t  JsUy 
und  ist  insofern  eine  allgemeine  Eigenschaft  der  Functionen  einer 
coniplexen  Variable.  Weiter  folgt  aus  der  für  jede  Zahl  p  fest- 
gestellten  Relation,   nach  welcher  der  Betrag   des  Aasdrucks 

— — r?i_  kleiner  als  der  Werth  der  durch  die  Potenz  o!J  divi- 
1.2.3.../>  ^ 

dirten  Gonstante  ÜK  ist,  dass  die  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  befind- 
liche Reihe  hei  unendlicher  Ausdehnung  in  eine  ebenfalls  convergente 
Reihe  übergeht^  sobald  statt  jedes  Gliedes  der  Betrag  desselben 
gesellst  wird.  Denn  sobald  dies  geschieht  und  hierauf  für  die  auf 
einander  folgenden  Werthe  von  m  statt  des  Betrages  des  Factors 

der  zu  grosse  Werth  -^  >   statt  des  Betrages  des  zu- 

gehörigen  Factors  (^— C^)'"  die  Potenz  o^  der  oben  mit  a^  be- 
zeichneten Grösse  gesetzt  wird,  die  keinenfalls  einen  kleineren 
Werth  als  der  Betrag  von  C— t^  hat,  so  entsteht  unter  Vergrös- 
serung  aller  Beträge  die  geometrische  Reihe 

welche  wegen  der  Voraussetzung  Qo>Oo  convergirt;  daher  muss 
die  aufgestellte  Behauptung  richtig  sein. 

Wenn   die    Differenz   t — t«    als   neue   complexe   Variable 
x-¥iy  eingeführt   wird,   so  bekommt  die  zur  Darstellung  der 
*  Function  fit^-^-x •¥%%/)  aus  (6)  folgende  convergente  unendliche 
Reihe  die  Gestalt 
(8)    c^-¥id^^{c^'^id,){x+iy)  +  ...  +  {c^-¥id^){x  +  iy)'+..,, 

durch  welche  in  I,  §  107  unter  der  unwesentlichen  .Beschrän- 
kung auf  reelle  Coefficienten  eine  Function  der  complexen  Va- 
riable x-\-iy  definirt,  und  die  in  §  77  dieses  Bandes  erwähnt 
ist.  Wir  nehmen  an,  dass,  nachdem  x-k-iy  durch  eine  positive 
Grösse  R  ersetzt  worden,  die  Beträge  der  sämmtlichen  Glieder 

(8*)  )^+^,    )^^[+djü,...t^^J+^i?V-- 
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kleiner  als  eine  feste  Grösse  S  sind.  Hieraus  folgt  vermöge  der 
am  erwähnten  Orte  gebrauchten  Schlüsse,  dass  für  die  Werthe 
x  +  iy,  deren  Betrag  Icleiner  als  R  ist,  die  Reihe  (8)  und  die  aus 
den  Beträgen  ihrer  einzelnen  Glieder  gebildete  Reihe  convergirt 
(Satz  (III)  in  I,  §  107),  und  dass  gleichzeitig  der  Werth  der 
Reihe  bei  der  Aenderung  von  x  +  iy  um  einen  Zuwachs  Jx  +  iJy 
von  beliebig  Meinem  Betrage  sich  um  beliebig  wenig  ändert 
(I,  §  108).  Wegen  der  zweiten  Eigenschaft  wurde  dort  die 
Reihe  stetig  genannt.  Es  ist  aber  in  §  106  dieses  Bandes  her- 
vorgehoben, dass  die  Definition  einer  Function  einer  complexen 
Variable,  welche  flir  die  Function  t-¥iu  in  der  Gleichung 

(9)  dt'\'idu  =  (f  + 1 1?)  {dx  ^idy) 
ausgedrückt  wird,  von  der  Definition  durch  eine  Reihe  von  der 
Gestalt  (8)  verschieden  ist.  Hieraus  entspringt  das  Bedürfniss, 
nachzuweisen,  dass  die  in  I,  §  107  angewendete  Bezeichnung 
mit  der  späteren  allgemeinen  Definition  im  Einklänge  steht,  oder 
dass  die  Reihe  (8)  innerhalb  ihres  Convergenzgebiets  der  vor- 
stehenden Gleichung  (9)  Genüge  leistet,  was  aus  der  vorhin  er- 
wähnten zweiten  Eigenschaft  noch  nicht  hervorgeht.  Es  sei  für 
eine  beliebige  Zahl  q,  wie  in  I,  §  107, 

(10)  s^(x+iy)  =  c^-¥id^+{c,^iä,){x+iy)'\-,.  +(c,+icl^)(a;+<y)', 

x-^-iy  erhalte  das  Increment  Jx  +  iJy,  wobei  sowohl  der  Be- 
trag r  von  x+iy  wie  auch  der  Betrag  r,  von  x-^iy+Jx-^iJy 
mit  Rücksicht  auf  die  Convergenz  der  Reihe  unter  R  liegen 
muss;  dann  ist  zu  zeigen,  dass  für  zwei  beliebig  gross  zu  wäh- 
lende Zahlen  m  und  m^  der  Quotient 


(11) 


Vm>  (^+  iy  +  ^^ +*^y)— v„(^ +^» 


^x  '{•i'^y 

bei  einem  beständig  gegen  die  Null  abnehmenden  Betrage  von 
Jx  +  iJy  gegen  einen  festen  Grenzwerth  convergirt.    Nun  ist 
der  Betrag  der  Differenz 
(12)  s^^Jx+iy)—s^{x-^iy)=ic^^^'hid^^,){x+iyf'^^ -\- ... 

+  (c^^,4-td,^J(a:+fy)'^"' 

kleiner  als   das  Aggregat  der  Beträge  der  einzelnen  Glieder, 
und  deshalb  gewiss  kleiner  als  die  Summe 
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desgleichen  der  Betrag  der  Diflferenz 

(14)         «^+«,,(^+  *'y  +  ^x  +  iJy)-'S^(x  +  iy  +  Jx  +  iJy) 

kleiner  als  die  Snmme 

„3.,        ^{{^f\...^{^)"y. 

ferner   liegt  (13)    unter  der  Grösse  —    — — >    (13»)  unter   der 


S 


i'i) 


Grösse •     Weil  aber  die  im  Zähler  von  (11)  befind- 


!-••' 


liehe  Differenz  erhalten  wird,  indem  man  zu  der  Differenz 

(15)  s^{x  +  iy  +  Jx+iJy)''S^{x  +  iy) 

die  Differenz  (14)  positiv,  und  die  Differenz  (12)  negativ  hinzu- 
fügt, so  reicht  es  für  den  Beweis  aus,  zu  zeigen,  dass,  nachdem 
jede  Differenz  durch  Jx  +  iJy  dividirt  ist,  das  Aggregat  der 
drei  Quotienten  von  einem  festen  Grenzwerth  um  eine  Grösse 
von  beliebig  kleinem  Betrage  abweicht.  Die  Differenz  (15)  ist 
gleich  einer  Summe  von  Ausdrücken 

(16)  {c^  +  id^)  ((X  +  iy  ^Jx+  i/Jyf-{x  + 1  y)"), 

y^op  successive  von  1  bis  q  geht.  Entwickelt  man  die  Differenz 
nach  dem  binomischen  Satze  und  dividirt  durch  Jx-^-iJy,  so 
folgt  auf  das  erste  Glied 

(17)  (c,-i'id^)p{x+iyy'-' 

ein  Ausdruck,  dessen  Betrag,  wofern  q  den  Betrag  von  Jx  +  iJy 
bedeutet,  von  der  folgenden  Summe  tibertroffen  wird 

(18)  |(^^r-^,  +  ...  +  r'), 
welche  offenbar  kleiner  als  die  Grösse 

(19)  f/-^ir  +  9r\ 

ist.  Es  weicht  daher  die  durch  Jx  +  iJy  dividirte  Differenz 
(15)  von  der  Summe 
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— 1 


(20)  2:  (c^  +  id^)p{x  +  iyY 

nm  eine  Grösse  ab,  deren  Betrag  kleiner  ist  als  die  von  p=2 
bis  P'=q  ausgedehnte  Summe  von  (19);  diese  jedoch  bleibt 
unter  dem  Werth  der  unendlich  ausgedehnten  Summe  (10),  die 
nach  I,  §  99  gleich  dem  Ausdruck 

(21)  -|  ^-^.- 


(>-H 


ist.  Da  der  Betrag  der  durch  Jx  +  iJy  dividirten  Differenz 
(12)  und  (14)  nach  dem  obigen  beziehungsweise  kleiner  ist  als 

die    durch    den    Betrag  q    dividirte    Grösse und 

>  80  differirt  der  Quotient  (11)  von  der  Summe  (20) 

um  eine  Grr>8se,  deren  Betrag  unter  dem  Aggregat  der  Beträge 

liegt.  Sobald  aber  gleichzeitig  die  Zahl  q  so  gross  und  der 
Betrag   q   von   Jx-i-iJy   so   klein   gewählt   wird,    dass    der 

Quotient und beliebig   klein   ausfällt,  nähert 

sich  jeder  der  Bestandtheile  von  (22),  und  folglich  auch  der 
Werth  (22)  selbst  der  Null.  Auf  diese  Art  ist  nachgewiesen, 
dass  sich  der  Quotient  (15)  in  dem  Convergenzgebiet  der  Reihe, 
wie  behauptet  worden,  einem  endlichen  festen  Grenzwerth  nähert, 
und  dass  der  letztere  durch  die  unendlich  auszudehnende  con- 
vergente  Summe  (20)  ausgedrückt  wird.  Der  gefundene  Grenz- 
werth  vertritt,    wenn  der  Werth  der  Reihe  (8)  mit  t  +  iu  be- 
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zeichnet  wird,  die  in  der  Gleichung  (9)  vorkommende  Verbindung 

Mit  dem  Betveise,  dass  der  Werth  der  Reihe  (8)  in  deren 
Convergemgehiet  die  Gleichung  (9)  erfüllt^  und  daher  nach  der 
aufgestellten  allgemeinen  Definition  eine  Function  von  x  +  iy 
ausdrückt,  crgiebt  sich  also  gleichseitig  der  SatZy  dass  der 
Differentialquotient  der  Function  (8)  in  Bezug  auf  die  Variable 
x  +  iy  im  Convergenegebiet  der  Beihe  überall  einen  endlichen 
Werth  hatj  und  dass  dessen  Ausdrtick  erhalten  wird,  indem  man 
den  Differentialquotienten  jedes  einzelnen  Gliedes  der  Beihe  nimmt. 

Das  Ergebniss  dieser  Betrachtung  lässt  sich  dahin  zusam- 
menfassen, dass  eine  Potenzreihe  (8),  bei  der  alle  mit  der 
Grösse  B  gebildeten  Beträge  (8*)  kleiner  als  eine  feste  Grösse 
sind,  für  dasjenige  Gebiet  der  complexen  Variable  x-¥iy^  in 
welchem  deren  Betrag  kleiner  als  B  ist,  convergirt  und  eine 
eindeutige,  endliche  und  stetige  Function  von  x-¥'iy  darstellt. 
Aus  der  Eigenschaft  der  Reihe,  dass  die  absoluten  Beträge  der 
einzelnen  Glieder  eine  innerhalb  desselben  Gebiets  ebenfalls 
convergente  Reihe  liefern,  folgt,  wie  in  I,  §  109  bemerkt  wor- 
den ist,  dass  auch  bei  der  Trennung  der  Glieder  in  ihren  reellen 
und  imaginären  Theil  die  Summe  der  reellen  wie  der  imaginä- 
ren Theile,  absolut  genommen,  convergirt,  und  es  wird  in  diesem 
Falle  auch  die  Reihe  selbst  mit  einem  in  §  81  gebrauchten  Aus- 
drucke eine  unbedingt  convergente  genannt. 


§  123.  Convergensgebiet  der  rar  Daritelliing  von  Fonottonen 
einer  oomplexen  Variable  dienenden  Potenzreihen. 

In  dem  vorigen  §  hat  sich  gezeigt,  dass  eine  Function  /"(t), 
die  fUr  das  Gebiet  der  complexen  Variable  c,  in  welchem  der 
Betrag  der  mit  einem  bestimmten  Werthe  t^  gebildeten  Diffe- 
renz c—  Co  unter  einer  gewissen  Grösse  q^  liegt,  eindeutig,  end- 
lich und  stetig  ist,  für  dieses  Gebiet  in  eine  nach  den  ganzen 
positiven  Potenzen  von  C—  Co  fortschreitende  convergente  Reihe 
entwickelt  werden  kann,  bei  welcher  der  Betrag  jedes  Gliedes, 
nachdem  flir  t  —  t^  die  Grösse  q^  substituirt  ist,  kleiner  als  eine 
gewisse  feste   Gnisse   bleibt.    Dem  gegenüber  ist  festgestellt. 
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dass  eine  nach  den  ganzen  positiven  Potenzen  der  complexen 
Grösse  l — t^  fortschreitende  Reihe,  bei  welcher  der  Betrag 
jedes  Gliedes,  nach  Ersetzung  von  f— C«  durch  eine  positive 
Grösse  72,  kleiner  als  eine  gewisse  feste  Grösse  ist,  fQr  das  Ge- 
biet, in  dem  der  Betrag  von  t— t«  unter  R  liegt,  convergirt 
und  eine  eindeutige,  endliche  und  stetige  Function  von  l  aus- 
drückt. Aus  der  Vereinigung  dieser  Resultate  folgt  unmittelbar, 
dass,  wenn  das  Verhalten  einer  Function  f(C)  für  alle  Wertbe 
des  Arguments  K  bekannt  ist,  der  zu  einem  Werthe  to  gehörige 
Werth  Q^  immer  so  gross  und  nur  so  gross  gewählt  werden 
darf,  dass  die  Function  f{K)  in  dem  Gebiet,  in  welchem  der 
Betrag  von  l — C^  unter  q^  liegt,  eindeutig,  endlich  und  stetig 
ist,  dagegen  für  einen  Werth  t  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt, 
welcher  zu  der  begrenzenden  Mannigfaltigkeit  der  ersten  Ord- 
nung gehört,  für  die  der  Betrag  von  C—Co  gleich  q^  ist. 
Denn  eine  Potenzreihe,  welche  bis  zu  einem  Betrage  R  von  t — Co 
convergirte,  der  jenen  Werth  q^  übertrifft,  würde  eine  Func- 
tion von  5  darstellen,  die  in  einem  weiteren  Umfange  eindeutig, 
endlich  und  stetig  wäre,  als  nach  der  Voraussetzung  der  Fall  ist. 
Auf  diese  Weise  erlaubt  die  Theorie  der  Functionen  einer  com- 
plexen Grösse,  wie  in  §  121  gesagt  wurde,  die  Bedingungen 
der  Entwickelbarkeit  einer  Function  in  eine  Potenzreihe  aus 
den  Eigenschaften  der  Function  von  vorne  herein  abzuleiten. 
Geometrisch  ausgedrückt,  ist  für  den  Punkt  t^  der  Radius  q^  so 
anzunehmen,  dass  die  Function  fCQ  tiberall  innerhalb  des  mit 
dem  Radius  ^o  ^ni  t«  beschriebenen  Kreises  eindeutig,  endlich 
und  stetig  bleibt,  dagegen  in  dem  Umfange  des  Kreises  eine 
dieser  Eigenschaften  verliert;  für  diesen  Kreis  wird  der  Name  des 
Convergenzkreises  gebraucht.  Das  bezeichnete  Princip  soll  jetzt 
auf  die  fundamentalen  Functionen  der  Analysis  angewendet 
werden. 

(I)  Es  seien  G  und  M  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen 
Theiler,  die  zweite  positiv,  mithin  die  Potenz  mit  dem  Expo- 
nenten -- 

M 

(1)  ^» 

eine  JJf- deutige    Function    von   C     Für   jeden  Werth  t„   mit 
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Ausnahme  des  Werthes  Nnll  kann  dieselbe  in  der  Umgebnng 

von  Co  als  eindeutig    definirt  werden.    Naeh  §  112  gebort  zu 

1  ^ 

M  M 

der  Function  C  und  deshalb  auch  zu  der  vorliegenden  ^  eine 
Jlf-blätterige  Fläche  mit  einem  einzigen  bei  C=0  vorhandenen 
Windungspunkt  der  (M—l)  ten  Ordnung.  Daher  ist  der  um 
Co  zu  beschreibende  Convergenzkreis  gerade  durch  den  Punkt 
t=0  hindurchzuflihren,  folglich  q^  gleich  dem  Betrage  von  t« 
zu  nehmen.   Setzt  man  K—  to  =  a;  + 1  y,  so  existirt  denmach  für 

M 

die  Function  i^^-^x  +  iy)  eine  nach  den  ganzen  positiven 
Potenzen  von  x  +  iy  fortschreitende  Entwickelung,  die  so  lange 
convcrgirt,  als  der  Betrag  von  x  +  iy  kleiner  als  der  Betrag 
von  Co  bleibt. 

(II)  Nach  §  116  ist  die  Function 

(2)  log  C, 

welche  durch  die  Forderung  bestimmt  wird,  der  Gleichung 

zu  genügen  und  für  C  =  1  zu  verschwinden,  eine  vieldeutige 
Function  von  C,  deren  sämmtliche  Werthe  aus  einem  beliebigen 
durch  Hinzuaddiren  eines  beliebigen  ganzen  Vielfachen  der 
Grösse  2  71  i  entstehen,  und  die  für  C=  0  ins  Unendliche  wächst. 
Zu  derselben  gebiert  eine  Fläche  von  unbqgrenzt  vielen  Blättern, 
die  bei  t=0  durch  einen  Windungspunkt  vereinigt  sind.  Für 
einen  beliebigen  von  Null  verschiedenen  Werth  C«  ist  daher  der 
Convergenzkreis  wie  bei  (I)  durch  den  Punkt  c  =  0  zu  legen, 
also  ^0  gleich  dem  Betrage  von  Co  zu  machen;  daher  ist  die 
Function  \og  {l^  +  x +  iy)  in  eine  nach  den  ganzen  positiven 
Potenzen  von  x  +  iy  fortschreitende  Reihe  entwickelbar,  die  für 
jeden  Betrag  von  x+iy^  der  unter  dem  Betrage  von  C«  liegt, 
convergirt. 

(III)  Nach  demselben  §  ist  die  Function 

(3)  e\ 

welche  durch  die  Forderung  bestimmt  wird,  die  Gleichung 

(3*)  ^^  =  v 

ZU  erfüllen  und  für  C=0  gleich  der  Einheit  zu  sein,   für  jedes 

Lipaohits,  Aiuü7«ii  n.  ^C 
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Argnment  K  eine  eindeutige  endliche  nnd  stetige  Function.  Bei 
jedem  endlichen  Werthc  von  C^  darf  daher  der  Radins  g^  des 
Convergenzkreises   beliebig    gross  genommen  werden;  deshalb 

convergirt  die  flir  die  Function  c^"*""*"'*  aufzustellende,  nach  den 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x  +  iy  geordnete  Reihe  für  jeden 
Betrag  von  x  +  iy. 

(IV)  Wenn  n  einen  beliebigen  reellen  oder  complexen  Werth 

bedeutet,  so  kann  mit  Hülfe  der  beiden  Functionen  log  c  und  e^ 
eine  Function  von  K  durch  den  Ausdruck 

(4)  c"=c"*°^^' 

definirt   werden.     Dieselbe    fällt   flir  jeden    rationalen    Werth 

n=  ^   mit  der  in  (I)  definirton  Function  l     zusammen,  und 

wird  als  eine  Potenz  von  der  Basis  K  und  dem  Exponenten  n 
bezeichnet;  die  Bildung  ihres  DifTerentialquotienten  führt  zu  der 
Gleichung 

fllhrt,   die  flir  die  rationalen  Werthe  von  n  in  (16)  des  §  112 

übergeht.  Die  Function  C  wird  durch  dieselben  Beschränkun- 
gen wie  log  C  eindeutig  gemacht,  so  dass  bei  der  Wahl  von  c« 
alle  Werthe  mit  Ausnahme  des  Werthes  Null  zulässig  sind.  Da- 
her hat  der  um  t^  beschriebene  Convergenzkreis  durch  den 
Punkt  C=0  zu  gehen,    der  Radius  q^  ist  wieder   gleich  dem 

Betrage  von  Lq,  und  die  für  die  Function  (LQ  +  x  +  iyY  zu  bil- 
dende  Potenzreihe   convergirt    unter    derselben  Voraussetzung 

a 

M 

wie  bei  den  Functionen  log  ^  und  ^  . 

Um  die  Entwickelungen  der  fundamentalen  Functionen 
der  Analysis  so  zu  erhalten,  wie  sie  im  ersten  Bande  mitge- 
theilt  sind,  ist  die  Grösse  t«  in  (I),  (II),  (IV)  gleich  der  Ein- 
heit, in  (III)  gleich  Null  zu  setzen,  was  auf  das  Wesen  der  Reihen 
keinen  Einfluss  ausübt.  Es  entsteht  bei  (111)  die  in  I,  §113  er- 
örterte Exponentialreihc 


(5)  e'=H-J  + 


1.2 
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welche  für  jeden  Betrag  von  z  cowvergirt,  bei  (II)  die  in  I,  §  118 
aufgestellte  logarithmische  Reihe 

(6)  log(l+£r)  =  ^-^  +  ^  +  ..., 

welche  für  jeden  unter  der  Einheit  liegenden  Betrag  von  z  con- 
vergirt,  und  bei  (I)  und  (IV)  die  in  I,  §117  u.  ff.  für  alle  reellen 
Werthe  von  n  untersuchte  Binomialreihe 

(7)  (i  +  ,)"  =  l  +  ±,  +  !^l)  ..  +  ... 

die  ebenfalls  fUr  jeden  unter  der  Einheit  befindlichen  Bcti*ag 
von  z  convergirt.  In  (6)  ist  derjenige  unter  den  Werthon  der 
Function  log(l  +  £r)  dargestellt,  welcher  für  jBr  =  0  verschwin- 
det, weshalb  an  der  erwähnten  Stelle,  indem  z  =  x-^iy  gesetzt 
ist,  statt  log  (1  +  z)  der  Ausdruck 

(6a)  log|^(H-a:)«  +  y«  +  i  arctg  j^ 

erscheint    und    so    bestimmt    wird,    dass  arctg  -    ,      zwischen 

TT  7X 

den  Grenzen  —       und  —  eingeschlossen  sein  soll.  Desgleichen 

verwandelt  sich  die  linke  Seite  von  (7),  welche  durch  die  Glei- 
chung 

(7.)  (l+£)"  =  c"'"*^'+*^ 

definirt  ist,    unter  der  Voraussetzung,   dass  log  (1  +  z)  wie  in 

(Oft)  interprctirt  wird,  in  den  Ausdruck 

»  (log  ^^{+Pf+?+  iarc  tg  -£-) 

(7b)  e  ^ 

welcher  für  einen   reellen  Werth  von  n  mit  der  Werthbestim- 

mung  der  Binominalreihe  (22)  in  I,  §  118  zusammenfällt. 

Die  Gleichungen  (2*),   (3*),   (4*),   welche  beziehungsweise 

für  die  Functionen  log  t,  e\  t"  aufgestellt  sind,  drücken  eine 
Belation  zwischen  dem  Differentialquotienten  der  betreffenden 
Function,  dieser  selbst  und  der  unabhängigen  Variable  aus. 
Jede  dieser  Relationen  ist  eine  Differentialgleichung,  durch  welche 
die  ihr  genügende  Function  vollständig  bestimmt  wird,  sobald  der 
zu  einem  Werth  der  Variable  zugeordnete  Werth  der  Function 
gegeben  ist.  Auch  sieht  man  leicht,  wie  die  Eigenschaften  der 
einzelnen  Function,  welche  gebraucht  wurden,  um  die  Entwickel- 
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barkeit  der  Function  in  eine  Potenzreihe  von  vorne  herein  zn 
beurtheilen,  aus  der  zugehörigen  Differentialgleichung  hervor- 
gehen. Auf  diesem  Wege  fortschreitend  ist  man  dazu  gelangt, 
in  einem  weiten  Umfange  für  Functionen,  die  eine  Differential- 
gleichung befriedigen,  und  für  Systeme  von  Functionen,  deren 
Abhängigkeit  von  einer  Variable  durch  ein  System  von  Diffe- 
rentialgleichungen bestimmt  ist,  von  vorne  herein  die  Bedingun- 
gen  anzugeben,  unter  denen  die  in  Rede  stehenden  Functionen 
durch  convergente  Reihen,  die  nach  den  Potenzen  der  unabhän- 
gigen Variable  fortschreiten,  dargestellt  werden  können.  In  die- 
ser Hinsicht  verweisen  wir  auf  einen  Satz,  der  von  Weierstrass 
in  der  schon  erwähnten  Abhandlung  über  die  Theorie  der  ana- 
lytischen Facultätenj  art.  7  ausgesprochen,  und  von  Briot  und 
Bouquet  in  den  recherches  mr  les  prcprietes  des  foncHons  deßnies 
par  des  kjpAotions  differentielleSy  Journal  de  T^cole  polytechnique, 
cahier  36  bewiesen  ist,  desgleichen  auf  die  Abhandlung  Riemanns: 
Beiträge  eur  Tlieorie  der  durch  die  Gauss' sehe  Reilie  F  (a,  /5?,  y,  x) 
darstellbaren  Functionen,  Göttingen  1857. 

§  124.    Bestimmimg  einer  Function,  deren  reeller  Theil  für 
die  Begrenzung  des  Gebiets  der  oomplezen  Variable  beliebig 

gegeben  ist. 

Die  verschiedenen  Functionen  einer  complexen  Variable, 
welche  bisher  vorgekommen  sind,  waren  entweder  durch  alge- 
braische Operationen  und  daher  unmittelbar  bestimmt,  oder  als 
Integrale  von  Differentialausdrucken  oder  durch  Differential- 
gleichungen gegeben  und  dann  vollständig  durch  die  Bedingung 
bestinmit,  dass  zu  einem  gewissen  Werth  der  Variable  ein  vor- 
geschriebener Werth  der  Function  gehöre.  Allein  schon  der 
Umstand,  dass  das  Gebiet  einer  complexen  Variable  x-^iy 
nichts  anderes  als  die  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 
der  l)eiden  reellen  Variabcln  x  und  y  ist,  deutet  darauf  hin, 
dass  Functionen  einer  complexen  Variable  auch  durch  eine  an- 
dere Art  von  Forderungen  bestimmt  sein  können;  hierfür  bietet 
der  Ciif/cA?/'sehe  Satz  einen  näheren  Anhalt.  Nach  den  Bezeich- 
nungen des  §  121  hat  dieser  Satz  den  Ausdruck 
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Wenn  also  der  Werth  der  Function  f{z)  für  eine  geschlossene 
Linie  L  bekannt  ist,  die  das  einfach  zusammenhängende  Gebiet 
begrenzt,  in  welchem  der  Punkt  t  liegt,  und  für  welches  f  {^) 
eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  so  folgt  daraus  die  Kenntniss 
des  Werthes  von  f(ß)  für  jeden  diesem  Gebiete  angehörenden 
Werth  von  e.  Dies  führt  zu  der  Frage,  in  wie  weit  der 
Function  f{z)  für  die  geschlossene  Linie  L  beliebige  Werthe 
vorgeschrieben  werden  können.  Um  eine  Antwort  zu  finden, 
gehen  wir  zu  dem  System  von  partiellen  Differentialgleichungen 
der  ersten  Ordnung  zurück,  dem  der  reelle  und  imaginäre  Theil 
der  Function  f(jB)  =  t'{'iu  genügen  müssen,  und  leiten  eine  par- 
tielle Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  ab,  die  von  t 
und  u  allein  befriedigt  wird.  Aus  dem  in  Rede  stehenden 
System  (4)  des  §  106, 

.^.  dt    du        du  dt 

^^^  dx         dy        dx  dy 

folgt  durch  wiederholte  partielle  Differentiation 

.g.  dH_^  d^^    _Ü*L=-    ^!L 

^  ^  dx^        dxdy      dxdy  dy^ 

und 

U\  JlL  =  Jl!L    J^*  =_  ^IL.. 

dxdy         dy*  '      dx*  dxdy^ 

CS  muss  daher  t  der  Gleichung 

und  u  der  ebenso  gebildeten  Gleichung 

(^•)  -d^-^  dV=^ 

genügen.  Man  kann  nun  die  Untersuchung  der  Ausdrücke 
t  +  IM,  welche  das  System  (2)  erfüllen,  auf  jede  der  beiden  vor- 
liegenden partiellen  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung 
gründen.  Denn  wenn  t  eine  Function  von  x  und  y  bedeutet, 
die  der  Gleichung  (5)  genügt,  und  für  das  Gebiet  E  der  Va- 
riabein mit  Einschluss  der  ersten  partiellen  Differentialquotienten 

.—  and  -.  -  eindentig,  endlich   und  stetig  ist,  ap  enthält  die 

Gleichung  (5),  folgendermassen  geschrieben 


(5*) 


B0 ,  j-fi)  _o 


dx  dy 
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die  Bedingangen  der  Integrabilität  für  den  Diflferentialausdraek 

Durch  Integration   desselben   entsteht  eine  Fanetion  u^  von  x 

und  ifj  die   bis  auf  eine  reelle  additive  Constante  vollständig 

bestimmt  ist,  und  die  Gleichungen 

,-v  du^ ^  5j_     du^ St 

^  '  dx  By^dy         dx 

erfüllt    Diese  haben  die  Gestalt  der  Gleichungen  (2),  so  dass 

<  +  iU|  eine  Function  von  x^-iy  sein  muss;  zugleich   leuchtet 

ein,  dass  wenn  fttr  dieselbe  Function  t  die  Function  t  +  iu  von 

x-^iy  gegeben  ist,  die  Functionen  u  und  u,  nur  um  eine  reelle 

additive  Constante  differiren  können.    Bis  auf  die  Hinzufttgung 

einer  solchen  ist  also  die  Function  t-¥iu  bestimmt,  sobald  ihr 

reeller  Theil  t  bestimmt  ist 

Wir  wollen   ferner   zeigen,  dass  eine  Function  ^,  die  im 

St  St 

Innern  eines  Gebiets  E  mit  Einschluss  von    ^     und  -^r—  ein- 

Sx  Sy 

deutig,  endlich  und  stetig  ist,  und  die  Gleichung  (5)  befriedigt, 
nur  auf  eine  einzige  Weise  der  Forderung  genügen  kann,  in 
der  Begrenzung  von  E  beliebig  vorgeschriebene  Werthe  anzu- 
nehmen. Es  seien  t  und  t^  zwei  verschiedene  Functionen,  die 
das  Verlangte  leisten,  so  muss  die  Differenz  derselben 

(8)  t,^t  =  T 

ST  ST 

im  Innern  von  E  mit  Einschluss  von  —^ —  und  -^  —  eindeutig, 

Ox  Sy 

endlich  und  stetig  sein,  die  Gleichung 

befriedigen  nnd  in  der  ganzen  Begrenzung  von  ^  verschwinden. 
Jetzt  wird  Über  das  ganze  Gebiet  E  das  doppelte  Integral 

erstreckt,  und  jeder  der  beiden  Summanden 

für  sich  betrachtet    Indem   man   bei  dem  ersten  mit  der  nach 
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dx  anszafUhrenden  Integratiou  beginnt,  giebt  die  theilweise 
Integration 

wo  in  dem  eingeklammerten  Aasdruck  die  Integrationsgrenzen 
vorschriftsmässig  zu  substituiren  sind.  Da  aber  T  nach  der 
Voraussetzung  in  der  ganzen  Begrenzung  von  E  gleich  Null  ist, 
so  verschwindet  dadurch  der  betreffende  Ausdruck  überhaupt. 
Das  gleiche  zeigt  sich  bei  der  entsprechenden  Behandlung  des 
zweiten  Summanden 

so  dass  durch  Addition  der  umgeformten  Ausdrücke  die  Glei- 
chung 

entsteht.  Hier  wird  das  Integral  der  rechten  Seite  vermöge  der 
Gleichung  (9)  gleich  einer  Summe  von  verschwindenden  Ele- 
menten und  deshalb  gleich  Null,  mithin  muss  auch  das  Integral 
der  linken  Seite  gleich  Null  sein.  Bei  demselben  ist  die  mit 
dem  positiven  Factor  dxdy  multiplicirte  Function  eine  Summe 
von  zwei  reellen  Quadraten.  Wäre  ihr  Werth  in  irgend  einem 
Theile  von  E  nicht  gleich  Null,  so  würde  sich  ein  positiver 
Werth  des  Integrals  ergeben,  und  daraus  ein  Widerspruch  ent- 
stehen. Die  Function  muss  also  überall  in  E  verschwinden. 
Dies  kann  aber  nur  dadurch  erfolgen,  dass  die  Basis  jedes  ein- 
zelnen Quadrats  verschwindet,    weshalb   überall   in   E  sowohl 

--    =  0  wie  auch  -r^—  :=  0  sein  muss.  Hieraus  folgt,  dass  die 
dx  ay  ° ' 

Function  T  sich  nicht  ändern  kann;  weil  dieselbe  aber  in  der 

Begrenzung   von  E  überall   gleich  Null  ist,   kann  sie  in  dem 

ganzen   Gebiete  E  keinen   andern    constanten  Werth   als  den 

Werth  Null   haben.    Aus   diesem  Grunde   ist  T  überall  in  E 

gleich  Null,    mithin  t  =  t^^  und   es   steht  fest,  dass  die  fUr  die 

Function  t  gestellte  Forderung  niemals  von  zwei  verschiedenen 

Functionen  erfüllt  werden  kann. 
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Hiernach  ist  eine  Function  t  +  iu  für  das  von  einer  Linie 
L  eingeschlossene  einfach  zusammenhängende  Gebiet,  in  welchem 
die  Function  eindeutig,  endlich  und  stetig  sein  soll,  wofern 
der  Werth  des  reellen  Theiles  t  ftlr  die  Linie  L  gegeben  ist, 
bis  auf  eine  der  entsprechenden  Function  u  hinzuzufügende  reelle 
Gonstante  vollständig  bestimmt  Für  den  Fall,  dass  die  Linie  L 
einen  Kreis  bedeutet,  der  mit  dem  Radius  R  um  den  Nullpunkt 
beschrieben  ist ,  werden  wir  jetzt  die  Aufgabe  lösen ,  eine 
Function  t  +  iu  so  zu  bestimmen,  dass  der  reelle  Theil  t  in 
der  Kreisperipherie  beliebig  vorgeschriebene  Werthe  annehme. 
Bei  Anwendung  der  Polarcoordinaten  a;  =  r  cos  ^,  y  =  r  sin^ 
sei  fp  (d-)  eine  beliebige  Function  des  Orts,  welcher  t  für  r  =  ß 
gleich  werden  soll.  Eine  für  jeden  Betrag  r<:R  eindeutige, 
endliche  imd  stetige  Function  <  + iw  von  x  +  iy  wird  nach 
§  122  durch  eine  dort  mit  (8)  bezeichnete  Potenzreihe  dar- 
gestellt 

(15)  ^+fa  =  (c„+idj  +  (c,+td,)(a;+ey)+(c,  +  td,)(a;+ty)»+..; 
ihr  reeller  Theil  lautet  in  den  genannten  Polai'coordinaten  folgen- 
dermassen, 

(16)  ^=Co+(c,cos^— d,sin;>)r  +  (c,cos2;>-d,sin2^)r»+... 
und  ist  in  §  77  unter  (3)  angeführt  Durch  die  Forderung,  dass 
t  für  r  =  R  gleich  der  von  ^  =  —  7c  bis  +  7t  gegebenen  Func- 
tion 7>(^)  sei,  werden  die  Constanten  Cy,  c,,dj,...  bestimmt, 
indem  man  (p  (x^)  vermöge  §  78  in  eine  nach  den  Sinus  und 
Cosinus  der  Vielfachen  von  ^  fortschreitende  trigonometrische 
Reihe  entwickelt,  deren  Convergenz  daselbst  genau  untersucht 
ist  Aus  den  dortigen  Gleichungen  (11)  folgen  die  Bestim- 
mungen 


—rr 


(17) 


71 

n 

d^W^= —  I  q>{a)Hmqada^q^l. 


—n 
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Demnach  bleibt  d^  als  eine  der  Function  u  beliebig  beiznfligende 
ConBtante  unbestimmt,  während  nach  (17)  die  übrigen  zur  Bil- 
dung Yon  t-^-iu  gehörenden  Constanten  die  Werthe  erhalten 


^0 


(18)   < 


—71 


n 


c^+id^=-j-  l(p(a)(<iosqa—ismqa)da  -. 


— Ä 


Aus    denselben    geht   hervor,    dass    die    sämmtlichen    Beträge 

Yc^  +  d^  R'  eine  gewisse  feste  Grösse  nicht  übertreffen,  was 
nach  §  122  zu  dem  Schlüsse  berechtigt,  dass  die  Reihe  (15)  ftir 
jeden  unter  R  liegenden  Betrag  r  convergirt  und  die  verlangte 
Beschaffenheit  hat.  Nach  der  vorgetragenen  Theorie  der  trigo- 
nometrischen Reihen  convergirt  die  Reihe,  welche  den  reellen 
Theil  darstellt,  für  r^=R,  falls  (p(^)  den  dort  angegebenen  Be- 
dingungen der  Endlichkeit  genügt,  die  wir  als  erfüllt  voraus- 
setzen. Ferner  lehrt  ein  Satz  in  I,  §  108,  dass  sich  alsdann 
die  rechte  Seite  von  (16)  stetig  mit  r  ändert,  falls  r  dem  Werthe 
R  beliebig  genähert  wird  und  in  denselben  übergeht. 

Um  dagegen  zu  beurtheilen,  wie  sich  die  Function  u  bei 
einer  beliebigen  Annäherung  von  r  an  den  Werth  R  verhalte, 
ist  die  Erzeugung  von  u  durch  Integration  des  vollständigen 
Differentials  (6)  zu  benutzen,  welcher  Process  nur  dann  für  den 
Werth  r  =  R  ausgeführt  werden  kann,  wenn  die  Function  t 
für  r  =  i2  und  jedes  ^  eindeutig  bestimmte  endliche  partielle 

Differentialqnotienten  .-   und  ■^-  hat    Diese  Voraussetzung  ist 

erfüllt,  wofern  die  zu  den  unabhängigen  Variabein  r  und  &  ge- 

f^  t  f)  t 

hörenden   partiellen   Differentialquotienten  ^  und  y^fÜrr=iJ 

und  jedes  ^  eindeutig  bestimmte  endliche  Werthe  annehmen, 
da  die  Gleichungen 

dt  dt  a  .  5^      •    a 

r^-=      ;.-r  cos  ^ -h  ^r-r  sm^ 
ar  dx  dy 

dt  dt       .     ^^dt  ^ 

Q«  =  —  T-rsm^+  r-rcos^ 
^  dir  dx  dy 

bestehen. 
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Substituirt  man  die  in  (18)  angegebenen  Werthe  der  Con- 
stanten in  den  Ansdrack  t-^-iu,  bei  dem  von  jetzt  ab  voraus- 
gesetzt wird,  dass  u  für  r  =  0  verschwinde,  mitbin  do^=^0  sei, 
so  entsteht  der  Summenausdruck 


(^+t»* 


(19)    t  +  iu=—  /q>(a)da-{'    2  —   1  fp(a){co&qa—isinqa)da^ — — 


—  n  —71 


Für  einen  unter  U  liegenden  Betrag  r  dürfen  die  bestimmten  In- 
tegrale zu  einem  einzigen  vereinigt  werden,  unter  dessen  Zei- 
chen eine  convergente  unendliche  geometrische  Reihe  mit  dem 

Quotienten  — *"'"   ^^ —  erscheint,   die,  nach  I,  §  98 

a 
summirt,  das  folgende  Resultat  hervorbringt, 

(20)    i  +  iu=  -  /  g)(«)  ( 7 !.     M   ^'\  -  4-  !<*«• 


J^  Vi 


Dasselbe  lässt  sich  mit  Hülfe  des  CbtK^^schen  Satzes 
direct  beweisen.  Bezeichnet  man  die  zu  suchende  Function  t-^-iu 
wie  früher  mit  fix-Viy)^  die  derselben  conjugirte  t  —  in  mit 
g{x—iy\   so   ist   die    gegebene   Function   (p{a)    gleich    dem 

Werthe,    den    das    Aggregat   -^  f{x-\-%y)  +  —  g{x—iy)    für 
a;  +  ty  =  B (cosa +i sin a)  oder  kürzer  üc*"  annimmt,  mithin 

(21)  qf.(a)=|/-(iJÖ  +  ioiRe-^). 


Nun  kann  der  Factor,  den  (p{a)  in  (20)  unter  dem  Integral- 
zeichen hat,  so  umgeformt  werden,  dass  einmal  nur  iZa'",  das 
zweite  Mal  nur  üe~*"  vorkommt. 


(20)  1  (         ^^^''"^ d(Ä6'")  \ 

t  \  Be'"  —{x  +  iy)  2iec'"  / 

und 

^^>  —  I  — : pj V» ",-'" 

^g-i«_    B  2Be 

x-¥iy 

Es  darf  daher  die  rechte  Seite  von  (20)  durch  das  Aggregat 
der  beiden  Integrale 
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— /t 


2  J2  c"^"' 


ersetzt  werden,  deren  jedes  mittelst  doppelter  Anwendung  des 
Cauc^'schen  Satzes  bestimmbar  ist.  In  (24)  soll  eine  Integra- 
tion längs  der  Peripherie  des  Kreises  vom  Radius  B,  im  posi- 
tiven Sinne  ausgeführt  werden;  da  ferner  der  Punkt  a;  +  iy  so- 
wie der  Nullpunkt  innerhalb  des  Kreises  liegen,  so  folgt  aus 
der  obigen  Gleichung  (1),  indem  zuerst  C=a;-f  ty,  dann  C=0 

genommen   wird,   der  Werth  f{x'\'%y)'-  —  f{Q).   In  (25)  läuft 

die  Integration  im  entgegengesetzten  Sinne,  dabei  erhält  ^  zuerst 

den  Werth  -     - .— >  und  hierauf  wieder  den  Werth  Null.  Wegen 
x  +  iy  ° 

der  Voraussetzung,  dass  der  Punkt  x  +  iy  im  Kreise  vom  Ra- 

dius  R  enthalten  ist,   befindet  sich  der  Punkt      -  — >    welcher 

x+ty 

demselben  nach  dem  in  (III)  des  §  109  erörterten  Gesetze  zuge- 
hört, nothwendig  ausserhalb  des  Kreises.  Demnach  liefert  der 
erste  in  der  Klammer  des  Integrals  (25)  befindliche  Ausdruck, 
wie  in  §  121  bemerkt  worden,  ein  verschwindendes  Resultat, 
dagegen  der  zweite  mit  seinem  Vorzeichen  genommene  Ausdruck 
vermöge   der  im   negativen  Sinne   fortschreitenden  Integration 

das  Resultat  —^(0).    Weil  aber  angenommen  wurde,   dass  u 

für  x  +  iy  =  0  verschwinden  soll,  so  ist  /*(0)  reell,  mithin 
f{0)  —  g  (0)  =  0,  und  das  Aggregat  von  (24)  und  (25)  wird,  wie 
behauptet,  dem  Functionswerthe  f{x-\-iy)  gleich. 

Bei  dem  so  eben  mittelst  des  CSaucA^'schen  Satzes  ge- 
führten Beweise  wird  die  Existenz  der  gesuchten  Function 
t'\'iu  und  ihres  Differentialquotienten  für  das  Innere  des 
Kreises  mit  Einschluss  der  Peripherie  vorausgesetzt,  während 
die  Existenz  von  u  für  r  =  /^  nach  dem  Obigen  nur  dann 
feststeht ,  wenn    für  r  =  Ä   und  jeden  Werth   von  d^  die  par- 
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tiellen    Differentialqnotienten    ^—  und  ^  ^  bestimmte    endliche 

Werthe  haben.  Der  zweite  von  diesen  fällt  mit  dem  nach  & 
genommenen  Differentialqnotienten  der  gegebenen  Function  q>  (^) 
zusammen,  so  dass  sich  die  demselben  auferlegte  Bedingung 
direct  auf  q)  {&)  bezieht  Man  kann  aber  über  die  Function 
(p(0)  eine  zweite  Voraussetzung  machen,   aus  welcher  die  für 

St 

-^  verlangte  Eigenschaft  folgt.  Zu  diesem  Behuf  mOge  die  Be- 
dingung dafür,  dass  t  +  iu  eine  Function  von  x-\-iy  ist,  in  den 
Variabein  r  und  ^  ausgedrückt  werden.  Da  die  characteristische 
Gleichung 

(26)  dt  +  idu  =  {^  +  irj){dx  +  idy) 
in  die  Gleichung 

(27)  d^4-ida  =  (^  +  i/;)(a:  +  fy)(dlogr  +  id^)  " 
übergeht,  so  ist  der  von  t'\-iu  nach  der  complexen  Variable 
logr  +  i^  genommene  Differentialquotient  gleich  (^+i';)  (a^+iy), 
und  man  erhält  die  gesuchten  partiellen  Differentialgleichungen 
aus  (2),  indem  statt  Xj  y  respective  log  r,  ^  genommen  wird, 
nämlich 

xrtQ\  St    Su         du    ^^. 

51ogr         d  d-      51ogr  d^ 

Ebenso  wie  aus  (2)  die  partiellen  Differentialgleichungen  (5) 
und  (6)  hervorgehen,  folgen  aus  (28)  die  partiellen  Differential- 
gleichungen der  zweiten  Ordnung 

Vermöge   der   ersten  derselben  entsteht   ^^    -  =  r  -^ — ,  indem 

ülogr  dr 

—  -j,^,    mit  dlogr  =  -       multiplicirt  und  für  ein  ungeänder- 

tes  ^  integrirt  wird.  Bei  einer  mit  r^=r^  beginnenden  Inte- 
gration gilt  demnach  die  Gleichung 

r 

,„..  dt  (dt\  /V<     dr 

(31)  .  -  _  _  r„  ^  ^  ^  j^^  =  -J-^-^ .-. 
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Da  der  zweite  Differentialquotieut  -^^^  für  r=-B  wieder  gleich 

dem  zweiten  nach  ^  genommenen  Differentialquotienten  der 
Function  9>(^)  ist,  so  wird  durch  die  Voraussetzung,  dass  der- 
selbe fUr  jedes  d-  eindeutig  bestimmt  und  endlich  sei,  bewirkt, 

d  t 

dass  der  partielle  Differentialquotient  -^—  für  r  =  Ä  und  jedes 

CT 

&  einen  bestimmten  endlichen  Werth  haben  muss.  Wird  also 
vorausgesetzt,  das  für  jedes  &  die  gegebene  Function  q>  {&)  mit 
Einschluss  ihres  ersten  nach  ^'  genommenen  Differentialquotien- 
ten eindeutig  bestimmt,  endlich  und  stetig,  der  zweite  nach  ^ 
genommene  Differentialquotient  eindeutig  bestimmt,  und  endlich 
sei,  so  genügt  dies,  um  zu  schliessen,  dass  die  in  t  +  iu  flir 
r<R  definirte  Function  auch  fttr  r  =  iJ  existirt. 

Die  eben  genannte  Voraussetzung,  bei  welcher  in  dem  Be- 
griffe der  Stetigkeit  das  Uebereinstimmen  der  zu  d^  =  —  7t  und 
^  =  TT  gehörenden  Werthe  eingeschlossen  ist,  fällt  mit  derje- 
nigen zusammen,  aus  welcher  nach  §  81  die  Sicherheit  ge- 
schöpft werden  kann,  dass  die  Glieder  der  in  (16)  flir  die 
Function  t  aufgestellten  trigonometrischen  Reihe  bei  der  Sub- 
stitution r  =  R,  auch  absolut  genommen,  eine  convergente 
Reihe  liefern,  oder  mit  dem  dortigen  Ausdruck,  dass  die  be- 
zeichnete trigonometrische  Reihe  unbedingt  convcrgirt.  Für  die 
Reihe,  durch  welche  nach  (15)  die  Function  u  ausgedrückt  wird, 
folgt  alsdann  ebenfalls,  dass  sie  für  r  =  72  unbedingt  convcrgirt. 
Ferner  lehrt  eine  am  Schlüsse  von  §  81  gemachte  Bemerkung, 

dass  der  partielle  Differentialquotient  ^  für  die  Werthe  r<:R 

mit  Einschluss  von  r  =  R  durch  die  Reihe  dargestellt  wird, 
welche  aus  (16)  entsteht,  indem  man  die  einzelnen  Glieder  nach 
0^  differentiirt,  und  dass  eine  den  zweiten  partiellen  Differential- 

quotienten  -^-^^  in  gleicher  Weise  darstellende  Reihe  vermittelst 

zweimaliger  nach  ^  genommenen  Differentiation   der  einzelnen 

Glieder  von  (16)  erhalten  wird.    Jetzt  kann  man,   da  auf  der 

rechten  Seite  von  (16)  das  von  r  unabhängige  Glied  durch  die 

Differentiation  verschwindet,  die  Gleichung  (31)  benutzen   und 

dr 
die  mit  —  multiplicirte  Reihe  von  r^  =  0  bis  r  integriren,  wo- 
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durch   eine   für   die   Werthe  r  <  JR  mit  Einschlnss  von  r  =  R 

f)  f. 
geltende  Darstellung  des  Ausdrucks  r  -^  entsteht.    Dieselbe  ist 

gleich  derjenigen,  die  aus  der  Differentiation  der  einzelnen 
Glieder  von  (16)  nach  r  hervorgeht,  und  zwar  enthält  die  mit- 
getheilte  Ableitung  den  Beweis,  dass  die  betreffende  Darstellung 
auch  mit  Einschluss  des  Werthes  r  =  R  gilt.  Demnach  zeigt 
sich,  dass  in  Folge  der  Voraussetzungen,  welche  über  die  Func- 
tion q>{^)  und  deren  ersten  und  zweiten  nach  &  genommenen 
Differentialquotienten  gemacht  sind,  der  reelle  und  imaginäre 
Theil  der  Function  t-hiu  durch  Reihen  dargestellt  werden,  die 
mit  Einschluss  des  Kreisrandes  unbedingt  convergiren,  dass 
ferner  der  reelle  und  imaginäre  Theil  des  ersten  von  t-^iu 
nach  logr  +  i  ^  genommenen  Differentialquotienten  durch  Reihen 
ausgedrückt  werden,  die  mit  Einschluss  des  Kreisrandes  noch 
convergiren.  Es  erfüllt  also  die  Potenzreihe,  durch  welche  die 
Function  t  +  iu  dargestellt  ist,  Bedingungen,  in  welchen  die  zn 
der  Anwendung  des  Cauchy' sehen  Satzes  erforderlichen  Voraus- 
setzungen enthalten  sind. 
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